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CHAPITRE    PREMIER, 

Du    Calcul   des   DiffUrencu, 

jj  A  N  s  le  Traité  du  CaLul  dlffinnùtl  tt  du  CaUul  intimai ,  nous 
n'avons  envisagé  les  séries  que  comme  un  moyfin  de  développer 
les  fonctions  algébriques  ou  transcendantes ,  de  manière  à  faire 
connoître  quelques-unw  des  propriétés  de  ces  fonctionî,  que  U 
forme  sous  laquelle  elles  se  présentoient  ne  ren'Ioit  pas  assez  évi- 
dentes ,  ou  bien  pour  en  obtenir  ,  dans  certains  cas  ,  des  valeurs  ap- 
prochées. Sous  ces  diflPérens  points  de  vue,  nous  avons  toujours 
connu  l'origine  des  séàes  dont  nous  avons  fait  usage,  et  nous  ne  nous 
sommes  occupés  de  leurs  propriétés  que  par  rapport  aux  fonctions 
dont  elles  dérivoient;  maintenant  nous  allons  les  considérer  en  elles* 
inêmes  et  indépendamment  d'aucune  fonction  particulière. 
Apptndict,  _  A 


X  Cn.     l.    Du    Calcul 

Calcul     direct       S  5 9.  Supposons  qu'on  ait  une  série  de  la  forme 
dei  diffiérenccs.  j^ + ^i^x + ^.:c* + J:^x^  +  etc. 

dans  laquelle  les  chiffres  inférieurs  affectés  aux  coefHciens  des  puis- 
sances de  Jc ,  et  que  je  nommerai  indices^  font  connoître  le  rang  qu^oc- 
cupe  chaque  terme  :  ce  qui  distingue  cette  série  de  toute  autre ,  c'est 
la  loi  que  suivent  les  coefficiens  des  diverses  puissances  de  :r  ;  or , 
quelle  que  soit  cette  loi ,  il  est  évident  que  la  valeur  de  chaque 
coefficient  en  particulier  dépend  du  rang  qu'il  occupe  dans  la  série  , 
en  sorte  que  si  Ton  a  voit  l'expression  du  terme  général  J^^"^  qui 
.répond  à  un  indice  quelconque ,  on  en  déduiroit  tous  les  autres ,  en 
donnant  à  n  différentes  valeurs;  car  J^^  A^^  jf^y  j4^^  etc.  ne  sont 
autre  chose  que  ce  que  devient  J^  lorsqu'on  y  fait  successivement 

72  =  0,       n=i,      «3=2,  etc. 
Faisons  donc  abstraction  de  x  ^  ou  ^  ce  qui   revient  au  même , 
faisons  jc  :=  i ,  et   considérons  seulement  la  série  des  coefficiens 

comme  représentant  la  suite  des  divers  états  par  lesquels  passe  la 
fonction  J^ ,  en  vertu  des  accroissemens  que  reçoit  Findice  n. 
Soit  fait  Jr--^,=  B^ 

^j-.^,=  B, 
etc. 
les  quantités  5^ ,  -ff , ,  5^ ,  etc.  qui  sont  les  différences  qui  régnent 
entre  les  termes  de  la  suite  pfécédente ,  formeront  elles-mêmes  une 
nouvelle  suite  dont  la  nature  dépendra  de  celle  de  la  première 

Si  l'on  avoit ,  par  exemple ,  -^^^  =  3  +  x  /2  ;  en  posant  successi- 
vement n  =  o ,  n=i,  /2=2,  nzs^  y  etc.  on  obtiendroit 
pour  les  j4  la  suite  des  nombres  3  »  5  j  7>  93  €tc.  et  les  B  seroient 
tous  égaux  à  1  ;  en  efet  ^  la  suite  proposée  ne  seroit  autre  chose 
que  la  progression  par  différences  (*)• 

Dans  le  cas  où  les  quantités  B^^  B,,  B^^  B^,  etc.  ne  sont  pas 
^ _____^ — ^ — __ , —      , ,  _    ■ 

(*)  C'est  ainsi  que  j'appellerai  désormais  la  progression  arithmétique ,  et  je  don- 
nerai à  la  progression  géométrique  le  nom  de  progression  par  quoti^ru.  Voyez  la 
cinquième  édition  des  EUmtns  cF Algèbre  de  Clairaut ,  Tome  I  9  page  cbuuvij , 
et  Tome  II,  p.  331. 
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toutes  égales  entr'elles^  on  en  peut  déduire  une  nouvelle  suite  ^  en 
prenant  leurs  différences^  et  faisant 

B,-B,  =  C, 
etc. 
on  aura  à  considérer  la  série 

Coj      C^y      C.  ;      Cj ,  etc. 
Soit  pour  exemple  -^,j  =  ç  +  3  «*  i  il  résultera  de  cette  fonction 

5,      8,      17,      32,  etc. 
pour  les  nombres  A  ; 

3>      9>      Mf         etc. 
pour  les  nombres  B  ; 

enfin  6,      6  y      6,      etc. 

pour  les  nombres  C,  qui ,  comme  on  voit ,  sont  constans.  Ces 

exemples  suffisent  pour  montrer  comment  on  a  pu  remarquer  les 

différens  ordres  de  séries  ,  en  comparant  entr'eux  les  termes  successifs 

d'une  même  série. 

Les  quantités  B^^B^^B^...,  se  nomment  les  différences  premières  , 
ou  simplement  les  différences  des  quantités  A^y  A^y  J^,  etc. 

Les  quantités  C^y  C*,  >  C^y  etc.  qui  sont  les  différences  première! 
de  B^  y  ou  les  différences  des  différences  de  A^y  A^y  A^^  A^y  etc. 
se  nomment  les  différences  secondes  de  celles-d. 

Ily  a  entre  les  quantités ^^  B  y  Cy  etc.  des  relations  qu'il  est  im<> 
portant  de  cohnoître  y  et  au  moyen  desquelles  on  détermine  les  unes 
par  les  autres  ;  ce  sont  ces  relations  qui  constituent  le  Calcul  direct 
des  différences. 

86o.  Soit  u^  y  u^y  u^...^y  une  suite  de  quantités  qu'on  suppose 
être  des  valeurs  consécutives  que  reçoit  la  fonction  Uy  soit  en 
vertu  des  variations  qu'elle  éprouve  par  elle-même ,  soit  par  l'effet  de 
celles  qui  arrivent  à  des   quantités  dont  elle  dépend  ;  nous  ferons 

«î— «^«    —^u^      > ^•••(0 


^'/*— ^7^-l=A^^l^-I 


A  z 
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en  nous  servant  de  la  caractéristique  ù,  pour  désigner  la  différence 
qui  existe  entre  les  deux  états  consécutifs  d*une  même  quantité. 
Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux,  les  différences 
àu^  û //. ,  A //. ,  etc.  sont  toutes  égales  ;  mais  si  le  contraire  a  lieu , 
on  fera  par  analogie 


A//. — A//,       =A.Atf,      =A'//, 
AV^  — A«^„.,  =  A.AZ^^..=AX-i 

etc. 

A*^,  —  A*//      =A.A*^       =a'w 
AX—  A'«^,      =  A .  A*«,      =  A*^//, 


w, 


AX— AX-x=  A.  AX-.=  A'r/^.. 

etc. 
Cela  posé,  on  aura,  en  vertu  des  équations  (i) ,  (i) ,  (3) , 

Aa,     =Ak  +à^u 

AWa      =  A«.  +  A*tt, 


.(3), 


»»=«.       +A«, 


A*//,      =A*tf        +A''// 


«'7i=^n-.  +  ^Un^^ 


^''n-..  =  ^^7r-*  +  ^X-. 


A  V„^  =  AX-î  +  ^X -V 


Par  le  moyen  de  ces  valeurs  ,  on  peut  arriver  à  des  expressions 
de  tf , ,  //. ,  //^....W;j,  qui  ne  dépendent  que  de  la  quantité  pri- 
mordiale u ,  et  de  ses  différences  successives  a  ri ,  a'«  ,  ^^u ,  etc. 
^  faisant  les  substitutions  nécessaires  on  obtiendra 

tt,  =  w  +  A  // 

r,  =1/  +  1AZZ  +  A"l^ 

U^=zil  +  3A2/+  3  A*/i  +  A^// 


d'oii  on  conclura  par  analogie 

n  n(n — i)      ^  n(n  —  i)r/2— 1) 

7/„=  U  +  -AU+  — ^ ^  A»/^  +  ~i i^ ^A'tf  +  etc. 

I  1.2  1.1.3 

puisque  les  coefHciens  numériques  des  expressions  préicdentes  sont 

les  mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  :  la  démonstration 

suivante  justifiera  pleinement  cette  conclusion. 
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Il  est  évident  que  Texpression  d€  u^^  ne    peut  être  que  de  la 

forme 

'  Uj,=  u+  A' su  +  A^'^.^u  +  A"'s^u  +  etc. 

dans  laquelle -<^',  A\  A"\  etc.  désignent  des  coefficiens  numériques, 

indépendans  de  u  et  de  ses  différences ,  et  il  doit  y  avoir  entre  i/„^, 

et  //,  les  mêmes  relations  qu'entre  u^ti  u\  car  dans  le  second  cas  , 

le  nbmbre  des  termes  est  le  même  que  dans  le  premier ,  et  tout  le 

changement  dans  l'hypothèse  se  réduit  à  partir  d\m  terme  plus 

avancé  :  on  aura  donc 

7/„^,=  u^+A'^  u^  +  A'^A^'u,  +  A'^A^u^  +  etc. 

Si  Ton  met ,  au  lieu  de  àu^ ,  a*"//,  ,  a^u^  ,  etc.  leurs  valeurs  en  «, 

AUf  A*//,  etc.  il  viendra 

z^„^.=  w  +  (  I  +A'}  AU  +  (A'  +  A'')  A'u  +  {A''  +  A''')a'u  +  etc. 

mais  en  représentant  par 

I  +  B'x  +5V-f  5'V+  etc. 

le  développement  de  (  i  +  jc)",  on  trouvera 

(  1  f  x)'=-+-^=  I  +  (  I  +  B')x\^{B'+B')x^+{B'  +  B''')x'+  etc. 

on  voit  ici  que  dans  le  passage  de  l'exposant  n  à  l'exposant  /2+  i  , 

les  coefHciens  du  développement  du  binôme  éprouvent  les  mêmes 

changemens  que  ceux  de  l'expression  de  u^  ;  et  comme  les  uns  et  les 

autres  prennent  les  mêmes  accroissemens ,  il  s'ensuit  que  dès  qu'ils  ont 

été  identiques  dans  un  cas ,  ils  doivent  Têtre  toujours  :  nous  pourrons 

donc  écriie 

y  -=  U  +  -AU-i ^ ^—  A^U  +  —i: — ^  A^u+  etc. 

I  i.i  1.1.3 

On  peut  également  exprimer  la  différence  d'un  ordre  quelcon- 
que ,  A"^,  par  le  moyen  des  valeurs  consécutives  «^ >  « , ,  z/^^. . .  .etc. 
on  tire  d'abord  des  équations  (i) ,  (i)  ,  (3)  , 

A*//  =  i/j—  iu^+  u 

A^u  =  u^ —  3  i\+  3  «, —  u 


et  l'analogie  indique  l'expression  générale 

n  n(n—i)  «(/z— 1)(/2— 1) 

A^«=r/^--  //^.,+  -1^,,^    _  ^^        y  _    _^  ,,^  ^^  etc. 

I  l  •!  1.2*3 
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qui  $e  vérifie  comme  la  précédente.  En  effet  ^  en  posant 

ùru=u^ + A'u^,  +  ^X-a + ^X  -î  +  et  c. 
on  doit  avoir 

mais  en  substituant  pour  a"w,  sa  valeur  a^^+a""*"';/  ,  et  mettant  à 
la  place  de  a"//  son  développement ,  il  viendra 

rA«^'«=//,^. + {A'^i)u^ + (^'-^0^1.-. + (^"  — -^'o^i.^s+ etc. 

Or  le  développement  de  (  a;  —  i  )•  étant  représenté  par 

•  a:"  4-  5  V-  '  +  ^  V-*  +  5'' V-^ + etc. 
on  aura 

(x—  !)"•*•'  =:t"*^« + (5^—  i);tr» + {B^^B')  jc"-*  +  (5'^'--50*"** + etc. 
et  l'on  conclura  comme  ci- dessus  que  les  coefficiens  du  développe- 
ment de  A^x^ ,  recevant  les  mêmes  accroissemens  que  ceux  du  dév^^ 
loppement  de  {x — 1)%  et  commençant  par  avoir  les  mêmes  valeurs., 
doivent  demeurer  identiques  avec  ces  derniers. 

U  suit  de  ce  qui  précède  que  Ton  peut  écrire  les  équations 

pourvu  que  l'on  se  rappelle  de  changer  dans  le  développement  de  la 
.  première ,  les  exposans  des  puissances  de  A  2^  en   exposans   de  la 
caractéristique  a  ^  et  que  dans  celui  de  la  seconde  j  on  transforme 
les  exposans  de  u  en  indices. 

86 1.  Lorsqu'une  fonction  est  donnée^  rien  n'est  plus  facile  que 
d'en  obtenir  les  différences  successives  ;  nous  prendrons  d'abord  pour 
exemple  la  fonction  ^^r"*.  Faisons  u  =  at",  et  supposons  que  x  aug- 
mente de  la  quantité  h  ,  nous  auron:»  i/^=(Ar+ A)*,  et  par  conséquent 

i^u=(x'\'  hYr^xr=mx'^-'h  +  -i ix^-^h^^^ i^ ^AT^-^A^+etc. 

^  '  i.i  1.2.3 

Pour  passer  aux  différences  ultérieures  A*^ ,  ù.^u ,  etc.  il  faut  faire 
varier  pc  de  nouveau  ^  ce  qui  présente  deux  hypothèses ,  l'une  con- 
siste à  supposer  que  la  quantité  x  prenne  toujours  des  accroissemens 
égaux  y  et  Tautre  que  ces  accroissemens  soient  eux-mêmes  variables  ; 
nous  nous  occuperons  d'abord  de  la  première*  En  substituant  x-^-h 
au  lieu  de  x  dans  ùkU ,  on  aura 

A«,=xmA  (:c +*)*"-»+ ^^^^IliiAVx+ A  )*-•+ etc. 
n  est  visible  que  si  l'on  développe  l'expression  de  ùku^  ^  et  que  Ton  eii 


/ 
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retranche  celle  de  ^u  y  le  résultat  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
de  h  sera  de  la  forme 

A^u=m(m—i)  Ar"-»A'  +  M^x^^'^h'  +  M^x'^^h^  +  etc. 
M^ ,  il/4,  etc.  désignant  des  coefficîens  dépendans  de  l'exposant  m. 

Par  une  nouvelle  substitution  de  x+A  dans  cette  dernière  équa- 
tion ,  on  parviendroit  à  a'^/,  >  et ,  en  observant  que  ^^u=a^u^ — a**  , 
on  obtiendroit 

A^u  =  m(m'^i)(m  —  l)  x'^^^h?  +  M^x'^^^h^  +  etc. 
La  loi  des  premiers  termes  de  chacun  de  ces  développemens  est  évi- 
dente j  et  Ton  voit  que  1  expression  de  a"i/  doit  commencer  par 

m{m —  I  )  (/w — i)...(/72  —  n  +  i  )Ar'"""A'*; 
mais  pour  parvenir  au  terme  général  de  cette  expression ,  il  sera  plus 
commode  de  former  immédiatement  ùtJ'u  ,  par  le  moyen  des  valeurs 
de  u^9  u^f  u^  9  etc.  sans  passer  par  celles  de  A2/ ,  ù^^Uy  L^u^  etc.  Il 
est  évident  que  dans  l'hypothèse  présente  les  valeurs 

répondent  à 

jc  +  A,      x+ik^      X  + '^  k^....x  +  nh  y 
et  que  Ton  a  par  conséquent 

u,=z(x'+k)%      «,=  (^+2*)% z/^=(^  +  /2A)»; 

on  tirera  de  là 

^^ ^— "^[^+(«— 3)A]'"+etc. 

I.2.3 

Si  Ton  désigne  par  i  l'exposant  de  A  dans  le  terme  général  du  déve« 
loppement  de  Téquation  ci-dessus ,  l'expression  de  ce  terme  sera 

2^2*3 l 

mais  comme  nous  avons  observé  que  le  développement  de  a"«  ne 
pouvoit  contenir  des  puissances  de  h  dont  l'exposant  fut  moindre 
que  /z  9  il  s'ensuit  que  la  fonction 

n' (;ï—  I  )'+  -i^ ^  (/2— .  2  y— etc. 

I  1.2  ' 
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est  nulle  tant  que  i</î,  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier  :  d'un  autre 

^  ,,  ^  .  m(m — t)(rn  —  i) (m  —  i+i) 

côté  le  coefficient  — ^ — — ^ ^ 

s'évanouissant  lorsque  /=/7ï  +  i  ,  il  en  résulte  que  la  plus  haute 
puissance  de  A ,  dans  le  développement  de  A"/^ ,  ne  peut  être  que  A*" 
^t  que  par  conséquent  a"/^  se  réduit  à  son  premier  terme 

dans  le  cas  oîi  Ton  am  =  n.  Il  est  évident  qu'alors  les  différences 
ultérieures  a""*"*//,  a""*'*^,  etc.  sont  nulles. 

Il  est  facile  de  conclure  de*là  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  x  a  toujours  des  différences  constantes ,  savoir  :  celles  dont 
Tordre  est  marqué  par  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  jc  , 
qui  soit  dans  la  fonction  proposée.  En  effet ,  cette  fonction  étant 
de  la  forme  .^a;*+  Bx^+  C.v'>'+etc.  on  aura  nécessairement 
AXAx''+Bx^+Cxy  +  etc.)=J^''.x^+BA\x\+CA''.xy+  etc.  (^); 
et  si  sL  désigne  le  plus  haut  exposant  de^,  il  viendra  pour  lecasoù  n=:ot^ 

A*.Ar*=l.i fltA*,        A*.:c^=0,        A*.:t^=o,  etc. 

en  sorte  que  a*(^;c*+  Bx^+  Ca^>'+ etc.  )  =  ï,2,3.  .  • . .  .at^Jt*. 
Il  n'est  pas  nécessaire  d'avertir  que  chaque  fois  qu'on  prend  la  diffé- 
rence de  deux  fonctions,  cette  opération  peut  faire  disparoître  une 
constante  ;  car  les  calculs  précédens  ne  différent  de  ceux  du  n".  lo  ^ 
qu'en  ce  que  nous  avons  considéré  en  même  tems  tous  les  termes  du 
développement  de  la  différence ,  au  lieu  de  nous  borner  au  premier  , 
comme  pour  le  Calcul  différentiel. 

Au  moyen  de  ce  qui  précède  on  développeroit  sans  difficulté  les 
différences  d'une  fonction  composée  de  puissances  quelconques  do  x^ 
Avant  de  pousser  plus  loin ,  il  convient  de  montrer  comment  les 
mêmes  développemens ,  et  en  général  ceux  des  différences  des 
fonctions  quelconques ,  peuvent  s'obtenir  par  le  moyen  du  Calcul 
différentiel. 

861.  Le  Calcul  différentiel  et  celui  des  différences,  quoiqu'étant 
bien  distincts ,  comme  on  le  verra  dans  la  suite ,  ont  néanmoins  de 
grands   rapports    entr'eu^t    et    peuvent   s'appliquer  l'un  à  l'autre. 


(*)  Il  ne  fiut  pas  confondre  A'^.x*  avec  A"^;  car  ii.  fM-emière  de  ces  expressions 
est  la  différence  de  l'ordre  n  de  la  fonction  a-,  tandis  .que  A».t«=:(A«A)'. 

l-orsquç 
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Lorsque  Ton  considère  le  premier  sous  le  point  de  vue  oîi  Ta  pré- 
senté Léibnitz ,  ou  par  la  théorie  des  limites ,  il  devient  un  cas 
particulier  du  second^  ainsi  que  nous  l'avons  montré  dans  les 
!!**•  92  et  285.  Nous  ne  répéterons  pas  ici  ce  qui  a  été  dit  dans 
ces  articles^  mais  nous  déduirons  la  série  de  Taylor  de  Téquatibn 

.   «           n(n — i)    ^        n(n — .i)(/2— 1)     ,     .     , 
u^^u  +  -A««  +  -ii ^A*tf  H — !^ —^ -ù,^u  +  etc. 

I  1.2  1.2.3 

En  lui  donnant  la  forme 

u^=u+ + — !^ 1 +— ^ ^ =^ ^  +  etc. 

t    *  i.i         **  1.2.3  *^ 

et  supposant  que  et  soit  l'accroissement  que  reçoit  x  lorsque  la 
fonction^//  devient  ^  +  a  2/  ^  la  valeur  u^^  sera  celle  que  prend  u  , 
quand  x  se  change  en  x-\'ndi,.  Faisant  ensuite  nA=:kj  et  regardant 
l'accroissement  a  comme  évanouissant  ou  infiniment  petit ,  il  faudra 
considérer  le  nombre  n  comme  infiniment  grand  ;  en  vertu  de  cette 
supposition  les  quantités  n*,  (n  — 1)«,  (n  —  2  )«....  etc. 
deviendront  toutes  égales  entr'elles  ^  tandis  que  les  quantités 

Au        A*U        à?U  •  •  • 

• — ,  -— -,    —5-,  etc.  coïncideront  avec  les  coefEcîens  différentiels 

«  A  A 


du  d^u  '       éPu 


etc. 


dx^       dx^^       dx^' 

on  aura  donc 

du  ,      d^u   A*      d?u      h^ 

dx         dx*  1.2     dx^    1.2.3 

pour  le  développement  de  la  fonction  u ,  quand  x  est  devenu  x  +  k^ 
Cest  à  peu  près  ainsi  que  Taylor  est  parvenu  au  théorème  qui  porte 
son  nom.  On  peut  substituer  sans  peine  la  considération  des  limites 
aux  raisonnemens  ci-dessus ,  en  observant  que 

nA(n — i)«t=/2*<t*ri  — -  j,  Hfit(;z—i )at(/2 — 2)a=/iVri— -  Vi-^- J,  etc. 

et  que  par  conséquent  leurs  limites  ^  relativement  à  l'accroissement 
de  /ï,  sont  /zV,  72^*%  etc.  ou  A*,  A%  etc. 

]Lorsqu*une  fois  on  est  {Parvenu  au  théorème  de  Taylor  ^  la 
théorie  analytique  du  Calcul  différentiel  n'offre  plus  aucune  difficulté  ; 

appendice.  B 
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ainsi   ce   qui   précède  suffit  pour  montrer  comment  il  résulte  du 
Calcul  des  différences  (^). 

(*)  Cette  manière  de  le  présenter  peut  avoir  ses  avantages ,  mais  elle  est  moins 
simple  et  moins  élégante  que  celle  dont  nous  avons  fait  usage  dans  les  n**.  4-10 ,  et 
que  Ton  peut  abréger  encore  en  employant  la  théorie  des  limites  ;  au  reste ,  jVi 
lieu  de  croire  que  tout  bon  esprit ,  qui  aura  rapproché  les  divers  points  de  vue  sous 
lesquels  ce  calcul  est  traité  dans  le  premier  volume  ,  reconnoitra  que  pour  le  fond  ce 
sont  les  mêmes  idées  ,  et  qu^en  leur  donnant  les  développemens  nécessaires  oA 
parvient  toujours  à  des  conséquences  également  évidentes.  Je  ferai  principalement 
remarquer  que  de  quelque  source  que  Ton  tire  le  Calcul  différentiel ,  la  notation 
ne  doit  pas  changer  et  qu'elle  réunit  tous  les  avantages  que  Ton  peut  désirer  dans  les 
signes  algébriques.  Je  ne  crois  pas  que  ceux  qui  auront  bien  saul  l'origine  de  cette 
notation  dans  le  n^.  9  ,  puissent  révoquer  en  doute  son  analogie  avec  les  principes  de 
Lagrange  ;  elle  est  même  plus  propre  que  toute  autre  à  en  rappeler  le  souvenir.  Quelles 
que  soient  les  notions  préliminaires,  le  coefficient  dijferendclj  om  la  fonction  prime  (d'apris 
Lagrangf"  )  ,  sera  toujours  la  fonction  qui  multiplie  la  première  puissance  de  Tac* 
crolsscment  dans  le  développement  de  la  différence  de  la  fonction  primitive  ;  en 
.  prenant  le  premier  terme  seul  on  aura  une  différence  tronquée  ou  une  diffcrtntitlle  ^  et 
cela ,  sans  rien  prononcer  sur  sa  grandeur  absolue ,  sans  rappeler  en  aucune  manière  Vidée 
d*infiniment  petit.  Le  changement  de  métaphysique  ne  saurolt  donc  conduire  à  un 
changement  de  notation ,  si ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  convaincre ,  la  notation  an** 
cîenne  a  des  avantages  marqués  sur  celles  qu'on  voudroit  lui  substituer.  Il  faut 
d'abord  observer  qu'elle  doit  être  débarrassée  des  parenthèses  qu'Eulcr  employoît. 

En  effet,  -7^  et  —i  sont  aussi  clairs  que  f— ),    (  — )  ;    car   le  sens  de    la 
dx         dy  ^      \dxj      \iy/ 

question  indique  toujours  si  les  variables  xtty  sont  indépendantes  ou  non ,  et  em-; 

,             ^^x  +  Û-iy 
pêche  qu'on  ne  confonde  l'expression  —  avec  -j — - —  1  qui  ne  signifie 

quelque  chose  ^  qu'autant  qu'on  regarde  (  au  moins  Implicitement  ]  y  comme 
nne  fonction  de  x.  Legendre,  dans  ses  écrits,  avoit  déjà  supprimé  les  paren-* 
thèses  ;    en    l'imitant  sur   ce   points  j'ai  cru  devoir  les  consacrer  au  cas  qui  se 

d[-\ 
présente  le  plus  rarement ,  et  écrire  -~-^ ,  pour  indiquer  que  dans  { ,  y  varie  en 

même  tcms  que  x  dont  il  est  supposé  dépendre  (  n®.  70  ).  Fontaine,  qui  le 
premi'^r  fit  usage  de  la  notation  reçue  pour  exprimer  les  coefficiens  difféientiels^ 

proposa  de  désigner  par  —  dpi  le  rapport  de  Jjc  à  la  différentielle  complète  de  ^^ 

afin  de  le  distinguer  du  coefficient  de  dx  dans  cette  différentielle,  ce  qui  est  aussi 
fort  simple  (  v.yjç  la  table  des  Mémoires  de  Fontaine  ). 
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863.  A  l'aide  du  théorème  de  Taylor,  le  développement  des 
différences   d*un  ordre  quelconque  pour  une  fonction  quelconque  ' 


Les  notations  employées  dans  la  Théorie  des  Fonctions  ne  me  paroissent  pas  offrir  les 
mêmes  avantages.  Les  accens  ne  peuvent  guères  servir  seuls  ^  que  lorsqu'on  considère 
des  fonctions  dont  le  nombre  des  variables  ne  s*élève  pas  au-delà  de  deux ,  en  affec- 
tant les  accens  supérieurs  aux  variations  de  l'une  et  les  accens  inférieurs  à  celles  de 
l'autre.  Pour  aller  au-delà ,  Tillustre  auteur  de  cet  ouvrage  écrit  entre  parenthèses 
la  quantité  ou  les  quantités  qu'il  regarde  comme  variables  ^  et  désigne  par 

i"{x)]      i"{y)\      f"(î)!      i"ix,y),      f"(*.l).      f"(y.î) 
les  coefiîciens  différentiels  du  premier  et  du  second  ordre  pour  la  fonction  ^^  *  y  9  {  ) 
(  Théorie  des  fonctions  y  page  191  ).  II  a  modifié  depuis  sa  notation  dans  le  Traité 
qu'il  vient  de  publier  sur  la  résolution  des  équations  numériques ,  011  il  représente  les 
mêmes  coeiEciens  comme  il  suit , 

©•  x?>  <?>  ^'^-  (^>  ^^^' 

Z  étant  la  fonction  primitive  proposée. 

En  partageant  avec  toute  l'Europe  le  respect  attaché  au  nom  et  aux  travaux  de 
Lagrange ,  j'oserai  néanmoins  n'être  pas  de  l'avis  de  cet  homme  si  justement  célèbre  ^ 
sur  les  motifii  qui  paroissent  le  porter  à  introduire  cette  nouvelle  manière  d'écrire 
les  résultats  du  Calcul  différentiel  ;  car  je  crois  avcir  prouvé  dans  ce  qui  précède  que 
l'ancienne  n'a  point  en  elle-même  l'inconvénient  de  rappeler  ccntinueîUment  Vïdit 
fausse  dts  infiniment  petits ,  et  je  demanderai  si  la  multitude  de  parenthèses  très* 
resserrées ,  qui  résulteroit  des  signes  qu'il  propose ,  ne  rendroit  pas  les  formules  aussi 
longues  et  aus^S  chargées ,  que  l'emploi  de  la  caractéristique  d.  J'avouerai  même  que 
M  seconde  notation  ne  comportant  point  de  dénominateurs  qui ,  dans  l'impression , 
exigent  une  double  ligne ,  me  paroît  préférable  à  sa  dernière  ^  semblable  au  fond  à 
celles  d'Euler  et  de  Waringi  dont  elle  ne  diffère  que  par  les  accens  qui  tiennent  la 
place  des  d,  dont  le  premier  se  servoît  avec  tous  les  Géomètres  sortis  de  l'école  de 
Léibnitz ,  et  des  points  dont  le  second  a  fait  usage ,  ainsi  que  tous  les  Géomètres 
Anglois.  Voici  un  exemple  de  chacune  de  ces  notations  : 

(s^Jp)'    C";^^)*    (^y)' 

Oest ,  je  pense ,  un  principe  avoué  de  tout  le  monde ,  qu'il  ne  faut  changer  les 
figues  reçus  que  lorsqu'ils,  sont  en  contradiction  manifeste  avec  les  idées  qu'ils 
doivent  représenter,  ou  lorsqu'on  peut  les  abréger ,  ou  enfin  lorsqu'en  les  modifiant 
on  les  rend  propres  à  développer  de  nouveaux  rapports  qu'on  n'auroit  pas  apperçus 

B  z 
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s'obtient  sans  difficulté  :.on  a  premièrement 

du  h        d^u     A*          d'à      h^ 
Luz=z -I 1 j-  etc. 

dx  I         dx^    i.i         dx"^  1.2.3 

et  comme  a  u^  est  ce  que  devient  a  u  ,  lorsque  ;c  se  change  en  jc + A  , 

il  s'ensuit 

dùku  h     d^'àu    À*        d^ù^u     h^ 
A«.=A//+__  -+-— +-— ^  +  etc. 

dx    T      £/;c'     1.2        dx^    1.2.Î 

dàu  h     d^àu     A*         ^^Aa      A^ 
A'i/z=:  1 1 (.  etc. 

^;i;     I       dx*^     1.2        ^a;^    1.2.3 

on  trouvera  de  même 


3. 


^A»«     h        d^àl'u     A' 


dx        I  ^x*      1,2 

,                                                           dù.^u      il 
A^«=  — [-  etc. 


^a; 


etc. 


sans  cela.  Les  signes  du  Calcul  différentiel  ne  sont  dans  aucun  de  ces  cas:  tout  ce 
dont  Lagrangç  a  enrichi  l'Analyse ,  dans  sa  Théorie  des  Fonctions  et  dans  son  traité 
De  la  Résoludon  des  Equations  numériques ,  peut  être  exprimé  avec  autant  de  sim- 
plicité que  d'élégance  par  les  caractères  usités.  Les  deux  premiers, volumes  de  l'ou* 
vrage  que  j'offre  au  public ,  en  fburnlroient  la  preuve  s'il  étolt  nécessaire ,  et  on 
la  trouvera  encore  dans  ce  dernier ,  pour  lequel  j'ai  profité  avec  empressement  de 
plusieurs  remarques  importantes  insérées  dans  les  excellens  écrits  que  je  viens  de 
citer.  Il  y  a  plus ,  )'ai  la  persuasion  que  le  Calcul  des  fonctions  ne  sauroit  atteindre 
à  rien  que  le  grand  Géomètre ,  qui  en  est  l'inventeur ,  ne  puisse  déduire  du  Calcul 
différentiel ,  et  j'ajouterai ,  en  invoquant  ici  le  témoignage  de  tous  ceux  qui ,  con— 
noissant  ce  dernier  Calcul ,  ont  lu  la  Théorie  des  Fonctions ,  quils  n'ont  pu  s'em- 
pêcher de  traduire  (  au  moins  mentalement  )  ,  dans  les  signes  généralement  adoptés, 
les  résultats  qu'il  contient ,  pour  s'en  faire  une  idée  vraiment  nette.  On  ne  sauroit 
d'ailleurs  contester  que  le  passage  de  l'Algèbre  au  Calcul  différentiel ,  ce  dernier  étant 
présenté ,  comme  l'a  fait  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin ,  pour 
l'année  1773,  ou ,  comme  je  l'ai  fait  d'après  lui ,  ne  soit  aussi  simple  que  le  passage 
de  l'Algèbre  au  Calcul  des  fonctions.  Enfin,  je  crois  qu'avant  d'adopter  de  nouveaux 
signes ,  il  faut  penser  à  Tembarras  qu'éprouveroient  ceux  qui  étudient  les  mathé- 
matiques, d'avoir  à  rapprocher  sans  cesse  des  formules  et  des  opératioiis  analogues 
rendues  par  des  caractères  différens  ;  et  c'est  la  crainte  de  voir  ouvrir  cette  nouvelle 
source  de  diflîcultés ,  qui  m'a  engagé  à  entrer  dans  des  détails  dont  la  longueur  sera 
justifiée  par  l'influence  que  ne  peut  manquer  d'exercer  l'homme  célèbre  qui  pro^ 
jette  une  révolution  à  cet  égard. 
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En  effectuant  les  développemens  successifs  indiqués  ci-dessus  >  il 
viendra 

dx"^      I  dx^      2  dx^      2.3 

d?u  h?     d^u     h^ 

dx^      1  dx^      2*2 

d^U         hS 

+  -T-T +  etc. 

dx^    2.3 

Il  seroit  facile  de  trouver  la  loi  que  suivent  les  termes  de  cette  ex- 
pression ,  mais  nous  y  parviendrons  d'une  manière  plus  générale , 
.au  moyen  de  l'analogie  qui  existe  entre  la  différeniiation  des  quan- 
tités et  leur  élévation  aux  puissances  ^  analogie  dont  nous  avons 
déjà  fait  remarquer  quelques  traits  dans  les  n*"*.  3i-39. 

864.  On  a  vu  (  Int.  n"*.  25  )  que 

x  x^  x^ 

«'=  I  H H h h  etc. 

I  1.2  1.2.3 

et  11  suit  de  cette  formule  que 

du 

li  du  h      du^     h^        du""      A' 

dx  i       dx^    i.x       dx^     1.2.3 
du 

dx                   du  h      di^      A*     .    du*^      A* 
t        —  I  = H-; 1 — 7~i h  etc. 

dx  I       dx^     1.2        dx^    2.3 

Si  maintenant  on   transporte  les  exposans  des  puissances  de  du 
à  la  caractéristique  d^  le  second  membre  de  l'équation  précédente 

deviendra  . 

du  h      d^w     A*        d^u        h^ 

h ! 5 — : 1-  etc. 

dx  i      dx*     1.2        dx^     1.2.3 
et  sera  la  même  chose  que  A  2/  ;  on  aura  donc 

du 

AU^=C  —  t  > 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  on  transporte 
k  la  caractéristique  d  les  exposans  des  puissances  de  du. 
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D'après  ce  résultat  Lagrange  a  remarqué  le  premier  qu'on  avoit 

du  , 
(  —h         >^ 

en  général  a"^  =  \  ^  ^    —  i  /  , 

en  observant  toujours  de  transporter  à  la  caractéristique  d  les  ex^ 

posans  des  puissances  dtdw^  et  voici  comment  La  place  a  démontré 

cette  proposition. 

Il  est  évident  par  ce  qui  a  été  dit  dans  les  n""*.  860  et  863  ,  que, 
quelle  que  soit  l'expression  de  aV,  on  doit  avoir 

d^u  .        ^/t"^'u  ,  ^        wy'*"*^  ,  ^. 
A"t/  ^  -_-  A"  +  ^ V-x-  A      +  ^  -7-3:1  A  ■*■  +  etc. 

[^'^  ^^\  etc.  désignant  des  coefEciens  qui  ne  dépendent  que  de  /i« 

Cette  équation  devant  subsister  pour  toutes  les  formes  que  peut 

prendre  la  fonction  u  ,  conviendra  nécessairement  au  cas  où  u=^c'  i 

mais  alors 

du       d*u       JPu 

dx       dx*       dx^ 
A«=e^*— e'=e'(e*— I  )  ,        A*i^=(e*— i)  ( e***—^')  =«'(«*— 0% 
A'x^  =  e'(e*—  I  y A"«=  «'(  e*— I  )-. 

Substituant  cette  valeur  de  ù^'u ,  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

,  du     d^u 

posée  plus  haut ,  et  celles  de  •— ,  - — ,  etc.  dans  le  second ,  il  viendra 

dx    dx 

(<*—  I  )"=;  A'»+u4'A«+*  +  ^''A"+*+  etc, 

d'oh  il  suit  que  les  coefficîens  A\  A"^  etc.  doivent  être  les  mêmes  que 
ceux  du  développement  de  (  e*-»- 1  )" ,  puisque  Taccroissement  h  doit 
demeurer  indéterminé  ;  il  ne  peut  d'ailleurs  exister  aucune  difficulté  à 
regard  des  coefficiens  différentiels  de  1^  9  qui  se  déduisent  tous  des 
puissances  de  du  par  le  changement  indiqué  dans  les  exposans* 

865.  La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se 
retrouve  dans  les  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables , 
et  pour  la  mettre  hors  de  doute  ^  il  suffira  de  considérer  le  cas  où  u 
dépendroit  en  même  tems  de  x  et  de  y.  Si  Ton  conçoit  que  ces 
deux  variables  deviennent  respectivement  x  -^h  et  j^  +  A ,  la  fonç* 
tion  u  se  changera  en 


tf 
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r      (d'à  ,  d^U     ,  ,  d}u     ,1 

I.l    \dx^  dxdy  dy^        ) 

1      C  J?u  ^u  {pu  ^u    «  \ 

i.x.-^Xdx^     ^^dx'^dy       ^^dxdy""        ^  dy'      J 

+  etc. 

et  si  de  cette  formule  on  retranche  u  ^  le  reste  sera  le  développement 
de  la  différence  de  i<  ^  ou  de  a  //  ^  et  se  formera  de  celui  de  l'ex- 

du ,       du  ^ 

Il   JL,   ^ 

dx  dy 

pression  e  —  i , 

en  observant  de  transporter  à  la  caractéristique  d ,  les  exposans  de  du^ 

dijf  du"*  dr^'^u 

c*eist-à-dire  •  de  changer  le  produit  -7—  -p-  en    ,  „ ,  ■  s  Avec  cette 

dx'^  dy^         dxrdy^  ^ 

attention  ^  on  aura  non-seulement 

du        du 

dx        dy 
Lu-=^t  -^    —  t  ^ 

mais  encore 

du  du  A 

A-«  =  (e^    "^^  -,) 

En  eâet  ^  on  verra  par  les  développemens  successifs  que  produisent 
les  substitutions  réitérées  de^  +  ^^t^^  +  ^f  dans  ceux  de  lu  ,  A//,  ^ 
A*« ,  A'i^, ,  etc.  que 

C  jr^^u  ^^'u  d^'^'u  ^ 

+  etc. 
et  si  Ton  prend  u=^é^^  on  trouvera 

du ^^  _  ^""^ ^^^  .-_  ^*^  —  ..«4- 

dx        dy       dx^       dxdy       dy^  """       ' 

A  tt  ==:  e*+A+;'+^—  ^^^=  C^[  ^*+*— .  I  )  , 

A*tt  =  t*^(e^*— I  )%. . . .  A"/«  =  ^*+y(<rA-H*— I  )% 
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valeurs  qui  changeront  l'expression  générale  de  A"2^  en 

(  eA+*_  I  )'=   A*    +  Ah^'k + ^'^A"-*A* + A^h^-^k^  +  etc. 

+5A"+'  +  JÎ'A*    A  +  5"A^-A*+5'"A-*X'^+etc. 
+  etc. 

-  les  accroissemens  A  et  A  devant  rester  indéterminés ,  il  en  résulte  que 

les  coefficiens  numériques  A\  A" .  •  •  •»  B  ^  B\  .  • .,  etc.  du  second 

membre  seront  identiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux 

détails ,  que  si  u  dépend  de  x y  y  ^  ç ,  etc.  et  que  h,  k^  l ^  etc. 

soient  les  accroissemens  respectifs  de  ces  variables  j 

du  ^      du  ^     du  . 

A  +  — A:+  — /+ctc: 

,  dx         dy         d7 

du^  du''  du^ 

en  observant  toutefois  de  changer ; ; — .  • . .  x  hl'k^r 

dx^  dy"*  tf  { 

^^   1  n ,  .  f  r X  A'^AiV. . .  ;  car  en  opérant  comme  d-dessus ,  on 

dx^dy^d^.... 

ramèneroit  la  détermination  des  coefficiens  numériques  à  celle  du 
développement  de  (  ^*+^+«tc.  —  j  y^ 

866.  Pour  développer  la  quantité  (<M-*+^«c — ,)»^  il  suffit 
d'obtenir  les  coefficiens  numériques  des  puissances  de  a  dans  le  déve- 
loppement de  (  e* —  I  )",  parce  que  ces  puissances  seront  des  Poly- 
nômes dont  on  connoît  le  terme  général  (  Int.  rC".  19  ).  Or  oa  a 

n   ,     ^     n(n — i)    .     .      n{n — i)(/z — 1)    ,    ,^ , 

l  e*—  I  Y—t'^ 1^"^'^ + -^^ It^""^) ^^ <^ ^*^''^^)+etc. 

^         '  I  i.i  I.Z.3 

et  comme  par  le  n**.  2  5  de  l'Introduction  , 

<*•     =1+     + + +etc. 

I  i«i  1.2.3 

e-C^-O^i+î^ L.+i L +A i —  +  etc. 

I  1.2  1.2.3 

e^(«-»)=i  •\> '—Ar^ <- — +-^ i —  +  etc. 

I  1.2  1.2.3 

etc. 

le  coefficient  de  **  sera 

1  72  ..     n{n — i),         ..     n(/i— i)fn — 2L 

_1_  (  rù^ ^(n-^J^  J^^(._ay- J_^^         ^(;,_3 y ^.. etc.  }  : 

cette 
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cette  série  s'arrête  d'elle-même^  mais  il  faut  observer  qu'elle  ne  com- 
mence, ainsi  que  celle  du  n%  861 ,  que  lorsque  i  =  /2. 

Si  on  développe  (  e* — i  )%  d'après  le  procédé  du  n**.  98,  en  faisant 

(t*— !)"=('-+— -liH —  +  etc.Y=*"+^'*""*"*  +  ^'*""^*+etc. 

\  I     i.i     1.1.3  -^ 

et  prenant  ensuite  les  différentielles  logarithmiques ,  on  trouvera 

2 

^A"  =-(/2+  i)A' —n 

2  '  2.3 

'xA'"  =  ^{nJr^)A'' L^{n+i)A' +  -^—n 

2  2.3^         '  2.. 3. 4 


2  2.3  2.. 3.4  2.3 .4.5 

etc. 

à  l'aide  de  ces  équations  on  déduira  successivement  les  uns  des  autres^ 

les  coefEciens  A\  A"^  A'\  etc. 

du  du 

dx  dx 

867.  L'équation  Ai/  =  c       —  i   donne    e       =  i  +  Aa,  et  si 

on    prend  les  logarithmes   de  part  et    d'autre ,   il   viendra 

^A  =  l(l  +  A«), 

équation  qui  sera  vraie,  si  dans  le  développement  de  1(i  +  ai^), 

on  transporte  à  la  caractéristique  A  les  expôsans  des  puissances 

de  A»  ;  on  aura  par  ce  moyen 

du 

-- A  ==  A  tt-^ 7  A*«  +  j  A'i/  —  7  A^i^+  etc.  (  Int.  n^  26  ). 

Au  lieu  de  nous  arrêter  à  démontrer  ce  cas  particulier ,  nous  prou* 
verons  qu'en  général 

d^u 

en  changeant   aw*,  a»%  etc.  en  a'//,   a*//,  etc.  Il  est  visible 

que  la  question  revient  à  déterminer  les   coefEciens   différentiels 

du  d^u  ,  '      . 

^•••etc,  en  fonction  des  différences  successives  de  u 


dx    '      dx^ 

Appendice. 
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t  que  pour  cela  on  a  des  équations  de  la  forme 

d'à  </"*■'«  </"+*« 

A"  «  =  _—  A' + ^'  — —  A'+' + A  -—r-  h'*''  +  etc. 

ùr-^^u= A-^^H-  etc. 

etc. 
dans  lesquelles  les  coefficiens  difFérentiels  ne  montent  qu'au  premier 
degré  ;  on  peut  donc  faire 

-—  h:"'—  yu  +  B'^'^'^'u  +  jr  A"t*i^  +  B'^ùT^'^u  +  etc. 

On    obtiendroit    facilement  la    valeur    des    coefEciens   inconnus 
B'^  B'\  B"\  etc.  par  rélimination  successive  de 

mais  puisque  l'équation  hypothétique  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  u  ^ 
elle  subsistera  encore  lorsqu'on  y  fera  u  =  e%  ce  qui  donnera 

■ 

— ^  =  ^'      et  A'iz  =  «'(e*— iV, 

quelque  valeur  qu'ait  le  nombre  entier/,  et  on  trouvera  par  conséquent 

hr=  (  e*—  I  )'+  B\  e*—  I  )"+'+  5''(  e*—  I  )"+•+  etc. 
Pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres  de  cette  équation, 
il  suffit  d'observer  que  A"r=  { I(i  +e^ — i)  }  " ,  parce  que  le  développe- 
ment del(i  +  «* — i),  ordonné  suivant  les  puissances  de  e* — i  ,et  qui  est 

e*_  I— i(.*—  I  )*+  !(.*—  I  )'— i(e*—  I  y+  etc. 
étant  élevé  à  la  puissance  n ,  deviendra  comparable  à  la  série 
(  e*_  I  V4.  5Ye^—  I  )^+'+  5"(e*—  I  )-+•+  etc. 

a 

dont  les  coefficiens  numériques  B\  B*\  etc.  seront  par  conséquent 

d^u 

déterminés  ;  et  si  l'on  éait  am  ,  à  la  place  de  e* — i ,  et A"  à  celle 

dx" 

d"u 
de  A" ,  on  aura  l'équation  t-;A"=  {  I( i  +  a^)  }  %posée précédemment. 

En  faisant  pour  abréger  e* —  i  =  « ,   et  développant 
(et —  !*•+  yct^ — 7*^+  ctc.)%  suivant  les  puissances  de  a  ,  par  la 
méthode  du  n*.  98 ,  on  obtiendra  les  valeurs  de  B',  B\  etc. 
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868.  L'équation  •7-;A'=  {1(i  +  a«)}"  peut  être  écrite  ainsi: 

(^a)"={1(i+a«)}% 

en  observant  d'appliquer,  après  le  développement,  Texposant  deduï 
la  caractéristique  d ,  et  sous  cette  forme  elle  s'étend  à  un  nombre 
quelconque  de  variables ,  en  sorte  que 

{du  ^     du ,     du  ^  ^         y     .  . ,     .       .  ^  ^ 
_A  +  — A  +  _/+etc.  I  ={l(i+Att)}\ 

Cette  dernière  équation  se  déduit ,  comme  celle  du  n"*.  précédent  ; 
des  expressions  de  a"«,  a"'*''^^,  etc.  en  observant  que  le  développe- 
ment de  A^u  peut  être  mis  sous  cette  forme 

{du ,      du  ^      du  ,  1' 

^,(du^       du  ^       du  ^^\ 

.     „,,(du  ,       du,       dit,  )^» 

+  etc. 
quel  que  soit  le  nombre  entier  i  ^  pourvu  qu'on  change 

dFu   dfu  dfu  dr''^\...u 

dx^  dy^  ^î'*'*'        dx^dyd^  • 

869.  SI  l'on  désigne  par  àji ,  a*«2/  ,  A  V  y  etc.  les  différences  qui 
résultent  des  valeurs  que  reçoit  la  fonction  u ,  lorsqu'on  n'y  fait  varier 
que  X ,  par  am  ,  a*^  9  a^  « ,  etc.  les  différences  relatives  à  la  va* 
fiable  y  seulement ,  on  aura 

Si  l'on  fait  n  ==  i ,  il  viendra 

du  •  </» 

tfoîl  €        =i+A««^,  ^•^=1  +  Ay«; 

C  2 


r 
L 
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du  du 

dx  dy 

et  comme  b.u-=zi  ^    — i,onen  conclura  d'abord 

A  //  ==  (  I  +  ^*«  )  (  ï  +  ^j"  )  —  ï  • 
puis  suivant  le  fil  de  Tanalogie  qui  règne  entre  les  différences  et  les 
puissances,  on  obtiendra 

A"//=  {  (l  +  A^)(l  +  A^tt)—  I   )% 

en  observant  de  changer  dans  le  développement  du  second  membre 

les  termes  de  la  forme  (^,«)''(a^)^  en  a     «(^). 

Cette  dernière  équation  se  démontre  à  peu  près  de  même  que 
celle  du  n%  867.  Puisqu'on  a 

d^U   ,  ,d^'u    ,^  .nd'^'u     ,^, 

et  qu'en  faisant ,  pour  abréger ,  a'^m  =  u' ,  il  vient 

A^  ^«  =  A V«'=  -^  *^  +  ^'  ^y^  ^'^^  +  ^"-^y^  A'*'  +  etc. 

il  est  évident  que 

A    \=—-—h'k'+  (T-l—— -A'^^it^+etc. 


CL'  ^      u 


dxHy^ 

+  etc. 

En  prenant  successivement  pour/^  et  pour  f  tous  les  nombres  entiers 
possibles  en  y  comprenant  o ,  on  formeroit  des  équations  en  nombre 
suffisant  pour  déterminer  les  coefficiens  différentiels  par  le  moyen  des 
différences  partielles ,  et  dans  lesquelles  ces  coefficiens  ne  passeroient 
pas  le  premier  degré.  Sans  qu  il  soit  nécessaire  d'effectuer  l'élimi- 
nation ,  on  peut  donc  affirmer  que  la  valeur  de  chacun  «d'eux  ne 
contient  que  les  premières  puissances  des  différences  partielles  àtu^ 
et  que  par  conséquent  le  développement  général  de  a"!/  ^  qui  est  de 
la  forme 


^4< 


(*)  On  reconnoit  sans  peine  que  A      u  n'est  qtic  Tabbréviatîon  de  Ai',(  A^^;/  ), 

If  j  y 

et  que  Ton  doit  avoir  APjrCA5>w)  =^^y(AP»«) ,  ou  A       «=  A      «, 
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d^u  (Tu  d^u 

h-    +Z>' A'»-' A  +  D'  -; -_A"-U»+  etc. 


idr^'ù  d'^'^'u  dT'^'u 

+  etc. 
deviendra  nécessairement  de  celle-ci 

A"/^  =  £  A\    ï^  +  £'  A       '    «  +  £''  A  ^  +  etc. 

+  jE  A       w  +  £' A  «  +  E"a  u  +  etc. 

+  etc. 

Les  coefficlens  E ,  E' £^ ,  -S'/>-  •  •  «etc.  étant  îndépendans  de  a, 

doivent  demeurer  les  mêmes  ^  quelle  que  soit  cette  fonction  ;  mais 
dans  le  cas  où  «  =  e*^,  on  trouve 

ce  qui  donne 

(eA+Â_jy_£  (a— i;^^     +£'  (e*_i)"-»(e^_i)  +  r^  (eA_i)«-^(4*_l)«+  etc. 
•        +£^(eA_i)''+>+r^(e^— l)'^     (e'^— l)  +  r^^(e*_i)'^-'(,*—l)*+etC. 
+  etc. 
équation   qui  ne    sauroit  être  identique  à  moins  que  le  premier 
membre  ne  puisse  se  développer  comme   le  second  ,  suivant  lés 
puissances  de  (  t^ —  i  )  et  de  (  e* —  i  )  j   or  c'est  ce  qui  a  lieu  , 
car  il  est  visible  que 

(e*-^*_i)«={[i+(e*-i)][i+(.*_i)]_f}«: 

c'est  donc  dans  le  développement  du  deuxième  membre  de  cette 
dernière  équation  qu'on  trouvera  les  coefficlens  cherchés  ;  et  si  Ton 
y  substitue  a^^^,  a^  ,  ^yU ,  au  lieu  de  («*+*— 1)%  (^*— i) ,  («* — i), 
on  retombera  sur  l'équation 

A"«  =  {  (  I  +  A^)  (  i^+ A^a)  —  I  }\ 
Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs ,  d'après  lesquels  on 
voit  évidemment  que  y  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  compris 
dans  la  fonction  u  ^ 

A"Z^=  {  (  I  +  A,r«  )  (  I  +  A^î^  )  (  I  +  A^J/).  .  .  .—  I  y. 

Le  développement  de  cette  formule  n  offre  aucune  difficulté.  On 
connoît  la  forme  générale  du  produit  (i+^)(i+^)(i  +  î).f; 
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en  se  bornant  à  trois  lettres ,  par  exemple ,  on  a 

d'oîi  retranchant  Tunité  et  élevant  le  reste, 

•^  +  J' +î  +  ^J' +  ^  î  +  Jî  +  ^  J  î  > 
à  la  puissance  Uy  on  formera  l'expression  de  A"a,  en  changeant  les 

termes  de  la  forme  aA'V  en  a        u. 

870.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  chacune 
des  variables  indépendantes  x  ^  y  ^  ;[,  etc.  ne  recevoit  que  des  ac- 
croissemens  égaux  ;  mais  pour  donner  aux  résultats  du  Calcul  des 
différences  toute  la  généralité  dont  ils  sont  susceptibles  ,  il  faut 
concevoir  que  ces  variables  éprouvent  des  changemens  successifs 
quelconques  et  indépendans  les  uns  des  autres.  Pour  mettre  de  la 
symétrie  dans  les  expressions  analytiques ,  nous  représenterons  les 
accroissemens  des  variables  indépendantes  comme  ceux  de  la  fonction 
proposée.  Dans  le  cas  où  // ne  contiendra  que  la  variable  x,^  nous 
établirons  que  les  valeurs 

''ij       ^*i       ^î> ^n^ 

correspondent  à  ces  quantités: 

qui  désignent  les  divers  états  par  lesquels  passe  x ,  et  nous  ferons 

;i;,— •;i:  =  AAr,       ;r.— Ar,=:  A*-, ,       x^ — ^»  =  A ;c^  ,  etc. 
Aa:,— A:v  =  A'j^  ,  ù^x^ — Ajf,=  A*^„  etc. 

A*x, —  A*a:  =  ù?x  ,  etc. 

etc. 
nous  aurons  par  conséquent 

a:j=a:  +  Ajc,    jra=;<f+iAA:+A»A:,    Ji:5=Ar4-3Ar+3A*:c+A'j;,  etc. 

et  pour  déterminer  les  expressions  de  u^^u^y  u^\  etc.  il  faudra  chercher 
ce  que  devient  la  fonction  proposée  u  ^  lorsqu'on  y  met  successi- 
vement jTi ,  x^j  jr, ,  etc.  au  lieu  de  :i; ,  en  sorte  que  si  Ton  écrit 
tt  =  f(:r),  il  viendra 

r,       K        rr  ^  .   ^(^-^l)  n(n l)(/î 1)      ,  . 

u^•=i{x^^{\x'{^^ùa+-^ fA*jc+  -^^ ^-^ lù?xJ^  etc.]. 

1  i.i  1.1.3 
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Si  l'on  substitue  à  u^  la  série  du  n\  860 ,  on  obtiendra  l'équation 

n  nfri'^^i)    .  n(n — 1)(;2— 1) 

i^^+^ûtt+— i ^-^^u  +  -^ ^^    .     ^A'tf  +  etc, 

I  i.i  1.2.3 

=  frJtr  +  -A:*:  +  — i ^A^^t:  +  -i^ ^-^ ^  a';c  +  etC.  ]  , 

I  I.l  1.2.3 

qui  doit  se  vérifier  indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de/2. 
Si  donc  les  deux  membres  étoient  développés  suivant  les  puissances 
de  n^  on  pourroit  égaler  entr'eux  les  coefEciens  d'une  même  puis- 
sance f  et  les  équations  qu  on  obtiendroit  par  ce  moyen  serviroient 
à  déterminer  les  différences  de  la  fonction  u  par  celles  de  la  variable  x. 
Ce  procédé  est  analogue  à  celui  du  n"*.  34 .  et  s'étend  de  même  aux 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables;  dans  le  cas  oit 
Ton  auroit  u=i{(^x^  y ,  i) ,  il  viendroit 

n             /^(n— i)              n(n — i)(n — 2)    , 
tt  +  -  A  «^  +  — ^ i  A^u  +  -^ — ù?u  +  etc.  = 

I  1.2  1.2.3 

frAr  +  -AAr+  -i iA*jtr  +  -^ ^^^ ^  A^a:  +  etc., 

•    I  1.2  1.2.3 

.   n  n(n — i)    .         n(/2 — i)(n — 1)    , 

y  +  ^Ay+  ~i ^A"^+-^ i^^ ^  A^j  +  etc., 

I  1.2  1.2.3 

n             n(n — i)              n(n — i)(n — 1)    , 
{  +  -A^+  -^ ^A"7+  -^^ ^-^ -^\+  etc.]. 

I  1.2  ^  1.2.3  ^  -^ 

En  comparant  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  n  dans  le 
développement  de  cette  équation ,  on  s'en  procurera  un  nombre 
suffisant  de  nouvelles  pour  déterminer  a  2/,  A'2/,  a^;^  ,  etc. 

871.  Les  calculs  qu'entraîne  cette  méthode  peuvent  la  rendre  encore 
fort  laborieuse,  et  souvent  on  préférera  déduire  les  unes  des 
autres  les  différences  successives ,  ce  qui ,  lorsque  u  ne  dépend  que 
de  ;r ,  s'effectue  ainsi:  on  passe  d'abord  de  Au  à  au^  ,'en  écrivant  x,  et 
Ar, ,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  ^  x+^x  et  A;c+ a*a;  ,  au  lieu  de  x 
et  de  A ;r,  et  on  a  a''u  =  Au^ — ^u;  on  obtient  ensuite  a*^,  ,  en 

mettant  a:,  ,  Ajt,  ,   A*;^^,  ou  x+AXy  AA:+A»;if,  A*a:  +  A^jk:,   à  la 

place  de  X,  Ax,  a*ap  ,  ce  qui  donne  a^u=zA^u, — a*«.  Sans  pousser 
plus  loin ,  on  voit  que  pour  passer  d'une  différence  à  celle  qui  vient 
après,  il  faut  regarder  en  même  tems  comme  variables  x  et  ses 
4iffîrences  ;  et  que  par  conséquent  à  chaque  différeniiation  le  nombre 
iitâ  variables  s'accroît  de  l'uniic. 
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Les  dîfFérences  de  u  se  développeront  aussi  par  la  série  de  Taylor, 
généralisée  pour  un  nombre  quelconque  de  variables.  En  regardant  Aa 
comme  une  fonction  de  x  et  Ar ,  on  aura 


Jau  Jsu 

A^U=         ; A.V    ^ ; A*x 

dx  a  A  X 

(   d^£iu  d*Au  d^Su  .  > 

+  etc. 

du  AJT         d^U   Ax* 

et  puisque  Azf  = j- -i-  etc.  on  aura 

dx     l  dx^  I.l 

d'à  du 

+  etc. 

« 

en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  des  différences  a.v  ,  A*x ,  etc. 
Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s'y  prendre 
dans  tous  les  cas ,  quel  que  soit  le  nombre  de  variables  indépen- 
dantes j  puisqu'il  est  aisé  de  faire ,  par  rapport  à  chacune  d'elles  , 
ce  qu'on  a  fait  ci- dessus  à  Tégard  de  x^  et  que  d'ailleurs  la  mé« 
thode  que  nous  indiquons  ici  revient  au  fond  à  celle  qu'on  em« 
ployé  pour  obtenir  les  différentielles  successives»  lorsqu'on  ne 
prend  pour  constante  aucune  des  différentielles  des  variables  m* 
dépendantes.  Nous  nous  bornerons  à  observer  que  si  dans  l'es* 
pression  de  a'u  ,  on  écrit  en  première  ligne  les  termes  qui  con* 
tiennent  la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune  des  différences 
des  variables  indépendantes ,  l'ensemble  de  ces  termes  deviendra 
identique  avec  la  différentielle  ^j/,  lorsqu'on  y  changera  Ax, 
A*x ,  etc.  Ay ,  A*jr ,  ctc.  en  dxy  d^x ,  etc.  Jy^d^yj  etc.  et  que  chacun 
d'eux  sera  de  la  forme 

3/A.v'A V s'x^\ . .  .Ay'Aysy  . . .  ,:^ j'AY  aV  ,  etc. 

M  désignant  une  foncHon  des  variables  Xj  y ,  ^ ,  etc.  les  expo* 
sans  satisfaisant  à  l'équation 

«71. 


\ 
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872.  L'application  du  Aéorême  de  Taylor ,  fournît  une  expression 
trèS'élégante  du  développement  de  A"// ,  lorsque  u  ne  renferme 
que  la  seule  variable  x.  Pour  y  parvenir  soit 

nous  obtiendrons 

du  h,      d'u  h\      ^a      A'', 

^a:    I        dx^  I.l      ^:t:^    I.I.3 
du  A.      ^«/^    A%       ^/'^^       A\ 
^a:    I       dx^  1.1     ^;i:^    1.1.3 

i///  h.       d^u    h\       d?u       h\ 

ii^=u^—  -^  +  7-,  —^  +  7-3 —  +  «^^• 

a;c    I       ^A*  I.l     dx^    1.2.3 


^«A-      ^/<  h\       eu      A' 

'^^=«  +  7-  — +  7-7  -^+7-3 ^—  +  «te. 

dx   I       ^;c*  I.l     ^:i:^    1.2.3 


et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

n  nin — i)  n{n — 1)(/2 — 2) 

I  1.2  I*2.3 

nous  aurons 

t  n  n(n — i)  nin — i)(/z — 2)  ^ 

A"^=:  u   f    I +-!^ ^ !^ — '  +etc.} 

^  i  1.2  1-2.^3 

I        </«  f  ,         n,  r(/2 — 1),  nln — 1)(/2— -2)  ,       ■  ^ 

I         a^  I  1,2  1.2.3 

I      d^u  ^  ^^       n'  n(/2— i),  /2(/2 — v\(n — 2),^  ^ 

+  TXIgt''-T*-+^*--      ...■3      *'-+'"■> 

+  etc. 

Le  coefficient  de  k  est  identiquement  nul  ;  car  ce  n'est  que  le  déve-       \ 

loppement  de  (i — i)";  de  plus,  si  Ton  changeoit  en  exposans  les 

,     .  *  du      d^u       (Pu 

indices  de  la  lettre  A ,  les  séries  qui  multiplient  •—  ,    -- — ,    — -= ,  etc. 

dx      d  X*      dx 

deviendroient  respectivement  égales  aux  développetnens  de  (A — i)", 

(A* — 1)%   (A^ — i)',  etc.  privés  de  leur  dernier  terme ,  qui  est  qpi', 

suivant  que  n  est  impair  ou   pair  :    on  peut  donc  remplacer  ces 

séries  par  les  quantités 

( A—  I )"=fc I ,      (A*—  I )''=t  I ,      ( A^— .  lydzi,  etc. 

appendice.  D 
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en  observant ,  lorsqu'on  développera  ,  de  convertir  en  Indices  tous 
les  exposans  n,  n — i ,  n — i ,  et  de  ne  laisser  à  la  lettre  A  que  les 
exposans ,  1^2,3^  etc.  dont  elle  est  affectée  dan$  les  parenthèses 
ci-dessus:  c'est  ainsi  que  Prony  a  présenté  la  formule  suivante ^ 

I 

/ 

CaU^f'de!"dl(fé-  ^75*  ^^^^  ^^^  principaux  usages  du  Calcul  des  différences  a  pour 
rences  à  Tinterpo-  objet  V interpolation  des  suites  ;  cette  opération  consiste  à  insérer  entre 
ation   es  suites,     i^^  termes  d'une  suite  donnée  de  nouveaux  termes  assujettis  à  la  même 

loi  que  les  premiers.  Soient  u^^u^^  u^y  etc.  les  valeurs  particulières 
que  reçoit  une  fonction  quelconque  u  ,  dépendante  de  la  variable  x^ 
lorsqu'on  y  change  successivement  :*:  en  :r+A ,  x+iA,  ^^+3*,  etc» 
on  aura  ces  deux  suites  correspondantes 

x^     x  +  ky    x+zh,     x+'^h^    etc. 

Uy        «I  ,  u^f  «î ,         etc. 

mais  outre  les  valeurs  ci- dessus ,  la  fonction  2^  en  a  une  infinité  d'autres 
résultantes  des  valeurs  de  x ,  intermédiaires  entre  celles  qui  répondent 
à  la  suite  proposée;  déterminer  ces  nouvelles  valeurs  de  u  sans 
connoitre  l'expression  du  terme  général  de  la  suite ,  ou  ^  la  manière 
.  dont  la  fonction  u  est  composée  en  :r ,  et  seulement  par  le  secours 
des  valeurs  numériques  des  quantités  UjU^^u^^u^^  etc.  c'est-là  ce 
qu'on  appelle  interpoler  la  $uite  u  ^  u^^  u^^  u^y  etc. 

La  question  que  nous  nous  proposons  ici  revient  donc  à  trouver  la 
valeur  de  u  lorsque  x  se  change  en  x+h\  h!  désignant  une  quantité 
quelconque,  en  n'employant  dans  le  résultat  que  les  différences  de 
la  fonction  u ,  calculées  dans  l'hypothèse  où  x  varie  de  la  quantité  h  ; 
or  on  a  par  le  n^  867 , 

Su 

—r  A»=  ùfu  +  Aà^'ù + A'é^'u + A^'ùî^^u  +  etc. 
•  dx^ 

d*oîi  il  suit 

^  A'»r=  ^  (  A^/^  +  ^'A^'«  +  ^''A^i^  +  etc.  ). 

dx\  h\  ' 
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Si   on    tîroit    successivement    de  cette    équation  les  valeurs   de 

du      d^u       ^u 

v  >    T"^»    "T^  j  etc.  pour  les  substituer  dans  la  série 
dx     dx^     dx^ 

du  h'       d^u    A'*        d?u      h'^ 
u  +  j +  — +  — ^ +  etc. 

dx    I         dx^    l.i         dx""    l,2.3 

qui  exprime  ce  que  devient  u  lorsque  x  devient  x+h'  ^  on  aurolt 
un  résultat  de  la  forme 

A'  /    .A'         ,A'*N 

+  (  5'.  1  +  i?".^  +  B"',Ç)  A'«  +  etc. 

B\  B"y  B\ ,  5", ,  B"\ ,  etc.  étant  ainsi  que  A\  A\  etc.  des  coefficiens 
numériques  indépendans  de  A  ;  et  désignant  par  a'«  l'accroissement 
que  reçoit  la  fonction  a  dans  le  passage  de  x  à  x-^^h'y  il  viendroit 

i  +  A'«=:i  +  —  A  «  +  (5'y  + -B"-r7 )  A'»  +  etc. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit«,  subsistera  encore 
dans  le  cas  oh  « = e*,  et  se  changera  alors  en 

e«'=i+£(**-,)+(5'^  +  i?"l')(.»_,).+  etc 

équation  dont  on  ramène  ,  par  le  développement ,  le  premier 
membre    à  la  même   forme  que   le  second  ^  en  observant    que 

e*'=  [  I  +  (  «* —  I  )]  ^  ;  et  comme  en  remettant  dans  le  second  A//,' 
A*tf,  etc.  à  la  place  des  quantités  e*— i ,  («* — i)*,  etc.  on  re- 
tombe sur  le  développement  de  i+^'^y  on  doit  en  conclure  que 

K 

I  +  a'«  =  (  I  +  A  a  )  * , 
pourvu  qu'on  se  rappelle  de  transporter  à  la  caractéristique  A  »  dans 
le  second  membre^  les  exposans  des  puissances  de  A//. 

Ce  résultat ,  aussi  simple  qu'élégant ,  a  été  présenté  par  Lagrange 
comme  une  conséquence  de  l'analogie  que  les  différences  ont  avec  les 

puissances.  En  effet,  il  suit  de  Téquation  e^  =:x  +  a«,  (  n^  S64), 

D  X 
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r/  - 

que  €  ^   =(i  +Ai/)^,  ce  qui  donne  sur  le  champ  , 

i+a'//  =  (i  +  a«)'^,  puisque  r"^*  =i+a'^. 

En  développant  le  second  membre  de  Téquation  que  nous  venons 
d'obtenir,  ainsi  qu'il  a  été  prescrit,  on  trouvera 

a'«  =  —  A  z^  +  -1 — ^  A»«  +  --^ ^-^ ^  £^^u  +  etc. 

h  n.ih  h.ih.-^h 

Si  l'on  fait  y4  =  i ,  on  aura 

A'w  =  —  Au  +  — 1  A*iz  ^ ^ ^-ï^ 1.  a'//  +  etc. 

I  I.2.  1.2.} 

série  qui  n'est  autre  que  celle  du  n%  86o,  dans  laquelle  on  auroit 
mis  h'  à  la  place  de  n. 

874.  Venons  maintenant  à  des  applications.  Si  Ton  désigne  par  uf 
ce  que  devient  ï^,  lorsque  jc  se  change  en  at  +  A',  on  aura  u'=zu  +  ù!u^ 
et  il  est  visible  que  pour  tirer  parti  de  l'expression  de  A'^,  il  faut, 
ou  qu'elle  se  termine ,  ou  du  moins  qu'elle  forme  une  série  conver- 
gente. Le  premier  cas  a  lieu  toutes  les  fois  que  la  suite  des  diffé- 
rences Aw,  A*«,  A^Uy  etc.  se  termine  elle-même,  c'est-à-dire, 
lorsque  l'on  parvient  à  un  ordre  dont  les  différences  sont  constantes, 
ce  qui  rend  nulles  celles  du  suivant. 

Soit  d'abord  la  suite 

3,        7,        19,        39,        67,      etc. 
correspondante  aux  indices 

o,         1 ,  1,  3,  4,      etc. 

on  a  pour  ce  cas, 

«=3  ,  x=iOy  k=i ,  A«^=4i  A*^=8,  A^«=o,  (  n\  860  ); 
l'expression  de  a'u  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes ,  et  Ton 
obtient  par  son  moyen  a'u  =  4  A'+  4  A'  (  A' —  i  )  =  4  A'*  : 

ainsi  pour  l'indice  A',  il  viendra  i/=3  -f  4A'*.  En  prenant  A'=  ^ ,  par 
exemple ,  on  trouvera  que  le  terme  correspondant  à  cet  indice  est  28. 

Proposons-nous  encore  la  suite 

I  ,      4  »       2. ,      3 ,      9 ,       16 ,      etc. 
en  prenant  les  indices  comme  à  l'ordinaire ,  savoir  : 

o>       i>      i>      3*      4>         5>       «^c. 
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et  formant  les  différences  *  on  trouvera 

A:=i  ,    a=r,    4a=3  ,   A*tf= — 5  ,,  A^u=8  ,  i*«= — 6,a*«=o, 

d'où  on  tirera' 

,/-,  1,*'        hXV—,)      h\h'-,){!,'-:,)  ^t-(4-— )(y-i)(i--;) 

I  '  1.2  °  I.l.J  I. 1.3.4  * 

en  réduisant  cette  expression,  et  l'otdonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  h\  on  aura 

,_  11+  ii6A'—iiiA"+34A''— 3^* 

11  '_        *    ■  ,    " 

11  est  important  de  remarquer  que  l'expression  de  u\  dans  cet 
exemple  et  dans  le  précédent ,  étant  rigoureuse ,  et  convenant  à 
toutes  les  valeurs  de  k\  offre  le  terme  général  de  la  suite  proposée  , 
puisqu'elle  en  donne  tous  les,  termes  particuliers.. en  y  faisant  sucr. 
cessivement  h'=.  o ,  h'=.  1 ,  h.'-=  i'-^  etc.  et  quoique  nous  n'ayons  * 
rapporté-  que  les  premiers  -tenhies  de  -àettc-ciàte,  ^  p«iit:  U 
continuer  aussi  loin  qu'on  voudra  ,  suivant  la; loi  observée  dans  ces 
termes.  Il  en  sera  toujours  de  même  quand  fa'série  proposée  aura  '■ 
des  différences  constantes,  parce  qu'elle  ne  peut  résulter. alors  que 
des  valeurs  successives  4*une  fonction  algébrique  rationneUfl^  et 
entière.  •  -,  '     -   ■     m  ',-  oi 

'Syf.Les  cas,  auxquels -on  appliquele  plus  fréquemment  1a.foHni)ll9 

■  _A.,-L.     ^  ^ab-+  ''^  ■ ^A'aetc'    ' 

h. là  h. in. 3a 

sont  ceux  dans  lesquels  tes  différences  Au,  A'u  y  A^u ,    etc.  vont 

ett  décroissant»  parce  qu'alors  elle  est  convergente.    En  voicî  un 

exemple  tiré  des  tables  de  logarithmes.  Je  suppose  qu'on  veuille  obtenir 

lelogarithme  ordinaire  de .3ii4tî9i6j36>,  parje  moyen  d'une  table 

contenant  les  logarithmes  depuis  i  jusqu'à  1000,  avec  dixdéctma}ei; 

on  regardera,  alors  les  logarithmes  contenus  dans  la  table  comme  des 

valeurs  particulières  de  la  fonction  u ,  les  nombres  comme  les  indices 

aiuquels  répondent  ces  valeurs  ^  ,et  on  formera  le  tableau  suivant 


.=o,49«9'9«48i  I  ,,809057 

»,=o^98,ip5,58  ,  ^'  ^^ 

..=0,499«87c8i«  Ay^]^. 

«,=o,50iOî9i«ii  .i^-g;'» 

«4=0,5024171100  j. 


-7-4349» 
— 43118 


+  177 
+  174 


—} 
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dont  ]a  première  colonne  renferme  les  logarithmes   de 

3>i4»        3»M»        3îi6,        3^17,        3,18; 
la  seconde ,  leurs  différences  premières  ;  la  troisième ,  leurs  diffé- 
rences secondes;  la  quatrième^   leurs  différences  troisièmes,  et  la 
cinquième  leurs  différences  quatrièmes  qui  se  réduisent  à  trois  unités 
du  dernier  ordre  :  on  aura  par  ce  moyen 

Au=  +  0,0013809057,  A*i^  =  —  0^0000043769; 
A^tf=r  -I-  0,0000000177,  A^«=  — 0,0000000003  ; 
et  comme      A=o,oi ,  A':=      0,001 5 916  5  3  6,on  obtiendra 

A'  Il       h  h' 

-^  =  0,159x6536,      -—p-  =  —  --|  =— 0,41036731 

-lÂ-=iÂ-t'^=:r^>^^^"78",        "-ïr'=^-^=-<''7ioi8366: 

tttec  œp  Takurs  il  sera  très -facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 

A  A.iA  A.1A.3A  A.1A.3A.4A 

qui  ''donÀeVa  «'=0,4971498716. 

■  "*  Il  etiste  des  moyens  plus  faciles  pour  obtenir  les  logarithmes  des 
'.  nombres  exprimés  par  beaucoup  de  chiffires,  mais  le  précédent  est 
ifèi^fÂprê  â*  Servir  <Fexemple  pour  la  méthode  d'interpolation. 
On  doit  reconrioitre  déjà  que  cette  méthode  s'étend  à  beaucoup 
d'autres  cas ,  elle  est  sur-tout  d'un  très-grand  usage  dans  les  calculs 
astronomiques, 

876.  Si  on  développe  l'expression  générale  de  «,    suivant  les 
jpiiissances  de  A ,  le  résultat  sera  de  la  forme 

'  -=!•:.. \  tt'=tt  +  ^A'+5A'-+ CA'^+ etc. 
et  le  dérAtei  exposant  de  h\  marquera  l'ordre  de  la  plus  haute  dif- 
férence à  laquelle  on*  ait  eu  égard.  Il  est  vibible  qu'en  considérant  A' 
comme  une  abscisse ,  et  u'  comme  l'ordonnée  correspondante  , 
l'équation  ci-dessus  appartiendra  à  une  courbe  du  genre  parabô* 
lique;  et  puisqu'on  doit  avoir  successivement 

.ji*=fe-irj  ni -=.11^ y,  u'z^iu^^  u'=u^^  etc. 
lorsqu'on  fait  A^=  o ,  ■  A^^  A ,  «  h'=  1 A ,  A'=  3  A ,  etc. 
il  s'ensuit  que  cette  courbé  doit  passer  par  autant  de  points  donnés , 
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qu'on  a  de  valeurs  particulières  de  u.  La  méthode  d'interpolation  que 
nous  venons  d'exposer  revient  donc  à  faire  passer  par  un  nombre  dé- 
terminé de  points  donnés ,  une  courbe  parabolique  sur  laquelle  on 
suppose  ensuite  que  sont  placés  les  points  qui  correspondent  aux 
valeurs  intermédiaires  que  Ton  cherche.  C'est  Ne'wton  qui  le  premier 
a  résolu  cette  question ,  et  voici  comment  : 

Pour  une  valeur  quelconque  x'  de  la  variable  x ,  il  fait 

r 

u'  =  (t  +  li  x'+  y  x'^+  i^x'^^  etc. 

ce  qui  donne  pour  la  suite  de  valeurs  particulières  x  y  x^,x^,  x^,  etc. 
ces  équations 

u  ZZZCL  +  lix  +  yx*  +  fx^  +  etc. 

tt,=  et  +  i8  AT,  +  >.  a:*,  +  ^x^,  +  etc. 

//.=  *  +  iS  ^.  +  7  *\  +  i'x^^  +  etc. 
«5  =  *  +  i8x,  +  yx\  +  lx\  +  etc. 
etc. 

dont  le  nombre  doit  être  égal  à  celui  des  coefficiens  indéterminés 
« ,  i8 ,  > ,  etc.  En  retranchant  "successivement  la  première  de  la  se- 
conde 9  celle-ci  de  la  troisième ,  etc.  on  parvient  à  des  résultats  res- 
pectivement divisibles  par  x^ — x,  x^ — :r  „  x^ — x^^  etc.  et  d'où  l'on  tire 


A",— AT 

u^—u. 


x  —AT 


=  18 +>(*.  +  *  )  +  <'^(**.+  x.*+**)  +  etc. 
=  18  +  >-(*.+  *.  )  +  J'(**.+  x^x,+  *•,)  +  etc. 


fl_îi  =  j8  +  5,(*,+;t.)  +  J^(*'j+  Ar,r.+  x\)  +  etc; 
x^ — x^ 

etc.  ^ 
posant  pour  abréger  — =  U ,      ~ =  27, ,  etc.  on  aura 

AT,— Af  *«~~*t 

les  équations 

27=;8  +  >(*.+A:)  +  <^(**,+^.Ar  +**)+etc; 

I7,=j8  +  >(.r.  +  A:.)+J^(A:»,  +  x,.r,  +  ;«:\)+  etc.  ' 

i^.=j8+ >  (^1 + X.) +«''(*•? +^î*. +«%)+ etc. 
etc. 

retranchant  encore  UàiU^^  V^  de  £/.  et  ainsi  de  suite ,  et  désignant 
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par  U',  U\  y  etc.  les  quantités  — ^ ,  — "- î- ,  etc.  on  trouvera 

17'  =  3.+  *^(:r.+ a:,+  a:  )  +  etc. 

£^'.=  y  +  ^(  •^^+  ^.+  ^.  )  +  etc. 
d'où  on  tirera  U\ —  U'=^{^x^—x )  +  etc. 

V  —  V 
Maintenant  si  Ton  fait  — î =  V'\  on  aura   V"=-  <r  +  etc. 

X^ X* 

et  si  pour  fixer  les  idées  on  ne  suppose  que  quatre  termes  à  l'ex- 
pression de  u  ^  ropération  sera  terminée  à  Téquation  ci-dessus  } 
prenant  la  valeur  qu'elle  donne  peur  J^  et  remontant  à  celles  de  >,  i8 ,  *, 
par  le  moyen  des  expressions  de  V\  i/  et  z^ ,  il  viendra 

^  =  V'^V\x,^x,^x^ 

t^  =  U—U'\x,^x)->rU\x,x^^x^x^x,x) 

a='u  ^l/x+  V'x^x—  U"x^x,x. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u\  on  aura 
u'=u+  V{x'^x)+  U'lx'-—{x,-irx)x'^x,x'\  | 

+  Vlx'^—i  X,  +  x,+  x  )x'^  +  (  x,x^  +  x^x  +  x,x)x'^xx,x,'\  J  • 
Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  de  17,  U'  et  U'\  sont  décompo^ 
sables  en  facteurs  simples,  et  que  l'on  peut  mettre  u  sous  cette  forme 

U'^UJ^U{X/-X)+V\X-XXX'^X,)+  U\X'—X){X'—X,)  (.V'— AT,). 

En  poursuivant  d'après  cette  méthode ,  on  obtiendroit  une  formule 
analogue  à  la  précédente;  et  quelque  fût  le  nombre  des  valeurs  pri- 

mordi3les;c,x,,:r. de  l'abscisse,  on  auroit  en  général 

u':=^u^  U^x'-x)  +  U'  (x^-x^x'—x,)  +  l/'{x'-x)ix^-x,){x'-x;i 

+ 1^"'(^ -:tO(x-'_Ar,)(A^-.vJ(:c'-A'3)+  etc. 

en  faisant 
=Z7  , -=^1  9 —  ^.  »  =^i9  etc, 

a:,— a:  x^ — a:,  x^      x^  x^ — x^ 

X^ X  X^ A-,  X^ A  a 

lLlZE^=U' ,  --^-—^=U\,  etc. 

x^^x  x^ — x^ 

1.'     ^-^=U'\  etc. 

X/^ — x 

etc« 

Quand 
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Quand  les  ordonnées  u^  u^  ^  u^^u^  ^  etc.  sont  équîdistantes ,  on  a 
x^ — x=:ix^ — x^=zx^—'X^ ,  etc.  d'où  il  suit  évidemment 
;c,=a:+A,       x^:=zx+ihj       x^=^x+^h ,  etc. 

C^'  =-î-A*r^,  £/\=-l.A*i^.,  27',=  ^  AV.,  etc. 
17''  =  — A^//,  C^''  =-L-aV  ,  etc. 

etc. 

faisant  x'=zx+k\  îl  en  résultera 

x' — a:=A',  :«:' — Ar,=A'.— A,  jf' — ;r.=:A' — lA,  Jkr' — jf^=A' — 3A,  etc. 

et  Ton  voit  ainsi  que  Texpression  précédente  de  u\  qui  devient  alors 

k'  h\h'—h)  h\h'—h)(h!—xh)    , 

u'=u+  —^u+  -i; — --^A«/^+         ,    V    > ^^«  +etc. 

A  A.iA  h.xn.'^h 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  trouvée,  n'.  873  ,  par  une  voie 
bien  différente. 

877.  tagrange  a  présenté  l'expression  de  u'  sous  une  forme  nou- 
velle, en  observant  que  puisque  les  équations 

«=«*+i3x+7A:*  +  i'x^  +  etc. 

«*=*  +  i8^»+  yx\+  J'x\+  etc. 

etc. 
sont  du  premier  degré  seulement ,  par  rapport  à  chacune  des  quan- 
tités et ,  j3  ,  y  y  etc.  u^u^y  u^y  etc.  et  que  u!  doit  être  exprimé  en  x\ 
de  manière  qu'en  y  faisant  successivement  :r'=ji:,  a:'=;i:,,  :v'=a:.,  etc. 
il  vienne  v!t=iu  ,  v!'=:iu^ ,  tiz=,u^ ,  etc.  on  peut  écrire 

u'=zXu  +  -Sr,«,+  -X'fl«^-i+  etc. 
pourvu  que  X ^X^  ^X^^  etc.  soient  des  fonctions  telles  que  par  U 
supposition  de  .r'=;r,  on  ait  çn  môme  tems 

X—\  y-     -X'.=o,       ii'^=o,  etc. 
que  par  celle  de  x'^=zx^ ,  on  ait 

-y=o,      X^z=z\\      Jir^=o,  etc. 

que  par  celle  de  jc-'=jr, ,  on  ait 

Xz=.o  ,      X,=o ,      -y^=  I ,  etc. 
JppendUf.  E 
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et  ainsi  de  suite ,  conditions  qui  seront  remplies  si  Ton  prend 


_^ . _ — 


(x,—  x)(x,-^x^)(^x,^x^).. 
(x'—x){x'—x,)(x'—x,) 


•  m  • 


X  = 

etc. 

La  loi  qu'il  faut  observer  dans  la  formation  de  ces  quantités  est  on 
ne  peut  pas  plus  simple;  leur  numérateur  contient,  ainsi  que  leur 
dénominateur  9  autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  quantités  a:,  x^yX^^  etc. 
moins  une  ;  et  si  Ton  y  fait  les  hypothèses  indiquées  ci-dessus , 
xion-seulement  on  se  convaincra  qu'elles  satisfont  à  la  question 
proposée,  mais  on  verra  de  plus  comment  il  a  été  possible  de 
prévoir  qu'elles  y  satisferoient.  On  a  donc  cette  nouvelle  formule 
dMnterpolation 

(x—x){x—x;)  (x^x^) .  .  .  (x,'^x){x,—x^){x,'^x^). .  . 

+  ^/~^y""\y'""t''-»+  etc. 

(^x^—x%x^—x,){x^^x^) ... 

très-commode  dans  la  pratique ,  parce  qu'on  en  peut  calculer  chaque 
terme  par  le  moyen  des  logarithmes.  Il  ne  seroit  pas  difficile  de  la 
ramener  à  celle  du  n°.  précédent ,  et  même  à  celle  du  n^  873  ;  c'est 
pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

878.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*.  876 ,  on  conclura  sans 
doute  qu'il  existe  pour  l'interpolation  une  infinité  de  formules  dif- 
férentes ,  dont  chacune  doit  être  propre  à  un  genre  particulier  de 
suites.  En  effet ,  celles  que  nous  avons  obtenues  Jusqu'ici  ne  con- 
viennent qu'aux  suites  dont  le  terme  général  est  rigoureusement  de 
la  forme 

a  +  fix  +  yx*+  S'x^+  etc. 

ou  peut  y  être  ramené  par  le  développement,  lorsque  x  est  assez  petit. 
Dans  ce  dernier  cas  on  ne  parvient  qu'à  un  résultat  approché,  et  seu- 
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lement  lorsque  les  valeurs  données  et  celle  que  Ton  cherche  sont  ren- 
fermées dans  un  très-petit  espace  ;  c'est  ce  que  Tapplication  géométri- 
que rendra  sensible.  En  déterminant  les  coefficiens  et  ^  iS  ,  7 ,  cT  ^  etc. 
comme  dans  le  n"*.  cité ,  on  forme ,  ainsi  qu'il  a  déjà  été  dit  y  1  équa- 
tion de  la  courbe  parabolique  passant  par  les  points  dont  les  abscisses 
sont  X  y  x^JX^J  et  les  ordonnées  u^u^^u^^  etc.  Si  les  abscisses  sont 
très-inégales ,  la  courbe  obtenue  pourra  avoir  la  forme  FGH ,  ^.  i ,  FIG.  i. 
tandis  que  le  terme  général  de  la  suite  proposée  donneroit  une  courbe 
de  fa  forme  CDE ,  qui  n'auroit  de  commun  avec  la  première  que  les 
points  donnés  M^M^^M^^M^^  etc.  et  qui  en  différeroit  d'ailleurs 
beaucoup  dans  l'intervalle  de  l'un  de  ces  points  au  suivant ,  ainsi  que  le 
montre  la  figure.  Si  au  contraire  les  points  donnés  sont  fort  resserrés , 
et  qu'entr'eux  la  parabole  calculée  n'ait  aucune  inflexion ,  elle  pourra 
se  confondre ,  au  moins  dans  un  espace  peu  étendu ,  avec  la  courbe 
qui  résulteroit  du  terme  général  de  la  série  proposée.  Il  suit  de  ce  qui 
précède  qu'en  variant  la  forme  de  l'équation  de  la  courbe  par  laquelle 
on  suppose  que  les  termes  de  la  suite  proposée  sont  liés  avec  leurs 
indices ,  on  en  pourra  trouver  une  qui  approche  plus  que  toutes  les 
autres  de  la  courbe  donnée  par  le  terme  général. 
Sans  sortir  du  genre  parabolique ,  on  peut  à  l'équation 

uf=L  A    +  fix'  +  yx'^'Jr  ^x'^+  etc. 
substituer  l'une  des  suivantes 

u'=  <tx'  -^  ^x'^+y x'^  +i'x''-\'  etc. 
u'^dx'""^  le x'^+  7x'^+  /a:''+  etc. 

dont  les  coefEciens  tt^  (i^  y^  S'y  etc.  se  détermineroient  aussi  par 
les  équations  particulières  qu'on  formeroit ,  en  changeant  succefli- 
vement  u'  et  x\  en  n  et  a; ,  en  //.  et  x^ ,  etc.  mais  on  abrégera 
beaucoup  le  calcul  ^  en  donnant  à  ces  expressions  les  formes 

i/=^a/  +Bx'  {x'^^x')  +  Cx"  (x'*^x'Xx'*—x\) 

+  DxXx''—x'Xx'^—x\X:ç'^—x\)+  etc.  j 

fi'=Jx''  +  Bx''{x''^x-)  +  Cx'^(x''—x'){x''-'X\) 

+  Dx'\x'^-x%x'^-x\Xx^^^x\)  +  etc.  }  > 
lesquelles  étant  développées  rentrent  évidemment  dans  celles  qu'on 
leur  a  supposées  d'abord.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  la 

El 
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première  de  ces  expressions,  qui  donne 

+  Dx^ix\—x%x\—x\){x\—x\)    ] 
etc. 

lorsqu'on  y  fait  les  substitutions   indiquées  plus  haut.    On   tire 

d'abord  de  ces  équations 

X 

^=u4+B\x\—x*) 

^=A+Bi  x\^x')+  C(  **.—*»)  (  x\^x\) 

^=A+B{  x\—x*)  +  C(  x'^^x")  (  X*,— *•,) 

+Z>(  a:»,—**)  (  *•,—*•.)(  **,— -t».) 
4-  etc. 
retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  chacune  des  autres , 
et  divisant  les  résultats  par  la  quantité  qui  multiplie  ^ ,  on  obtient 

u,x  —  ux, 

xx,{x\—x') 

u^x  —  a  X, 


—  B 


X  x^  ^  x\—  «*  ) 


u,x  —^  U  X 


-  =  B-\-CU\^x\) 


X  x^ 


\X  , A.    ) 

etc. 
En  représentant  par  U^,U^y  C^, ,  etc.  les  premiers  membres  de  Ces 
dernières  équations ,  et  en  opérant  sur  elles  comme  sur  ks  précé- 
dentes f  on  trouvera 


x\—x\ 


=  c 


X 

etc. 
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Les  calculs  ci-dessus  nous  donnent  déjà  la  valeur  des  trois  premiers 
coefficiens  A,  £ ,  C ,  et  il  est  facile  de  les  pousser  jusqu'à  tel 
coefficient  qu'on  voudra  ;  il  ne  nous  reste  donc  plus  qu'à  mettre 
sous  une  forme  symétrique  les  expressions  que  nous  avons  ob- 
tenues ^  savoir: 


C— 


xxXx'^.—  x^)  * 


La  seconde  peut  être  écrite  ainsi  : 

B  —  — T + 


En  remettant  pour  Z7,  et  U^  les  quantités  que  ces  lettres  repré- 
sentent,  il  viendra 

u^x — ux^  u,x  —  ux^ 

~  xx,{x\—x%o\—x\)  ~  xx,{x\—x%x\—x\)' 

expression  qui  se  décompose  comme  il  suit  : 


*.(  x\—x')  {x\—x' .  )         x{x\—x-)  {x\—x\) 
u.  u 

+ 


■  # 

si  Ton  réduit  entr'eux  le  second  et  le  quatrième  terme,  et  qu'on  range 
ensuite  dans  l'ordre  des  indices ,  tous  les  termes  et  chacun  de  leurs 
diviseurs ,  on  trouvera 

C=— r  +  — 7 h r+ 


x{x^^x\){x^^x\)     x,{x\^x-){x\'-x\)     x^{x\^x^){x\^x\y 
On  obtiendroit  semblablement 

u  u 


x{x'-^x\)  {x'-^x\)  {,x'—x\)       *,(*».—*•)  {x\—x\)  {x\—x\)\ 


^x,{x\—x'){x\-x\){x\—x\)'^x^{x\—x^){x-^-.x\)(^x\^x\) 

Il  sera  souvent  plus  commode  de  déterminer  successivement  les 
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coefHciens  les  uns  par  les  autres ,  et  dans  ce  cas  on  déduira  des  pre« 
mières  équations  ces  valeurs  très-simples  ; 


X 


B=    "'"""^'^ 


C= 


D= 


H, — x^A  B 


Il  y XyA  B 


^ — -^v 


etc. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  la  première  des  deux  formules 
d'interpolation  que  nous  avons  proposées  au  bas  de  la  page  3  5 ,  se 
pratiqueroit  avec  le  même  succès  sur  la  seconde  ;  et  Ton  remar- 
quera sans  peine  que  ce  procédé  seroit  très-commode  pour  déter^* 
miner  les  coefficiens  A  ^  B ,  C  y  etc.  dans  la  formule 
u'=zA+B{x'^x)-^C{x'^x){x'-^x,)  +  D{x'—x){x'-x,)  (a:'— .^0+  etc. 
et  parvenir  ainsi  d'une  manière  immédiate  au  premier  résultat  du 
n\  876. 

879.  Nous  rapporterons  ici  deux  formules  très-élégantes  données 
par  Stirling ,  d'après  Newton ,  et  qui  se  vérifient  comme  celles  du 
n".  précédent. 

Si,  aux  indices j  ^ 

etc.— 4,       — 3j  —^»      — ï>  ^»       +ï        +^>       +3j  +4>etc. 

répond  cette  suite  de  quantités  données  ^ 

etc.  u^i,         «-Î  tt-.  «-r  «  ^i  ^.         ^\         ^Uy  ^^<^« 

et  qu'on  en  prenne  les  différences  successives  comme  le  montre  le 

tableau  ci-dessous, 

àU^i^  ^U_j^  A«_.  LU_^  t^U  LU^  AU^  AU^ 

A^U^l  A*2/.,  A*«.^  4*tt-t  ^"^  A^'U,         AV. 

aVa  ^^^-î  ^^^-»  ^^'^-i  ^^"^         ^^^i 

A^«_4  ^^U__^  A^U_^  A^U_^  A^U 

^^U^ii  ^^^^î  ^^'^-â  ^V--, 

AV4        ^^^-î        aV» 
aVa 


DES    Différences.  39 

on  aura ,  pour  un  indice  quelconque  »  désigné  par  h\ 

1  II. 1.3 

%      1.2.3.4.5  ^2        I.2.3.4.5.6.7       ^        *         ■"*'^ 

+  etc. 

1.2  I.2.3.4  I.2.3.4.5.6 

i«2.3.4.5.6«7.5 
En  faisant  pour  abréger 

AU     +A  !/_,=  5, 


A '//_,=  A 


etc. 


L^U_y=zd 

A*«^4=  « 


on  aura 


tt'=«  + 


+ 


+ 


+ 


1.2 

2CA'+cA'*  A'*— I 


1.2  3.4 


1.2  3.4 

4JEA'+cA'*   A'»— I 


5.6 

A'*— 4     h''^  9 
5.6         7.8 


i«2  3*4 

+  etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Stirling  a  présenté  le  résultat  prcccdenf , 
qui  sert ,  comme  on  voit ,  à  interpoler  entre  un  nombre  impair  de 
quantités  équidistantes ,  en  plaçant  l'origine  des  indices  à  la  quantité 
moyenne. 

880.  Lorsque  le  nombre  des  quantités  données  est  pair,  on  place 
l'origine  des  indices  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux 
quantités  moyennes  comme  ci-dessous , 


etc.— 7,   —5,    —3,    — I, 


etc.  u_i 


u 


-3 


u 


-3       ''-i 


+  i>    +3>    +5»    +7,  etc. 

5         ^h  9  ^^c« 


^i 


u 
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et  prenant  les  différences  successives  j  comme  plus  haut ,  on  forme 
le  tableau  suivant 


à  U_j           A  //_5           A  U_^           A  ft_f             AU^           AU^           i 

kZTç 

A'i/.y           A*/«_5           A*//_,            A*/^_,           A'ir,           A*tf  j 

A^i^_y           a'/£_5           a'i/_,           A^tf_,           A^/^, 

A^//.y           A^«_5           A^//_^           A^Z^_, 

A*W_y           A^tf„5            A^//_j 

A^//_y            A*'^.^ 

A"«_y 

désignant  toujours  par  h'  Tindice  auquel  répond  la  valeur  générale  t/, 
on  aura 

1  2*4      1  2.4.0»0  2 

(A'«-,)(A'»_9)(A'--i5)  , 

-(A  i/_5  +  A  i!^^7;  +  etc. 


2*4.6.8. 10. 12  2 

AW-— i)  ,  ^  ,.         .. 


2  2.4.6.  2.4.6.0.10 


AW*— i)(A''— 9)(A'*— 25) 

.+-^^ ^^^ — ^^^^ ^  A'a_^+  etc. 

2.4.6.8.10. 12.14  ^ 

Pour  présenter  cette  formule  comme  Ta  fait  Stirlîng ,  il  faut  poser 

A*//_,  +  A*U_^=B  ,        A^«_j=  * 
A*tt_:j  +  A^I/_5=  C,         A^Z/_5=  C 


A^U_^  +  A^U 

_7=-C>, 

A'«„^ 

=4 

et 

il  viendra 

etc. 

u  — 

2 

« 

+2_I 

2 

"i"            ■    ■ 

2 

A"—  I 
4.6 

A'». 
'8'. 

~9 
10 

4.6 

-75  +  Jh' 

A"— 1 
4.0 

A' 

—  9 
.  10 

h"- 
11. 

«4 

^-  etc. 
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Il  faut  observer  que  d^ns  le  cas  actuel  la  difFérence  entre  deux 
indices  consécutifs  des  quantités  données  est  2  ,  en  sorte  que  la 
distance  de  «'à  «, ,  prise ,  en  comptant  chaque  intervalle  pour 

y      - 

Tunité,  est  exprimée  par 


1 


88i.  La  formule  du  n^  précéd.  se  déduit  de  celle  du  n\  879  ^  en 
prenant  les  différences  de  chaque  membre  par  rapport  à  h'  ;  pour 
cela  on  supposera  que  h!  se  change  en  A'  f  i ,  et  du  résultat  de  cette 
substitution  on  retranchera  l'expression  de  u'  citée.  Il  est  évident 
que  les  coeificiens  numériques  varieront  seuls  dans  cette  opération  ^ 
puisque  les  quantités  u  et  leurs  différences  sont  indépendantes  de  A'; 
tout  se  réduit  donc  à  former  les  différences  de  ces  coefficiens.  Pour 
montrer  comment  on  y  parvient,  nous  prendrons  un  coefficient 
'  de  chacune  des  deux  suites  partielles  qui  composent  la  valeur  de  u\^ 

Dans  la  première ,  ^ — ,  qui  équivaut  à 

I  {h'^x) ih'—i)hXh'+  i){h'+  x) 
1  1.1.3.4.5  ' 

devient  -  ^ J    \    ^  ^\ ii v  .  retranchant    de   cette 

X  1.1.3.4.5 

valeur  la  précédente ,  on  trouvera 

2  ih'-^i)hXh'+i)(h'+x)    ^^,^ ^ )_(A'_i) }  =  I  (h''-i)h'(h'+i)(h'+i) 

Dans  la  seconde  suite  le  coefficient 

h'^(h''—i)(h''—4)  ^  {h'—i)(h'^i)h\hXh'+i)(h'+i) 
i.2.}.4.5.6  I.2.3.4.5..6 

se  change  en 

(A^— i)A'(A'+  ô(A'+  0  (A'+ i)(A'+ 3) 

I.2.3.4.J.6  ' 

et  la  différence  de  cette  valeur  à  la  précédente  est 

1.2.3.4.5.6  /N  -1/  \  /  J 

2  1.2. 3.4. 5 

Appendice,  F 


I 

\ 
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En  opérant  de  même  sur  les  autres  coefHciens^,  on  trouvera 

1  •  Z  X 

+ A  «_^  +  etc. 

I.1.3.4.5  2 

Cette  expression  n'est  que  celle  d'une  différence  première ,  mais 
on  passera  à  l'expression  de  v!  en  diminuant  de  l'unité  les  ex-* 
posans  des  caractéristiques  a  ^  puisque  cela  revient  à  prendre  les 
différences  premières  pour  des  quantités  primitives ,  les  différences 
secondes  pour  des  différences  premières ,  et  ainsi  de  suite  ;  et^comme 
la  formule  d'où  nous  sommes  partis  suppose  que  les  valeurs 
données  soient  en  nombre  impair  j  leurs  différences ,  prises  main- 
tenant pour  les  valeurs  données  »  sont  nécessairement  en  nombre 
pair  y  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  seconde  ligne  du  tableau 
du  n"*.  879  ;  mais  afin  de  placer ,  comme  dans  le  n%  880  ,  Tori- 
que des  indices  entre  les  deux  quantités  moyennes^  qui  sont  dé- 
signées ici  par  u_^  et  1/ ,  et  faire  que  la  différence  de  ces  indices  soit 

A'-— I 
de  deux  unités  y  il  faut  écrire ,  au  lieu  de  h\  et  remplacer 

2 

ensuite 

par 

•....n_^      «_5      u_^      j/_,      u^      //,      u^      u^^.^.. 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soin,  on  retombera  sur  l'ex- 
pression de  u!  relative  au  cas  oîi  le  nombre  des  quantités  données 
est  pair. 

U  seroit  possible  de  déduire  aussi  de  l'expression 

ï^'=  uA-  -; 1- +  etc.  la  formule  du  n"*.  879 ,  par  des 

dx  i       dx^  i.-L 

considérations  analogues  à  celles  du  n\  873  ,  mais  nous  revien- 

.drons  dans  la  suite  sur  c^t  objet  par  une  méthode  plus  générale  et 

plus  simple. 
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88i,  Lorsque  les  différences  successives  des  quantités  données  ne 

forment  pas  une  suite  convergente,  il  faut  changer  la  forme  que 

Ton  suppose  au  dévisloppement  de  1/.  Prony  ayant  reconnu  que 

l'expression  • 

tt'=:^ct'>  Bf^''+  C>*'+  etc. 

étoit  propre  à  exprimer  les  loix  de  la  dilatation  qu'éprouvent  les 
fluides  élastiques  par  Pefiet  de  la  chaleur^  a  donné  une  méthode 
très-simple  pour  déterminer  les  coefficiens  A  ^  B ,  C  y  etc.  et  les 
quantités  «,  iB  ,  y  y  etc.  mais  comme  cette  méthode  se  lie  naturelle- 
ment avec  la  théorie  dune  espèce  de  suites,  nommées  suius  ri'- 
curremesy  que  nous  devons  traiter  avec  étendue,  nous  diflërerons 
jusques^là  d'en  parler. 

Charles  a  aussi  proposé  quelques  formules  d'interpolation  dans*^ 
lesquelles  il  a  introduit  les  sinus.  Voici  celles  qui  paroissent  les  plus 
commodes  : 

,         usinTrx'        i^.sinTfjc'— i)       i/.sîncrf;(f'— 2^ 
u'=p-: ■,+f-.î y-, (+r^* )-7 {  +  etc. 

,       uûnwx'       u.s\n^(x' — i)       uSix^'7f(x' — 2) 

m 

On  y  suppose  que  les  valeurs  « ,  »,,«/»,  etc.  répondent  aux  in- 
dices o  >  1 , 2 ,  3  ,  etc.  Dans  les  deux  premières  les  quantités /f,  q^  r^  etc* 
sont  indéterminées,  mai;$  cependant  assujetties  à  la  condition  de  n'être 
pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur  soit 
moindre  que  l'indice  de  1/ ,  dans  le  terme  qu'elles  affectent,  et  peuvent 
servir  à  remplir  des  conditions  auxquelles  setoient  soumises  en  par» 
ticttlier  les  valeurs  intermédiaires  que  l'on  cherche. 

La  composition  de  ces  formules  repose  sur  le  même  principe  que 
celle  de  la  formule  du  n*".  877  ;  les  deux  membres  de  chacune  d'elles 
deviennent  identiques  lorsque  l'on  fait  successivement 


*'=o. 

*'=!, 

x'-x, 

jc'=  3  ,   etc. 

«'=«, 

u'^=u^y  etc. 

Le  second  se  rédttit  toujours  à  un  seul  terme,  qui  se  présente 

F  1 


/ 

f 


I 
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d'abord  sous  la  forme  de  ^ ,  mais  dont  il  est  facile  de  trouver  la  vraie 
valeur.  En  effet ,  si  Ton  suppose ,  par  exemple ,  x  =  i ,  les  numé- 
rateurs des  termes  de  deux  premières  formules  s'évanouissent  tous., 
mais  il  n'y  a  que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive 
autant  ;  maintenant  si  Ton  observe  que 

Sin7r(:v'— i)  =  — 1- i ît ,_£-+etc.   (Int.n\^^) 

I  I  •  2i  •  % 

.'("-)-,  =  ÛfÙZll  +  ÛfJUlL  +  etc.  (  Inc.  n%  xx  ) , 

I  I  •  X 

-  .  U.Sltl'frfx' — l)  U.sitlTrfx' — l) 

on  verra  que  les  expressions    ç )—, ^  ,       q       ,,.  \ 

se  réduisent,  Tune  à  u, ,  l'autre  à  w-z^, ,  lorsque  x'z=zi.  Les  numé- 
rateurs de  tous  les  termes  du  second  membre  de  ïa  troisième  formule 
étant  multipliés  par  (sin-rx')*,  s'évanouiront  toutes  lés  fois  que  a:' 
sera  égal  à  un  nombre  entier  ;  mais  il  n'y  a  qu'un  seul  des  déno- 
minateurs  qui  disparoisse  :  quand  on  a ,  par  exemple  y  a:^=  i  ,  le 

*  • 

uJsin  TrxY  , ,  .    . 

terme  -j—, rr-  se  réduit  à  ^•^., 

S83.  Quoique  le  but  de  l'interpolation  soit  en  général  de  dé- 
terminer des  valeurs  intermédiaires  entre  des  quantités  observées  , 
sans  connoître  la  loi  qui  lie  ces  quantités  à  leurs  indices,  ou 
à  la  variable  dont  elles  dépendent,  on  l'employé  aussi  lorsque 
cette  loi  est  connue  et  exprimée  analytiquement ,  mais  que  les 
calculs  nécessaires  pour  évaluer  en  nombres  les  formules  qui  ea 
résultent  sont  très-compliqués.  Oi\  se  contente  alors  de  déter- 
miner par  ces  formules  ,  de  distance  en  distance ,  des  résultats 
rigoureux  ,  entre  lesquels  on  interpole  ensuite  les  valeurs  intermé- 
diaires qui  doivent  compléter  la  série  qu'on  se  propose  de  former. 
Dans  ce  cas  on  ne  prend  point  les  différences  successives  des 
valeurs  calculées  par  les  formules  résultantes  de  la  loi ,  mais  on 
déduit  ces  différences  de  l'expression  analytique  de  cette  loi }  on 
en  pousse  la  suite  jusqu'à  ce  qu'il  s'en  trouve  d'aissez  petites  pour 
qu'on  puisse  les  négliger ,  et  par  leur  moyen  on  calcule  les  valeurs 
sucer    Vves  de  la  fonction  u.  Quoique  la  formation  de  ces  valeurs 
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soit  facile  à  déduire  des  relations  obtenues  dans  le  n"".  860 ,  néan- 
moins pour  plus  de  clarté ,  j'en  rapporterai  ici  le  tableau ,  en  tenant 
compte  des  différences  quatrièmes  que  je  supposerai  constantes  ^  ce 
qui  donnera 


etc. 


AZ^5= 

etc. 


A«  +A'« 

^u^  +  aV/^ 

A«3  +  A*tf  3 
A«4  +  A*«4 


A*«,: 
A*tf  : 
AV/^  = 
A'«4= 

etc. 


A*//  +A^Z/ 
A^  +  A^W, 
A*//.  +  A^«. 
A*I^j  +  A^;/j 


A^tt, 
A^«, 
A'V 

etc. 


V 


:A^r^  +A^/^ 
:A^/X,  +  A^« 

:  aX  +  ^^« 


On  voit  par  ce  tableau  qu'il  faut  calculer  d'abord  ta  différence 
placée  dans  la  colonne  la  plus  à  droite.  Pour  obtenir  2/5,  par 
exemple  ^  on  forme  a^//^  ,  en  ajoutant  à  la  valeur  de  aX  celle 
de  A%,  qui  est  regardée  comme  constante;  ajoutant  ensuite  a^ 
avec  AV^ ,  qu'on  suppose  déjà  connue ,  on  parviendra,  à  aV^  : 
en  ajoutant  enfin  a^  à  la  différence  première  a//^  ^  placée  dans  la 
ligne  supérieure ,  il  en  résultera  A2/5 ,  qui  est  la  quantité  qu'il  faut 
joindre  à  u^  pour  avoir  //g. 

Il  est  aisé  y  d'après  ce  modèle  9  de  former  le  tableau  qui  con- 
viendroit  au  cas  où  Ton  s'arrêteroit  à  des  différences  d'un  ordre  plus 
élevé  que  le  quatrième.  On  a  aussi  cette  formule  générale  qu'il  est 
bon  de  connoître  : 

elle  s'obtient  en  mettant  d'abord  dans  l'équation  i/;j==z^^_, +  ai/^_,  , 
à  la  place  de  a«^^_,  ,  sa  valeur  a//^_,  +  a*z^^_^  ,  puis  en  chassant  a*//^_^ 
du  résultat,  par  le  moyen  de.  sa  valeur  a*//^_^-[- aV^_^  ,  et  ainsi 
de  snite.  Lorsque  l'on  veut  se  borner  aux  différences  de  Tordre  m , 

on  fait  A"^'w=o,  etc.  d'où  il  suit  a''*«=a'"/^,=aX>  etc.  il  vient 
pour  ce  cas 


^n=^U-x  +  A//„.,+  A  V^_,  + 


+  A'"-'//^^„  +  A'"«. 


En  diminuant  successivement  d'une  .  deux  ,  trois ,  etc.  unités  >  les 
indices ,  et  en  soumettant  chaque-terme  à  une ,  deux ,  trois ,  etc. 
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nouvelles  diflerentiations ,  on  tirera  de  cette  formule 

etc. 

Pour  éclaircîr  cet  usage  du  Calcul  des  différences ,  nous  allons 
considérer  successivement  les  fonctions  logarithmiques  et  les  fonc- 
tions circulaires  ,  qui  sont  celles  dont  les  tables  servent  le  plus 
fréquemment. 

884.  Soit  u  =  \*x  j  on  aura ,  par  la  formule  du  n^  863 , 

A  «  =      M  \ —  H r etc.    } 

l    X  IX*         3  x^  J 

^.,=«JM^_ -^  +  etc.  I 

A^u  =      Af  I  — —  —  etc.   i 

etc. 

On  poussera  ces  suites ,  selon  la  grandeur  du  nombre  x ,  jusqu'à  ce 
que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour  être  négligée  sans 
erreur  sensible.  Si  Ton  avoir ,  par  exemple ,  *=  loooo ,  et  A  =  i  , 
on  trouveront  pour  les  logarithmes  ordinaires , 

Atf=  0,00004  34171  76863 
A^M  = —  0,00000  00043  41077 
A^u=     0,00000  00000  00867  ; 

et  il  est  évident  que  si  Ton  ne  veut  avoir  les  derniers  résultats  qu'avec 
dix  chiffres  seulement,  on  pourra  ,  sans  craindre  d'erreur  sensible, 
négliger  A^u. 

Cela  posé,  on  aura  le  logarithme  de  loooi ,  en  ajoutant  à 
celui  de  loooo,  qui  est  4,00000  00000  00000,  la  valeur  de  Au 
rapportée  ci-dessus  ;  pour  passera  celui  de  loooi ,  il  faudra  ajouter 
à  celui  de.  1 0001  la  quantité  au — a*//,  puisque  a*// est  négatif;  et 
si  l'on  représente  cette  quantité  par  Au, ,  le  logarithme  de  10003  s'ob- 
tiendra en  augmentant  celui  de  loooi  de  la  quantité  a«, — a^u+a'u. 
Faisant     a  «»  —  a*u  +  a^u  —  au^^      —  a*ii  +  a^«  =  —  a^u^  ,  U 
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quantité  Ax^^ — A*^,  +  A^«sera  ce  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme 
de  10003  ,  pour  avoir  celui  de  10004  9  ^^  ^^^^^  ^^  suite.  On  pourra 
former  ainsi ,  par  de  simples  additions ,  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  entiers  consécutifs  à  loooo,  tant  que  la  somme  des  diffé- 
rences qu  on  néglige  à  chaque  opération  ne  sera  pas  assez  consi- 
dérable pour  influer  sur  le  dernier  chiffre  décimal  auquel  on  veut 
borner  l'exactitude  de  la  table,  et  c'est  ce  qu'on  reconnoîtra  au 
moyen  de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureusement  à  des  in- 
tervalles éloignés  ;  car  lorsque  par  la  suite  des  additions  successives ,' 
00  sera  parvenu  à  ces  logarithmes ,  il  faudra  que  la  méthode  des 
différences  les  donne  tels  qu'ils  ont  été  déduits  à  priori ,  au  moins 
dans  les  dix  premiers  chiffres ,  si  c'est  à  ce  nombre  que  l'on  veut 
s'arrêter.  On  iroit ,  par  ce  qui  précède ,  jusqu'à  loioo ,  sans  trouver 
d'erreur  sur  la  dixième  décimale  ;  parvenu  à  ce  but ,  on  calculeroit 
de  nouveau  à  priori  les  différences  Au ,  à^u ,  a^x^  j  et  on  se  serviroit 
de  ces  derniers  résultats  comme  des  précédens ,  pour  obtenir  les 
logarithmes  des  nombres  entiers  qui  suivent  loioo. 

885.  Voici  d'autres  expressions  plus  convergentes  des  différences 
]^remières  et  secondes  de  la  fonction  logarithmique.  La  série 

^n+0=^n+^M\-^  +  'X-^^^  etc.]  , 

(in  +  i      ^\in  +  i/       5x2/2  +  ^/  J' 

obtenue  dans  le  n''.  28  de  l'Introduction ,  donne ,  en  changeant  nen  x 
€t  {  en  h, 

Ax/  =  iitf  ( TT  +  ^C Tï)  +^( Tt)  +^^C'li 

(ix  +  h       ^\xx+h/        ^\ix  +  n/  ) 

on  pourroit  former  a^u  ,  en  développant  la  série 

+  -T-7-  — -  +  etc. 

dx     I         dx^    i.i 

mais  on  arrivera  à  un  résultat  plus  simple ,  en  ajoutant  ensemble  les 
deux  équations 

l{x  +  k)  =\x  +  M  \ i  +  — 1- 7  +  etc.  [ 

^  (x        IX*       '^x^       4x*  J 

.         •    .X       t  wf*  h"  ^^'  *^  1 
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d'où  il  résulte 

1(^+A)+1(  x-A)=zli— ajw(il-+ Jl-+^  +  etc.  ]. 

lijf       j^x^      ox^  y 

Sx  Ton  change  x — h  en  x,  et  qu'on  écrive  par  conséquent  x+A 
pour  X  et  x+ih  pour  x-J-A,  il  viendra 

l(x+  ih)^i\(x  +h)  +  lxz=^ 

or  le  premier  membre^  qui  est  équivalent  à  u^ — lu^  +  u^  se  réduit 
£i*u:  on  a  donc 

7i.rf       *•  **  A«  1 

^■" = -  '  ^  l^:?+Ây + ,Th^  +  6(;+ïf  + '"•  j- 

Lorsque  :i:  est  un  peu  grand  par  rapport  à  A ,  il  sufGt  de  tenir  compte 
des  deux  premiers  termes  de  l'expression  de  a».  En  effet ,  quand 

x=  loooo  et  A=i ,  le  second  terme  ,  savoir,    .  "    ( ^ 

'  3     ^  ix+A  / 

donne  seulement  o^ooooo  ooooo   00036  ,  et  le  suivant    aurolt 

2 1  zéros  entre  la  virgule  et  le  premier  chiffire  significatif.  A  Tégard 

de  A'tt  on  peut  se  borner  au  premier  terme  ;  car  le  second,  —  7 ., 

*^  '^  '2  (x+hy^ 

se  réduit  à  0,00000  ooooo  ooooo  0217.  Il  suit  delà  qu'en  dési- 
gnant par  N  un  nombre  au-dessus  de  loooo,  on  a  avec  une  fort 
grande  exactitude 

quant  à  la  différence  troisième  ^  on  auroit  le  premier  terme  de  sa  valeur 
en  calculant  le  premier  terme  du  développement  de  d.  — — . ,  dont 

a  N 

l'expression  est  -  — r^.  On  voit  par-là  que  la  valeur  dç  a^N 
deviendra  bientôt  assez  petite  pour  qu'on  puisse  la   négliger,  et 


rien 
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rien  ne  sera  alors  plus  facile  que  de  construire  une  table  de  loga- 
rithmes d'après  ce  qui  vient  detre  dit.  Au  reste,  si  Ton  vouloit 
plus  de  détail  sur  ce  sujet ,  il  faudroit  consulter  un  Mémoire  de 
Delambre,  imprimé  parmi  ceux  de  TAcadémie  de  Turin,  pour  les 
années  1790-91  ,  d'où  nous  avons  tiré  ce  qui  précède, et  duquel 
nous  extrairons  encore  ce  qui  regarde  les  différences  des  fonctions 
circulaires. 

886.  Nous  n'entrerons  ici  dans  aucun  détail  sur  les  expressions 
des  différences  de  la  fonction  a',  parce  qu'elles  sont  d'un  usage  beau- 
coup moins  fréquent  que  celles  des  différences  logarithmiques  ;  elles 
sont  d'ailleurs  très-faciles  à  former ,  après  ce  qu'on  a  vu  dans  le 
n**.  864.  On  a  en  effet  A*.fl'=tf'(ii* — 1)%  et  le  développement  de 
(tf* — i)*  se  trouve  dans  le  n^  866. 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le  développement  de  i^.a'y^ 
y  étant  une  fonction  quelconque  de  x  ;  on  aura  d'abord  l'équation 

et  faisant  (  a* — •  i  )  J^  +  ^^^y^=^y\  il  viendra 

puis  posant  (a* — i)y+tf*Ay=y,  on  en  tirera 

ù? .  a'y  =  a'l{a^^  i  )/' +  a^Ay'^  : 

etc. 
chassant  ensuite  y,  y'\  etc.  après  avoir,  fait  pour  simplifier  û*=:«  , 
on  trouvera 

A» .  «>=«'[(«—  I )>  +  3  (*—  I )»*AJ.  +  3(«—  I )«*A>  +  *'a^^]  , 

et  en  général 

1 . 1 

887.  Puisqu'on  a  sin(jc  +  A)  =  sînrcosA  +  sinAcos;^,  on  en 

déduira 

A  sin  :r  =  sin  x  cos  h  +  cos  x  sin  A  —  sîn  x 

=  cos:rsin  A— sin  Jt  (i  — cos  A); 

et  en  observant  que  i  —  cos  A  =  2  (  sin  ^  A  )*,  il  viendra 

A  sin  X  =  cos  X  sin  A  —  2  sin  x  (  sin  ^  A  )*. 
Telle  est  l'expression  rigoureuse  de  la  différence  première  de  sin;c^ 
Appendice.  G 
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par  laquelle  on  passe  de  sinx  à  sin(x  +  A).  Pour  obtenir  celle 
qui  mène  de  sinx  à  sin  {x — A)  ,  on  aura 

an  :c— sin  (  :c— A  )  =  sin  x  —  sîn  x  cos  A  +  cos  x  sin  A 

s=:  cos  X  sin  A  +  sin  jc  (  I  —  cos  A  ) 

et  si  on  désigne  cette  différence  par  A^sin  x ,  on  aura 

A'sinx  =  cosjtsinA+ 2sinA'(sin7A)% 
d'oii  on  tirera 

A  sin  X — A'sîn  jc =  —  4  sin  x  (  sin  ^  A  ) •. 
Il  est  évident  que  a  sin  x, —  A'sin  x  n'est  autre  chose  que  la  différence 
seconde  de  sin  (x— A)  ;  et  si  on  veut  en  déduire  celle  de  sin  x ,  il 
suffira  de  changer  x  —  A  en  x  ^  et  d'écrire  par  conséquent  x  +  h 
pour  X  ^  ce  qui  donnera 

A»sinx= — '4sin(x  +  A)(sin^A)*. 

On  donnera  une  forme  analogue  à  la  différence  première  par  le 
moyen  de  la  formule 

sin^— sin5  =  2sin^(^— 5)cosn^+^)f 
de  laquelle  il  résulte 

A  sin  X  =  sîn  (  A •  +  A  )  —  sin  x  =r  a  sin  7  A  cos  7  (  1  x  +  A  )  ; 
et  comme  on  a  aussi 

cos^  — cos5  =  — 2sîn^(-rf  — J?)sin7(-'+  ^)> 
on  trouvera 

A*sinx  =  isin^A[cosH*^+  3  *)  — cost(  **  +  *)] 

=— 4(  siniA)»sin  Ki^+ iA)  =— 4("n  7  A)»sin(x  + A). 

En  poursuivant  ainsi  on  anivera  à  ces  formules  générales 

A^i    sinx=      1^*    (sin^A)^*    sini(ix+4iA) 
A-^"sinx=      2^'-^*(sin^A)^'^'cosi(2x  +  (4/+OA) 
A*^sinx  =  — 2^''^(sinfA)^^*sin^(2x  +  (4i+2)A) 
A-^'sinx=— 2^^'(sin  î  A)  *+^cos^  ^ ^  +  ( 4'  +  3  )A) , 
renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A"    sinx=:=i:2"    (sin^A)"     su:i(2.r  +  2nA) 
A-*'sinx  ==iz2**-*"Csin  î  A  )' "^'cos  f  (  2  x  +  (  2  n  +  i  )  A  )  , 

dins  lesquelles  il  faut  prendie  le  signe  +  lorsque  n  est  un  nombre 

pair ,  et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 
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888.  Les  formules    ci-dessus   sont   déjà  très« commodes ,  mais 

Legendre  est  parvenu  à  quelque  chose  de  plus  simple  encore ,  en 

exprimant  les  différences  de  Tordre /i  parcelles  de  Tordre  n — i  et 

de  Tordre  n — 2 ,  au  moyen  de  cette  équation  : 

A^sîn  x=i  —  (  i  sîn  ^  A  )•  {  ^"""'sîn  x  +  û*""*sin  :r  } . 

Pouir  en  prouver  la  vérité,  nous  ferons  remarquer  premièrement  que 

A'<*sinx  =  i^^(sin7A)^yn(Ar+  xih) 

=  ^(zsin^A)^*--X— 4(.sinTANn(Ar+iiA), 

et  que       — 4(sinf  A)*sin(x'+  iiA)  =  A*sin(x  +  (li — i)A)f 
ce  qui  donne 

A^^    sinjc  =  — (2sin^A)4*-'*A*sin(;»r  +  (i;  — i)A)  (i). 

Par  de  semblables  décompositions  on  trouvera  de  même 

A^^VmA:=  — (isin^A)^*-Vsin(Ar+  (li— i)A)  (1) 
A^*+^in:*r  =  — (2sin^Ay»-A*sin(:»r+(2i— i)A)  (3) 

et  si  Ton  diminue  Texposant  de  A ,  il  viendra  aussi 

A^*-»sinx  =  — (isini^A)^»-Asin(jir+(2/— i)A)  (4) 
A4»-*sin.r  =  — (2sin^A)^^-*    sin(Ar  +  (2/— i  )  A)  (5); 
multiplions  maintenant  par  — -(isin^  A)%  la  somme  des  équations  (4) 
et  (5)  ,  en  faisant  pour  abréger  a:+(2/ — i)A=x',  nous  aurons 
—  (2sinfAy{A^»-'sinAr+A^»-Sinx}==(2sin|Ay»(sinA:'+Asinx'); 
or  sin  *'+  a sin  ;c'=  sin ( x' +  A)  =  sin(;c  +  2iA) 
et  (  2  sin  7  A  )^*i5in  (*  +  2iA)  =  A^^sin  x  : 
donc  A-^^sin  x  =  —  (  2  sin  ^  A  )•(  A^*"*sin  x  +  A^*^*sin  x  ). 

Si  Ton  traite  de  la  même  manière  les  expressions  de  A^^'^'sin  x  ^ 

et  de  A^*3in*^,  on  trouvera  que  leur  somme  multipliée  par— ^  2sin  -A  j 

est  égale  à  la  première  valeur  de  A^f'^'sin  jr  ;  il  en  sera  de  même 
des  expressions  de  A^*sin;r  et  de  A^**'sinji: ,  par  rapport  à  A^*'*'*sinAr  : 
enfin  de  celles  de  A^*^*sinx  et  de  A^*+*sin;t,  à  Tégard  de  A^*^^sinA:. 
Dans  tous  ces  calculs  il  faut  prendre  chaque  différence  avec  le 
signe  dont  elle  est  affectée  ;  et  comme  les  quatre  résultats  indiqués 
comprennent  les  diverses  variations  qu'il  peut  y  avoir  dans  ces 
signes  >  Téquation  posée  au  commencement  de  cet  article  se  trouve 
démontrée  pour  tous  les  cas. 

G   2 
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889.  L'expression  générale      u^=u^  +  au^=zu,  +  au  +  a*u  donne 

sin(x  +  2Â)=sin  (x+k  )  +[sin(x+h) — ^sinAr] — sin{x + h)(isin ^ h)% 
lorsqu'on  y  met  pour  A*sîn;t  sa  valeur  du  n**.  887.  Cette  formule  est 
très-expéditive  pour  calculer  des  tables  de  sinus;  car  en  faisant 
successivement  a:=o%  x=i%  x=i%  etc.  et  prenant  A=i%  on  aura 

sin2*'=sini''+(sini** — sino*") — sini°(isin3o')' 
sin3*'=sini*'+($ini° — sini°) — sini°(isin3o')* 
sin4°=sin3*'  +  (sin3*' — sini*") — sin3'^(isin3o')" 
etc. 
et  il  ne  sera  besoin  de  calculer  par  la  série 

X  x^  x^ 

sinj:=: 1 ' — -etc.  (  Int.  n^  35  )* 

I  I.1.3  1.1.3.4.5 

que  le  sinus  de  30'  et  celui  de  i"*,  pour  lesquels  cette  série  est  très« 

convergente  :  si  l'on  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers 

nombres  par  le  terme  constant  (2sin3o')^,  il  ne  restera  plus  à  effec<* 

tuer  que  de  simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize 

décimales^  Terreur ,  suivant  Delambre,  n'iroit  qu'à  0,00000  00000  06 

sur  le  sinus  de  60"*.  Passé  ce  terme ,  les  sinus  s'obtiendront  par  la 

formule       sin  (  ôo"* + -^  )  =  sin  (  60^ — ^  )  +  sin  j4  , 

et  Ton  aura ,  pour  se  vérifier  dans  l'intervalle ,  les  sinus  suivans 

sini5°=:/î— /I,      sini8^=:^V^5  —  ^,       sin30^=:i, 

sin450=»/r,  sin^4''=i^l-U      sin6o^=:Vj. 

En  écrivant  x^^i\  or— 10'',  au  lieu  de  x ,  dans  la  formule 
sin  (.v+  2A)=sin  (Ar+ A)  +  [sin  (x+h) — sinjt] — sin(x+/z)(2SÎn  7  h  )% 
et  faisant  h=i\  h=io^\  on  aura  ces  deux  équations: 

sin(:r+    i')  =  sinx  +  [sinA: — sin(A: —  1')]  —  sin:c(2SÎn3o'y 

sin(A:+io'')  =  sina--|-[sin:c — sin  (a: — 10')]  —  sinx(2sin  5'')' 

qui  serviront  à  calculer  les  sinus  de  minute  en  minute  et  de  dix  secondes 

en  dix  secondes ,  lorsqu'on  aura  obtenu ,  par  la  série  rapportée  ci- 

dessus ,  les  valeurs  de  sin  i'  et  de  sin  30",  celles  de  sin  10''  et  de  sinç''. 

L'équation  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  être  retournée  ainsi  : 

sinx=sin(x+//)— [sin(A:+2A)— sin(x+A)]— sin(ji:+A)(isin^Â)* 

et  devient 

sin(  V— 2A)=  sin  (  jc—  A)— [  sin  :c— sin(  at— A)]— sin(A:— AX2sin  j  A)* 
par    la  substitution  de  x — 2A ,  au  lieu  de  x  ;  dans  cet  état  elle 
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donneroit  successivement  les  sinus ,  en  partant  de  Tare  de  90''  et 
en  allant  vers  o''« 

890    La  manière  d^employer  la  formule 

A"sîn  x  =  —  fisîn-J  {  A'^'^sin  x  +  A'^'^sin  x  } 

n^est  pas  difficile  à  trouver.  En  partant  d'abord  4e  o"*,  pour  passer  à 
un  arc  très-petit ,  que  je  supposerai  représenté  par  A  j  les  expressions 
de  A  sin  x  et  de  a'  sin  x  donneront  d'abord 

A.sino''=:  isin^AcosjA 
A"  sin  o*£=(i  sin  ^  A  )*sin  A. 

Ces  deux  différences  étant  calculées ,  on  aura  sin  A  et  sin  1 A  ; 
puis  formant  les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  facteur 
constant  (  2  sin  ^  A  )%  on  tirera  des  équations 

(A  \* 
2  sin  -  j  {a  sin  0*+  A*sin  o""  } 

/        A\* 
A^sîn  0*'=— f  2  sin-  J  {  A*sîno''+  A^sin  o*  } 

etc. 

par  de  simples  additions  et  soustractions  ,  les  valeurs  des  diffé^^ 
rences  successives  ,  au  moyen  desquelles  on  formera  celles  de 
sin3A9  sin4A9  etc.  (  n"*.  883  )• 

C*est  par  des  procédés  semblables  qu'ont  été  calculées  dans  les 
bureaux  du  cadastre ,  les  grandes  tables  des  sinus  naturels  ^  avec 
25  décimales  9  pour  les  loooo'"'*  parties  du  quart  de  cercle.  Prony, 
qui  a  dirigé  ce  beau  travail ,  le  plus  étendu  qu'on  ^t  encore  exécuté 
dans  ce  genre ,  ne  manquera  pas  sans  doute  de  faire  connoître  en 
détail  les  méthodes  dont  oh  s'est  servi  pour  en  simplifier  le  calcul. 
Les  tables  des  sinus  sont  déjà  stéréotypées ,  et  il  est  bien  à  désirer 
qu'on  en  fasse  bientôt  jouir  l'Europe  savante  ;  il  ne  reste  plus  qu'à 
imprimer  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tangentes  qui  ont  été  cal- 
culés avec  seize  décimales. 

Les  tangentes  se  déduisent  si  facilement  des  sinus  et  des  co- 
sinus,  qu'il  est  inutile  de  recourir  à  d'autres  formules;  d'ailleurs 
leurs  différences  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  commode ,  et 
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puis  dès  qu'on  les  a  jusqu'à  45^^  on  obtient  celles  des  arcs  suivans 
par  réquation 

tang(45«+i-^)=itang^  — tang(45^— 1^). 

Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 

sec^  =  tang(45*'dti^^)qptang^.   • 

891.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  sinus; 

Slfl  >ï 

nous  observerons  d'abord ,  que  la  formule    sinf-^r^ — r 

icos^^ 

donne  tous  ceux  des  sinus  des  arcs  moindres  que  45'' par  le  moyen 

de  ceux  des  sinus  des  arcs  compris  entre  45*  et  90^.  Pour  obtenir 

ces  derniers  de  degré  en  degré ,  Delambre  propose  la  série 

,  .   ,        .V     ,  •  ,^fsîn(j«r+A) — sio:r     irsin(A:+A)— sinjri*  1 

Uin(x+k)=Uinx+iM\-:->  "[  /      .     +^l  .  )    ;  .  J  +  etc.  [ 

^         '  lsin(x+A)+smjc     ^HinÇx+h^+sinx^  } 

qui, se  déduit  de  la  série 

^  Kn  +  i)^\n+iM\—^+^-^)  +l(—i-^  +  etc.]  , 

(  Int.   n%  x8  )  ,  en  faisant  n  =  sinx,   et   n  +  {=zsin(x  +  k) , 
d'où  il  résulte  {  =  sin  (  x  +  A  )  —  sin  x.  En  mettant  a  sin  x-  ^  au 

lieu  de  {,  on  aura 

,v     f  .  ,^f        Asinjr  1/       Asinx       \^  ) 

\sitï(x+h)=lsinx+iM\— -— : — +"{— ; — : — )  +  €tc.  [. 

^  l  isin;t  +  Asinx     3\ismjc  +  Asin,r/  J 

Si  l'on^prend  Arî=45**  et  A=:i*',  on  aura  pour  le  sinus  de  46**  une  série 

très*convergente ,  et  qui  le  deviendra  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 

avancera  vers  90"*,  parce  que  la  différence  a  sîn  x  va  toujours  en 

diminuant  :  quant  au  sinus  de  45**,  son  logarithme  est  7 1  ^  (*). 

Les  différences  successives  de  A 1  sin  ;t  ^  déduites  de  la  formule  ci*^ 

dessus ,  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour 


(*)  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple ,  propre  à  donner 
le  logarithme  du  cosinus  lorsque  Tare  est  très-petit  ^  et  que  Delambre  a  fait  remarquer 
le  premier.  On  sait  que 

l(i-^,*)=— 2jtf{i**+iAc4+|-tf  +  etc.},(n«.4o). 
SI  Ton  change  x  en  sîn  x ,  on  aura  1  —  **=  cos  *■,    1  { 1  —  *•  )  deviendra  1  cos  x*. 
où  ;^lco&Ar ,  et  on  obtiendra  par  conséquent 

1  Qosxzsz'^M  (  fsin*»4-^sin**4- Jsin**-|-ctc.  J. 
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être  employées  dans  Ja  pratique  ;  mais  lorsqu  il  ne  faudra  qu'inter- 
poler des  valeurs  très-resserrées ,  on  pourra  prendre  le  premier ,  ou 
les  deux  premiers  termes  dû  développement  de  cette  différence  9 
obtenu  par  le  théorème  de  Taylor,  termes  qui  sont 


h                                   A* 
M  fcot AT h  (  I  +  cot  ;i:M 1 , 


puisque 


^.Ism^r  ,^cos*  -^ 

--— =      M- =      -M^cot;^ 

dx  sin  X  > 

d^\s\nx  ,^     I  ^^  sin*-* + cosx* 

— — -=  —  ilf-T— ;=  — ilEZ r---; =— JJf(i  +  COtJc*). 

dx^  suiAT*  sinx*^  ^  ^ 

Quand  On  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  déjà  calculées , 
ou  de  les  corriger,  on  peut  donner  à  Texpression  de  lsin(r+A) 
une  forme  qui  permette  d'employer  y  au  lieu  des  sinus  naturels ,  des 
logarithmes  contenus  dans  ces  tables.  En  effet , 

sin(y  +  A)— sinx    tang^:r+A— y>_     tang^A       _         ^ 

sin(jc+A)  +  sin:^'"iangf  (;i?  +  A  +  ;^)     tang(A:+^A)  "^^'^S*  ^coH**+l/0; 

on  aura  donc 

l.sin(;t+A)=l$inx+iilf  tang-cot^^+-^  + ^tang-cot^Ar+-^  \ 

iM/       h      /       A 


H f  tang-cot^x+-j  \  +  etc* 


Les  termes  de  cette  formule  étant  des  fractions  assez  petites,  pour  les 
mettre  en  nombres ,  on  se  servira  des  logarithmes  des  tangentes  et 
des  cotangentes ,  donnés  par  les  tables  proposées ,  parce  que  Terreur 
qui  pourroit  se  trouver  dans  les  dernières  décimales  de  ces  loga- 
rithmes ne  sera  d'aucune  conséquence  par  rapport  aux  résultats. 
C'est  ainsi  que  Delambre  a  relevé  plusieurs  inexactitudes  dans  les 
grandes  tables  de  "Wlacq. 

891.  La  première  idée  de  calculer  ou  d'étendre  des  tables  parles 
différences ,  paroît  appartenir  à  Mouton ,  qui  publia  sur  ce  sujet ,  dès 
1670  ,  une  méthode  dont  je  vais  donner  un  exemple.  Soit  la  série 
des  nombres  o,  15 ,  41 ,  87,  162,  275,  etc.  dont  les  différences 
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troisièmes  sont  constantes,  entre  les  termes  successifs  de  laquelle 
on  se  propose  d'en  insérer  deux  nouveaux  assujettis  à  la  même  loi  ; 
il  faudra  par  conséquent  que  dans  la  nouvelle  série  les  différences 
troisièmes  soient  également  constantes.  Désignant  pour  abréger ,  par 
les  lettres  a,  b^  c,  i,le  premier  terme  de  cette  série,  sa  différence 
première  ^  sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième  j  on  formera 
par  les  principes  du  n*".  860  y  ce  tableau. 


Indices. 

I 

Z 

5 

4 

5 
6 

7 
8 

9 
10 


Nombres. 


a 
aAr    b 


3^  + 
6c + 


d 
4^ 


a+yb+iic+'^^d 
a  +  >ib+iSc+<6d 
a+^b  +  i6c  +  è4d 


Différences  i"». 

b 

b+   c 
b+ic+      d 

B+4C+  6d 
b+^c+iod 
^  +  6^+15^ 
b+jc+zid 
b+Sc  +  iSd 


Dlffér.  a^e». 


Dlffér.  3»w 


c+  d 
c+xd 
c+^d 
c+à{d 
c-^-^d 
c+6d 
c  +  jd 


d 
d 
d 
d 
d 
d 
d 


et  en  le  prolongeant  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire ,  on  y  trouvera  ^ 
dans  la  première  colonne ,  tous  les  termes  d'une  série  quelconque , 
dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes  ;  mais  lorsqu'on  aura 
intercalé  deux  nouveaux  termes  entre  chacun  de  ceux  de  la  série 
proposée ,  le  second  de  cette  série  se  trouvera  le  quatrième  de  la 
nouvelle ,  le  troisième  deviendra  le  septième ,  etc.  et  en  général  il 
faudra  laisser  dans  la  première  colonne  du  tableau ,  entre  chacun  de3 
termes  qu'on  prendra  y  autant  de  termes  intermédiaires  qu'on  veut 
en  intercaler* 

Dans  Vejç^mpU  actuel  les  termes  donnés  répondront  aux  suivans 


Indices. 

I 

4 

7 
10 


Nombres.' 

a 

a+jb+  JC+  d 
a  +  6b+  i^c  +  xod 
a  +  ^b+^èc  +  Sj^d 

etc. 


Différences  i'". 

3^+  3C+  d 
}b+iic+  igd 
-^i+lic  +  ôj^d 


Dlffér.  a««».  I  Différ.  3«««. 


9C+  iSd 
9^  +  45^ 


Ijd 


dont  les  différences  9  placées  à  côté ,  doivent  être  identiques  avec  celles 

qui 
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qui  résultent  des  nombres  o,  15,  41  ,  87,  etc.  En  calculant  ces 
dernières ,  on  obtient  1 5  pour  la  première  différence ,  1 1  pour  la 
deuxième ,  et  9  pour  la  troisième  ;  comparant  avec  la  formula  qui 
occupe  la  première  place  dans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus , 
en  commençant  par  la  droite ,  on  trouve 

d'oîi  Ton  tire  ^=j,  ^  =  7>  *  =  -y-«  on  a  de  plus  ^=0,  et 
par  le  moyen  de  ces  valeurs  on  formera  successivement  tous  les 
termes  de  la  série  interpolée. 

893.  Mouton  ne  put  résoudre  lui-môme  la  question  qu'il  s'étoit 
proposée  ;  ce  fut  un  de  ses  amis ,  nommé  Regnaud ,  qui  construisit  le 
tableau  qu'il  rapporte  dans  son  ouvrage ,  et  dans  lequel  ce  sont  les 
différences  cinquièmes  qui  sont  supposées  constantes.  Regnaud ,  qui 
ne  connoissoit  point  l'expression  analytique  de  la  loi  que  suivoient 
les  termes  des  diverses  colonnes  de  son  tableau  •  le  construisit  en 
commençant  par  celle  qui  se  trouve  à  droite ,  au  moyen  de  laquelle 
il  forma  les  autres  par  de  simples  additions  ;  cette  espèce  d'induction , 
beaucoup  moins  commode  que  les  expressions  algébriques ,  fît  ou* 
blîer  le  procédé  proposé  par  Mouton.  Prony  l'a  repris  et  en  a  déduit 
des  formules  par  une  marche  qui  doit  ressembler  à  peu  près  à  celle-ci. 

Supposons  qu'on  veuille  intercaler  m^-^i  quantités  équidistantes, 
entre  les  deux  quantités  u  et  7/. ,  qui  répondent  à  deux  indices  dont 
la  différence  est  l'unité,  il  faudra  partager  cette  différence  en  m 
parties  égales,  et  chercher  par  la  formule  du  n^  873  les  valeurs 

de  ttt  qui  repondent  aux  mdices  — %  — 3  — !•••  —  j    etc.    on 
^  *  m      m      m  m 

obtiendra  celte  nouvelle  suite  : 

u  +_  A  «  +  -^^ L£^^u->r— — '-  ù?u  -H  etc. 

m  m.xm  m.xm.'^m 

2  2(1 — m)         .   2(1— /w)(i — 2m)    , 

u  ^ A  «  +  -^^ ^  A*^+  -^= — i  ù?u  +  etc. 

m  fn*  2/72  Tfi  m  2/77  *\m 

.   3  ^     .  3(3— ^0^,„,  3(3— ^)(3— ^^).3,.  .  .^^ 
u  j^jl. £^u-\ — ■ A  //  +  • h  U  +  etc. 

772  77Z •  2/7Z  m .  2/7Z *^m 

n              n(n — rn)            n(n — /77V/2— 17;/)     , 
u+  —  £,u  +  — ^  A*//+  ~i ^-^ n^u  +  etc. 

m  777.2/77  777.  2/72. 3772 

Appendice.  H 
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ci'.^-nt  II  s'agira  de  trouver  les  différences  successives,  et  c'ef^t  ce  qui 
s'effectuera  d'une  manière  commode,  en  prenant  séparément  celles 
de  chaque  terme.  Le  résultat  se  présentera  sous  une  forme  très-élc- 
gante  et  tics-simple,  si  l'on  fait  attention  que  les  suites 

0,1,  2.,  3  , /2, 

o  ,  i(ï— ''O  ,  1(1— /7z)  ,  3(3—'")' n{ri—m)  , 

o,  1(1— /;0(  1—1^/2),  ^{^—m){^—lm)^  3(j— ///)(3— «2/^/)  ,. .  •  .^(/2 — m){n — 1/7/), 

etc. 

peuvent  être  regardées  comme  /z  +  i  valeurs   successives  déduites 

respectivement  des  termes  généraux 

X  ^       X  (^x  —  m)^       x[x  —  /;2)(jf— i/w),etc. 

en  prenant  pour  x  tous  les  nombres  entiers ,   depuis  o ,  jusqu'à  n 

inclusivement;    en   sorte  que  les  n+i   valeurs  de  «,  rapportées 

plus  haut ,  se  tireront  de  cette  expression 

X  x(x — m)  x(x — 77:) (a— 1/7/)    „ 

//  +  —  A//  +  -^ A"//  +  -^^ ^^^— z ^  A // , 

m  1.1/72*  1,2. 3/72 

x(x — ttt)  (x^^im). . . (x — (n — 1)7;)               x(x — :u)  (x — xm) . . .  (x-'-^nm)        . 
JL.^ Ll i i ^ ^f_^  A^iZ-l ^^ -^ ■ ^ A""*"*// 

1.2.3 ^^^"^  1.2.5 ('*+  l)^""*"' 


1.2.3 ('^  +  2)/«'"^' 


en  y  faisant  varier  seulement  x ,  par  des  différences  égales  à  l'unité. 
Si  on  désigne  par  «T// ,  J  '« ,  i^'^u. , .  S'^'u ,  les  différences  de  u  lorsque 

l'indice  augmente  de  la  quantité  — ,  en  conservant  toujours  la  ca« 

772 

ractéiistique  a  pour  les  cas  oh  l'indice  varie  de  l'unité  >  on  aura 

£i^\x(v — 777)]    .        ^*[x{x — m)(x — im)l     , 

I.2/7i'  1,2.3/72^ 

cr'//=  -^^ ^^-- LA  ^^u  +  etc. 

I .2.3^^ 

'    '    t   Kr            ^^Mx — 777)  (v — 2/77)... (.V — (n — i)'ny\ 
U  en  gcncral /''z^=     — ^^-^^ -■ — "^    ^       ^ LJAa''  u 

.     I  «  2  •  3  ....  7i  777* 

A"[  .V  (  x^m  )  (  ;c-^277;  ) . .  .  (at— .^777  )  ] 
1.2.3.^.(72+  1)72"'*"' 

A"rv(.v — m)  (x — 27?;). ..(.V — (n+  l))m']      . 

1.2.3...(/2  +  2)'7i"*^" 
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en  observant  de  faire  jv:=o ,  après  les  diffcreniiations.  Il  est  évident 
que  si  dans  la  série  des  quantités  données  // ,  u^  ,  //^ ,  u^ ,  etc*  le> 
difuirenccs  de  Tordre/;  sont  constantes,  l'expression  de  S^'u  s'tincten 
à  cet  ordre,  puisqu'on  atira  A'^'//=o,   et  le  dernier  terme  sera 

^p^^ 

I  •  2 .  3  .  •  •  ./^  //r 

Il  ne  rebte  plus ,  pour  avoir  l'expression  générale  de  i'^u  ,  qu'à  déve- 
lopper les  différences  des  fonctions 

X  y     AT  (  X — m)  ,     X  (  X — ;//)  (a- — 2;/  )  ,..,•. x  (  x — m) . . .  ( jc— Jw). 

Ces  fonctions  étant  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  x  , 
prennent  en  général  la  forme 

a'-*-'  +  Am  x'  +  Bm''x'''  +  Cm\x'-\  . .  +  I  m'x  , 

oîi  les  lettres  ^ ,  5,  C. ..,/,  désignent  des  coefEcîens  numériques 
indépcnduns  de  x  et  de  m.  Si  Ton  fait  successivement 

i  =  /2  —  I ,       i  =  /z ,       i  =  /z  +  I  ,       /  z=  /z  +  1 ,  etc. 

on  trouvera  pour  les  différences  n'""'*  de  cette  fonction ,  des  résultats 
de  la  forme 

A  ,         A  m  +  fi\         ct"//7*+  ,5"/w  +  /',  etc. 
*,  A,-&\  etc.  étant  des  nombres;  et  il  viendra  par  conséquent 

expression  que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit  : 


î [cLùru+ ^A"+'/^+_ ^ Î!Î-  ^"+'«4.  etc  l 

.2.  .../il  72+1  ^     ('^+l)(/2+2)  «+«^-J^ 


4r"tf_^  I         f      -     .  ^      ^^.  m 

en  observant  que  J'x^zz  — ,  puisque  l'intervalle  compris  eiitre  deux 

m 

indices  et  représenté  par  l'unité  est  partagé  en  m  parties  égales.  Passant 
aux  limites  relatives  à  la  supposition  de  m  infinie ,  le  rapport  des  dif- 

férences ,  dans  le  premier  membre ,  devient  le  coefficient  différentiel . 

et  Ton  trouve 

d"u  i  (  A         ^  et''  ^ 

.    H  % 
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foinuile  analogue  à  celle  du  n".  867,  et  où  Ton  peut  facilement  res- 
tituer la  quantité  h  que  nous  avons  supposée  égale  à  l'unité. 

894.  Nous  n'avons  encore  donné  des  formules  d'interpolation  que 
pour  les  séries  résultantes  des  fonctions  d'une  seule  variable  ;  nous 
n'entrerons  pas  dans  le  même  détail  à  l'égard  des  séries  dont  le  terme 
gcncral  tst  une  fonction  de  plusieurs  variables  :  nous  nous  bornerons 
seulement  à  faire  connoître  pour  ces  séries  une  formule  analogue  à 
celle  du  n°.  873.  Nous  observerons  en  premier  lieu  qu'elles  ne 
peuvent  être  coordonnées  avec  leurs  indices  que  dans  une  table  de 
la  forme  de  celle  qu'on  trouve  à  la  page  449  du  premier  volume 
de  cet  ouvrage,  et  dont  voici  un  exemple  particulier  tiré  de  la 
fonction  2/=  5  +  ;c*+  xxy  +  3J'^ 


l 


etc. 


yaUurs  de  x. 


3 


etc. 


3^ 


5 

6 

9 

14 

21 

8 

II 

16 

^3 

3» 

17 

Zl 

19 

38 

49 

3* 

39 

48 

59 
86 

etc. 

7i 

53 

6x 

etc. 

73 

lOI 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


etc. 


Une  pareille  table  se  nomme  TabU  à  double  entrée ,  parce  que   pour 
y  trouver  un  nombre  quelconque ,  il  faut  connoître  le  numéro  de 
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la  colonne  verticale  et  celui  de  la  bande  horisontale ,  où  il  se  trouve , 
circonstances  qui  sont  marquées  par  les  indices  placés  horisonta- 
lement  à  la  partie  supérieure  de  la  table,  et  par  ceux  qui  se  trouvent 
sur  le  côté  gauche,  La  valeur  que  reçoit  la  fonction  u ,  lorsque  ,r=3 
€t  j=î4,  par  exemple,  est  le  nombre  86,  situé  dans  la  colonne 
marquée  3  ,  sur  la  bande  numérotée  4.  Si ,  pour  plus  de  généralité , 
on  suppose  que  la  différence  entre  les  valeurs  successives  de  x  ^  soit 
représentée  par  A ,  et  que  k  désigne  celle  qui  règne  entre  les  valeurs 
de  j^ ,  il  est  évidient  que  Ton  passera  de  Tun  des  nombres  à  celui  qui 
le  suit  dans  la  bande  où  il  se  trouve ,  en  changeant  dans  la  fonction 
donnée  a;  en  jc  +  A  ,  et  à  celui  qui  le  suit  dans  la  même  colonne  où  il 
est  placé,  et  mettant  y + A:  pour  j^.  Pour  interpoler,  des  valeurs  in- 
termédiaires entre  les  termes  d'une  même  bande  ^  ou  d'une  même 
colonne,  on  n'a  besoin  que  des  formules 

A'            h\h'—h)    '       h'Œ—h)(h'^ih)    , 
«'=«+— V^+  ..  \         ^AV+        I     u     I --^V/+  etc. 

Jt'  k{k!^k)  kXk'—k)(k'—ik)    ' 

puisque  dans  le  premier  cas  y  est  regardé  comme  constant ,  et  que  x 
Test' supposé  dans  le  second:  mais  pour  considérer  la  question  en 
général,  il  faut  assigner  l'expression  d'un  terme  qui  se  trouveroit 
sur  une  bande  intermédiaire,  entre  deux  bandes  consécutives  du 
tableau ,  et  dans  une  colonne  intermédiaire  aussi  entre  deux  co- 
lonnes consécutives ,  ce  qui  revient  à  chercher  l'expression  de  ce 
que  devient  u  lorsqu'on  y  change  en  même  tems  x  en  x  +  /i  et  y 
eny+k\  Soit  1/ cette  quantité;  on  verra  facilement  que  son  dé- 
veloppement doit  résulter  de  la  substitution  dey  +  k'  h  la  place  dey 
dans  celui  de  ù\  ou  de  la  substitution  de  x+k'  à  la  place  de  x  dans 
celui  de  u^  :  arrêtons-nous  à  la  première  substitution  ;  nous  aurons 

,    k'     ,   A'(A'— *)      ,    kXk'—k)(k'—ik)  ,  , 

en  observant  que  ^//,  a*^z/',  etc.  représentent  les  différences  succes- 
sives de  u\  prises  en  faisant  varier  j^  de  la  quantité  A,  Développant 
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cette  équation  sous  ce  point  de  vue,  nous  obtiendrons 

h'  h'ih'—k)  h'(h'—h)(Ji—xh)    , 

h  n.i.i  /t.2«.3« 

A;'               k'     h'        .+«             k'      h'(h'—h)       »+. 
+  -rV^+   T  -T    ^       «+     -7 .       ,        ^       «   +  etc. 

k'(k'—k)  k'(k'—k)     h'       .+« 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  qu'il  est  aisé  de  pousser  aussi 
loin  qu'on  voudra  ,  il  faut  former  les  quantités 

«,         ^x^t,  ,  ù.\u ,  a\m  ,  etc. 

i-ri  a-fi  3+1 

6yU      ,  ù.  Il    ,  ^  «  *  ^  «    f       etc. 

i+a  a+a  3-fa 

A%Z^,  A        II,'  A        «,.  A        tt      etc. 

etc. 
Celles  de  la  première  ligne  s'obtiennent  en  prenant  comme  à  l'ordi» 
naire  les  différences  de  la  suite  des  nombres  écrits  dans  la  première 
bande  du  tableau;  puis  en  désignant  par  //^, ,  Uy^^  Uy^ ,  etc.  le  premier 
terme  de  la  seconde  ,  celui  de  la  troisième ,  etc.  bandes ,  et  prenant 
les  différenèes  successives  dans  chacune  de  ces  bandes ,  ainsi  qu*on  9 
pris  celles  de  la  première ,  on  aura 

u  ,  A,w ,  A^« ,  ù}^u ,     etc. 

^y%  >         ^*^;û  j         ^%^i»  3         ^^o^Uy^ ,  etc. 

Uy^  y        ^x^yi  %        àk'xUy^ ,        ^^xUyT^ ,  etc. 

etc. 
retranchant   les  termes  de  chaque  ligne  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  ligne  suivante,  on  trouvera 

f,,ù  =%,— ^,       A      U  =A,//^.— A,tt,       A       U  =:A  ^1/^^— A\« ,        etc. 

.+>  »+• 

Ava..=«,,— W;»,      A         «,,=ûa«;'î— A*Kj,,      A        %a=A  ,K^.,— A\«^,  ,      «tC, 

etc. 


^^•*> 
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En  opérant  de  même  sur  ces  dernières  lignes ,  il  viendra 

i+a                    i-fi                   i-Hi                  a -H  a+i                   «+« 

A*y//    =Ay//v,-^-Avtf ,     A        //    =:rA        Uy, A       U.      L         U     =A        Uy^ A        // ,      etC, 

^^           ^              x,y                x,y^            x,y    '          x,y  x.y-"            x.y 

i+«                  1+1                  \-\-\                9+3  a+x                  a+i 

■*»  7                 *»/                  *»J^                *>•  *iy                 *!/ 

etc. 


1-1-3  i-fa  i-fa  «1-3  «+3  «+» 

A\«=A*v//y, A\Z/,     A         //    =A        //y, — A        U^        A        //     =A        U...^-X        .V,       ÇtC. 


etc. 

Afin  d'éclaîrdr  ceci  nous  allons  l'appliquer  à  l'exemple  contenu 
dans  le  tableau  de  la  page  60,  dans  lequel  on  a  A=:i  ,  k-zi. 
Nous  en  tirerons,  !**•  en^  prenant  le  premier  terme  de  chaque 
bande  et  ses  difFcrences  successives , 

5110 
8310 

17  5  2  0 
3z  7  2  o 
etc. 

1*.  en  retranchant,   terme  à  terme,  chacune  des  lignes  ci-dessus 
de  celle  qui  la  suit, 

310 
920 
15        2        o 
etc. 
}•.  en  opérant  de  même  sur  ces  dernières  lignes , 

6         o 

6         o; 
4*.  enfin 

o; 
il  résulte  de  là 

«^==:Ç  ,  ^xU     =î=l,  A*,«    =2,  A^Z/mO 

•^  -^  *,>  x,y 

i-fa 

A*-«=é,         A      uzrno  y 

^  x,y 

et  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  V ,  après  y  avoir  fait  i^:tri , 
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A:=i ,  Il  Viendra,  par  les  réductions,  £^=5  +  /i^  +  ih!k'+ik'\ 
fonction  semblable  à  celle  qui  a  servi  à  construire  le  tableau, 

La  solution  du  problême  proposé  est  rigoureuse  dans  le  cas 
actuel ,  parce  que  la  fonction  qui  représente  le  terme  général  de  la^uite 
proposée  est  algébrique,  rationnelle  et  entière  ;  mais  quand  on  voudra 
faire  usage  de  la  formule  générale ,  pour  des  suites  d'une  autre  na« 
ture ,  il  faudra  que  les  différences  aillent  en  décroissant ,  comme 
lorsqu'il  s  agit  des  suites  dérivées  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

• 

895.  On  parviendroit  facilement ,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
à  la  formule  d'interpolation  relative  aux  fonctions  d'un  nombre 
quelconque  de  variables ,  c'est  pourquoi  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas  ;  nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  pour  le  présent 
sur  ce  sujet ,  auquel  nous  reviendrons  par  la  suite ,  en  faisant  re<« 
marquer  que  l'expression  de  i7,  du  n**.  précédent,  peut  s'obtenir  par 
l'analogie  qui  règne  entre  les  puissances  et  les  différences.  On  a ,  par 

les  n".  865 ,  869 ,  V^uz=^t,'u=t^'' '     ^X    —  i 

du       l(i  +  A,i^)       du         A'  w    .  .    V 

dy  k         '     dx  k    ^  ^  ^  ^^ 

ce  qui  donne  a'//  =  (  i  +  A,//  )  ^  (  i  +  a^m)  ^  —  i  ,  et  en  dévelop- 
pant, avec  l'attention  de  changer  les  produits  de  la  forme  (^x^Yi^fUy 

en  /^      z^ ,  on  retombera  sur  le  même  résultat  qui  se  déduiroh  de 

l'expression  de  i7,  trouvée  plus  haut  (  n"*.  précéd.  ) 

En  poussant  l'analogie  aussi  loin  qu'elle  peut  aller ,  on  auroît , 
quel  que  fut  le  nombre  des  variables  de  la  fonction  u , 

i        ^        a         L        V 

pourvu  qu'après  le  développement ,  on  écrivît  A  "/^,  au  lieu 

de  (A,tf)''(A,K)'(A,«)'-"« 

896. 
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896.  Le  Calcul  inverse  des  différences  est,  à  l'égard  du  Calcul     ^"^i?"'  '«^ 

,    ^  .         verse  des  dittéren- 

dircct ,  ce  qu'est  le  Calcul  intégral ,  par  rapport  au  Calcul  diflFé-  ces ,  par  rapport 
rentîel  :  il  a  pour  objet  de  remonter  des  différences  aux  fonctions  p^citw  "*^"*  ^** 
primitives.  Nous  nous  occuperons  d'abord  du  cas  où  les  différences 
sont  données  explicitement  par  les  variables  indépendantes ,  c'est- 
à^ire ,  où  Ton  a  >  pour  déterminer  la  fonction  u  y  une  équation 
de  cette  forme  ù!'uz=zf{x,  *)>  A  étant  la  différence  de  la  variable 
Indépendante  x. 

Soit  premièrement  «=1,  ou  Att=f(^,  A).  Cette  équation  ne  » 

fait  connoître  que  le  changement  qu'éprouve  la  fonction  u  lorsque  x 
devient  x+k^  et  ne  détermine  rien  sur  la  valeur  absolue  de  cette 
fonction;  mais  si  Ton  suppose  que  quand  x=a^  on  ait  uz:^B ,  il 
sera  facile  de  former ,  en  partant  de  ces  données  ^  toutes  les  valeurs 
de  n  ;  car  aux  indices 

a,  a+hf  a+xhy  a+yk^  etc. 

correspondront  ces  valeurs  de  u: 

Lintroduction  de  la  quantité  arbitraire  t  a  lieu  ici  comme  dans  le 
Calcul  intégral ,  pour  remplacer  la  constante  que  la  différentiation 
fait  disparoître  (  n"".  1 5  )  ;  mais  on  voit  que  la  signification  de 
réquation  A2f;=f(x,  A)  repose  dans  le  cas  actuel  sur  la  valeur 
assignée  à  l'accroissement  h ,  et  qu'on  ne  tire  de  cette  équation  qu'une 
suite  de  valeurs  discontinues  qui  se  succèdient  d'après  une  loi 
donnée. 

Si  l'on  a  voit  a*u  =i((x,'h)  ^  on  ne  pourroit  tirer  parti  de  cette 
équation ,  qu*en  se  donnant  une  première  valeur  de  u  avec  celle 
de  A IX  qui  lui  correspond ,  ou  deux  valeurs  consécutives  de  u.  En 
effet ,  si ,  lorsque  x=a ,  on  posoit  «=^ ,  et  A«=c ,  on  auroit  9  par 
le  tableau  du  n"".  883  ,  pour  les  indices 

^,    a+hj   a+iky  ^+3A>  etc. 

cette  suite  de  valeurs 

^,  *+c,  *+ic+f(tf,A),  *+3c+if(tf,A)+f(tf+A,A),  etc. 
Les  différences  de  l'équation  c^u={{x^  k)  donnant  successivement 
fi^^u ,  ^^u  y  etc»  on  peut  aussi  s'élever  immédiatement  à  u,^ ,  par  la 


«(/z— i)  ^       n(H— i)(n— 2)   , 

formule    i^=;«+/iAii+  ^ 'a*u+^ '-^ '-a^u. . .  +  a"/^. 

1,2  1.2.3  ' 

^ppcndicCf  l 
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dans  laquelle  on  voit  évidemment  que  les  deux  premiers  termes  u 
et  nàu  demeurent  arbitraires.  U  est  facile  maintenant  d'étendre  ces 
considérations  à  tel  ordre  qu'on  voudra. 

897.  Les  valeurs  successives  dt  u  ^  dbnnées  par  Téquation 
Au:=:{(^x^  h)  y  n'étant  autre  chose  que  les  sommes  consécutives 
des  termes  de  la  série 

*  . 

f(tf,  A),      f(tf+A,  A),      f(tf+iA,A),....f(a+/ïA,A), 

correspondans  aux  indices 

tf,  a  +  hy  tf  +  iA, ..a+nhy 

augmentées  de  la  quantité  arbitraire  i ,  il  s'ensuit  que  si  Ton  regarde 
a+nh  comme  représentant  la  valeur  indéterminée  dex  y  l'expression 
générale  de  la  somme  des  termes  de  la  même  série,  pris  depuis  le  com- 
mencement jusqu'au  terme  correspondant  à  ce  dernier  indice ,  inclusi- 
vement, sera  u+((^a+nhy  h) — i,  ou  u  +  ({xyh) — *,  ou  enfin 
u+^u — t.  Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  former  la  valeur  de  11 , 
qui  répond  à  l'indice  a+nk,  et  dont  le  développement  est 
i  +  f(tf,A)  +  f(tf  +  A,A)  +  f(tf+iA,A)....+f(tf  +  («— i)A,A). 
On  peut  déduire  immédiatement  ce  résultat  des  formules  générales 
du  n**.  860,  en  faisant  la  somme  des  équations  (i)  ,  qui  donnera 

et  par  conséquent 

ou,  comme  ci-dessus, 

«+A«— *=f(tf,  A)  +  f(tf+A,  A)*..,+f(tf+/iA,  A), 
en  changeant  u^  en  u,  u  ^n  b ^  et  mettant  pour  au ,  au^  ,  etc. 
leurs  expressions  relatives. 

On  voit  par  ce  qui  précède ,'  que  la  recherche  des  fonctiods 
primitives,  par  le  moyen  de  leurs  différences  premières  »  revient 
à  la  sommation  des  suites,  et  que  l'une  de  ces  opérations  conduit  à 
l'autre.  En  effet ,  si  l'on  désigne  par  S^^  l'expression  générale  de  la 
somme  des  termes  de  la  suite 

Att,        A«,,        AU^y....ù.U^^,\        Aiy„, 

on  aura  5^=//^+A«^^— «^  et  «»=vy,^— a«^ + « . , 

équations  dans  lesquelles  Uj^^  est  la  fonction  primiii/e  dont  la  dlffé-r 
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rcnce  première  est  erprîmée  par  le  terme  général  a^^  de  la  suite 
proposée ,  et  u  représente  la  constante  arbitraire.  Par  la  première , 
on  obtiendra  la  somme  de  la  suiteproposée,lorsquon  pourra  trouver 
la  fonction  primitive  correspondante  à  son  terme  général ,  et  la 
seconde  donnera  cette  fonction  primitive  dans  tous  les  cas  oli  Ton 
connoîtra  â  priori  le  terme  général  et  la  somme. 

Pour  indiquer  le  passage  d  une  différence  à  la  fonction  primitive 
dont  elle  tire  son  origine^  on  se  sert  le  plus  communément  du 
signe  s;  ainsi,  lorsque  Aii=f(jc,  A)  ,  on  a  i/=xf(^,  A)  +  co/ïir. 
D'après  cette  notation  et  les  équations  précédentes ,  il  viendra  pour 
la  série  dont  le  terme  général  est  f  (  jc  ,  A  ) , 

Sf(x^h)  =  sf(:i;,  A)  +  f(;r,  A)  — tfow/. 
xf(x,h)  =  S{(xyh) — f(jc;A)  +consf. 

en  changeant,  par  analogie ,  S^en  S{(xyh). 

On  donne  aussi  le  nom  d'intégrale  aux  fonctions  primitives  :  u  est 
rintégrale  de  A  « ,  sf  (  je ,  A)  est  celle  de  ((x^  A).  Cette  dénomination 
se  présente  naturellement  lorsqu'on  regarde  le  Calcul  différentiel 
comme  un|cas  particulier  du  Calcul  des  différences.  (  f^oyei  la  note  de 
la  page  2  du  deuxième  volume ,  et  n*.  470.  )  L'expression  générale  de- 
là somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  suite  proposée , 
ou  *yf  (  ;i: ,  A  ) ,  s'appelle  terme  sommatoire  ;  et  les  équations  rapportée* 
ci-dessus ,  donnent  la  relation  entre  le  terme  général  ^  son  intégrale 
première  et  le  terme  sommatoire» 

$98.  Les  règles  pour  l'intégration  des  différences  sont  en  très^petit 
nombre ,  et  malheureusement  les  cas  oh  l'on  peut  s'en  servir  avec 
succès  sont  très-bornés.  Il  suit  de  la  formation  des  différences ,  i''.  que 

A(jir+r— z)=A-5:  +  Ar— az, 

et  en  remontant  aux  fonctions  primitives ,  on  a 

s(A-Sr+ a7— AZ)  =  3;A^  +  s/îkr— saZ, 
ce  qui  ramène  l'intégration  des  différences  polynômes  à  celle  des 
monômes  ; 

1%  que  A.tfJTastfAX,  d'oii  izJX  =  x.tf  AAr=xtfxA  j!f,  ce  qui 
prouve  qu'on  peut  à  volonté  faire  sortir  du  signe  z ,  ou  introduire 
^ous  ce  signe  un  fsicteur  constant, 

Ix 
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3%  Lorsque   u  =  x""^^   et  que   m   est   un  nombre  entier ,   il 
vient 

I  1.2  1.1.3 

1.1.3.4 

En  intégrant  terme  à  terme  chaque  membre  de  cette  équation, 
remettant  dans  le  premier  jc"'*'*,  au  lieu  de  »,  et  passant  hors  du 
signe  2  les  facteurs  constans ,  on  obtiendra 

I  i.i  i.i«3 

+ ^^^ ^  A^S  Ar'"-^ . . .  +  A**'2 x% 

I.1.3.4 

Cette  équation  feroit  connoître  l'intégrale  sx"*,  si  Ton  avoit 
2;t^"*,  2jc""%. . .  .2:t%  puisqu'on  en  tireroit 

{m+i)h       (  1.2  1.1.3  /n+i  J 

Si  l'on  écrit  successivement  dans  cette  dernière  /n  -—  i ,  /o  — >  1 , 
m  —  3,  etc.  pour  m^  on  formera  des  expressions  de  x  ;r"^' , 
s  ;t"*%  s  jc"*""^,  etc.  qui  ne  dépendront  que  des  intégrales  des  puis- 
sances de  Af  qui  leur  sont  respectivement  inférieures.  On  peut  aussi 
former  ces  valeurs  en  remontant  ;  et  si  l'on  prend  d'abord  xrr=so , 

il  vient  ^x^'^-r ,  parce  que  l'accolade  ne  doit  renfermer  qu'un 

nombre  m  de  termes.  Cette  conclusion  se  vérifie  d'ailleurs  â  priori^ 
soit  en  observant  que  de  «=:jc,  il  résulte  A:i:=:A.:ir',  ;r=Ax^, 

X 

et  par  conséquent  x  x''=^  -  ;  soit  en  prenant  la  diffirence  de  la 
fonction  primitive  -,  pour  laquelle  on  trouve 


X  Jr  h 


h  h 

Faisant  ensuite  msi,  mz=z\^   m^sz"^^  etc.  et   substituant 
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successivement  poursx%  7^x\  £ji^%  etc.  les  valeurs  auxquelles  on 
parviendra  ^  on  formera  cette  table  : 

h 

I   JC*  t 

XJf*=--T X 

X  h        1 
lEx*—-- x*H X  h 

4    A           1              2*2 
X«*r=i X^^ 4?^A—  7  â^  h^ 

5  A        2  3  5*6 

^x'=lL.^Lx'+  ^x^h ^  :c»A' 

6  A         2  2.6  2*6 

etc. 
Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction  ^  supposons  qu'on  ait 
en  général 

2  x'^^tA  a?'""*''  +  iî  x"*  +  C  a:"*"*  +  Z?  d?'""^*  +  etc. 
nous  aurons  y  en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre , 

jg"=.4^    ^  ^x'^h+A'    ^   ^    x'^-'h^+A'^   T  ^   ^ ^jc'"-*A3+  etc. 

I  1.2  Ié2.3 

+    jB  —   4;™"'A  +       S  -^^ i  jc™-^A»  +  etc* 

I  1.2  • 

+         C  i ^  a?"^*A  +  etc. 

+  etc. 
et  comparant  entr^eux  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  x , 
nous  obtiendrons  entre  les  coeiEciens  A^  ^9^9  D,  etc«  les  re* 
lations  suivantes 

^rae   '  ■  ■ 

{m+  I  )A 

2  * 

1.3  2 

i.2«3.4  2*3  2 

etc« 


r 
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avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres  lés  coefficîens 
de  l'expression  de  s  a;"*,  quel  que  soit  Texposant  de  la  puissance  m. 
En  calculant  immédiatement  les  douze  premiers  termes^  on  trouvera 

(/72+i)A         1  21.3  6        1.3.4.5 

I  m{m—i){m—x){m—'i){m—jÇ)h? 

^        i_         .—— —  ■  * 

6  i.3.4.^.6.7 

3  /w(/n  — i)....(^---6)A^ 

10  1.3 H. 9 

6  X.3 10. II 

691  /n(/n~i)....(m--.io)fr' 

•-^.      ■  ■  ■  ■  ■  ■  X 

210  1.3 11.13 

^        3^  ;y2(;n— i)....(/;2^ii)V^    ^^,„ 

1  i,3.f  •  14. 15 

3617  m{m—i)....{m^i^)h'^     ^^^^^ 
30  I.3.. • V «lo. 17 

^     43867  m(;n— i)....(/n— i6)A'^   ^,^^ 

41  1.3 18.19 

1111177  m{m —  i). ..  .(/7î— i8)A"' 

iio  ^.^3 lo.ii 

etc.  +  consc. 

formule  dans  laquelle  les  co^fficiens  exprimés  en  nonibres  méritent 
attention,  parce  qu'ils  reviennent  souvent  dans  la  Théorie  des 
suites. 

Nous  observerons ,  avant  de  finir  cet  article ,  que  si  l'on  mul- 
tiplie s^"  par  A^  et  qu'on  passe  cet  accroissement  sous  le  signe  s^ 
pn  aura  cette  équation 


^m-.g 


x"^"^  I    ^,       I  mh^ 

X  x'^h  = ; ^*A-| a?""*'  +  etc.  +  consi. 

m  +  1         z  1  1.3  . 

dont  le  second  membre  a  pour  limite 1-  eonst,  lorsque  h 

m  +  i  ^ 

s'évanouit,  cas  auquel  x*"*A  se  change  en  f^dx ,  4'aprçs  ce  ^u'on 
fi  vu  daps  le  n"".  470. 
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899»  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer  toutes  les  fonc- 
ions algébriques  rationnelles  entières ,  dans  le  cas  où  la  variable 
indépendante  reçoit  un  accroissement  constant.  Prenons  pour 
exemple  la  fonction  -<^a?^+  5^?*+  Cx  +  Z>; 

nou^  aurons 

et  mettant  pour  sjc^,  20;%  sjc  et  zx*",  leurs  valeurs,  il  viendra 
— r^  —  ' — T^, — ^  "*! ' z — ' — ^  "* 7"; ^  +  ^^''^^^ 

4^  6A.  4A  6A 

900.'  Il  existe  un  genre  de  fonctions  rationnelles  qui  s'intégrent 
avec  la  plus  grande  facilité;  ce  sont  les  produits  de  la  forme 

en  effet ,  si  Ton  en  prend  la  différence  ^  on  obtiendra 

s{(x+tf  +  A)(a;+a+2A),.. .  (jtr+tf+;wA)}  = 
{x-^-a)  (Jtî+tf +  A)  (A:  +  tf +  iA)  • (^X'{'a+mh) 

Sî   Ton   écrit  dans    ce  résultat  x — A ,  au  lieu  de  a:  ,  et   /w  + 1 , 
au  lieu  de  m^  on  aura 

2{(A:+tf)(jc+tf+A)(jr+tf  +  zA)....(^+tf+;wA)}  = 
(:f+tf — A)(;r+tf  )(x+tf  +  A  )....(  a?+tf  +  ;n  A) 

On  donne  à  Ce  résultat  une  forme  plus  simple  et  qui  paroît  d'abord 
plus  générale,  en  représentant  la  fonction  u  par  XX^X^..,.X^, 
et    supposant    que    les    différences    premières    des    quantités 

X y  X^^  -y., Xjny  soient  constantes:  par  cette  notation 

on  trouve 

^siX^X^X^  •  •  •  •  -^mi^m^i — X)^zX^X^X^ . , . ,  X„,x(rnJ^  l)^X 
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d'où  il  est  facile  de  conclure,  comme  ci-dessus, 

ï  X.X^X, . . .  jr„=  ^f'^"''^-  +  con», 

*  V   V    V  Y    X_,XX,.  .  .  Xm  ^ 

en  mettant  /n+j  pour  /7z,et  diminuant  ensuite  de  l'unité  chaque 
indice. 

On  intègre  aussi  la  fraction  , 

parce  qu'en  la  différentiant  on  trouve 


-y — -STm-hi  (/w  +  i)aX 


et  qui  donne 


XX^X^9 .  .X„^^^  (/»+ ijAA    ATAjA!'^.  •  •  Aju 

et  changeant  m+i  en  /n,  on  obtient 


+  çonsi. 


+  c^/tf/; 


901.  Il  est  à  propos  d'observer  que  l'intégration  de$  fonctions 
de  la  forme 

peut  s'effectuer  par  les  formules  ci-dessus ,  en  les  transformant  en 
produits  de  facteurs  dont  les  différences  soient  constantes.  PoMr  le 
faire  voir ,  je  choisis  cet  exemple  très-simple  :  x^^  et  je  fais 

i:3=(jr+A)(A:  +  iA)(«+3A)  +  ^(*  +  A)(x+ii)  +  iB(x+A)+(7, 
en  supposant  que  h  désigne  l'accroissement  de  x.  Si  l'on  développe  | 
et  qu'on  ordonne  suivant  les  puissances  de  ;i;  ^  on  aur^ 

:ç^zzz  x^^6hx^^  1 1  A*a:  +  $  A^ 

+  5    X  +   B  h 
+   Ci 

et 
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et  comparant  entr'eux  les  termes  affixtés  de  la  même  puissance  de  x  ^ 
on  formera  les  équations  é 

II  A*+ 3-^A +^=0, 
6A^+  xAh^+Sh  +  Cr=o, 

desquelles  on  tirera 

et     :r'=(:r+A)(jt:+2AXx+3A)— 6A(^+AX^+iA)  +  7A*(x+A)— A% 
ce  qui  donnera  >  en  vertu  du  n"".  précédent , 

XJc'=^«(Ar  +  A)(:c  +  2A)(A:+}A) 

—  2Ji:(4P  +  A)(jif+  iA)+  ^hx{x^h)'^h^x  +  €0/151. 

Il  paroîtra  sans  doute  plus  court  d'appliquer  immédiatement  à  la 
recherche  de  l'intégrale  la  méthode  des  coefficiens  indéterminés ,  dès 
qu'on  aura  reconnu  que  cette  intégrale  est  de  la  même  forme  que  la 
diflR^ence ,  excepté  qu'elle  a  un  facteur  de  plus  dans  chacun  de  set 
termes  ;  on  fera  donc  tout  de  suite 

SJc'=r^ir(A:  +  A)(:t+xAr)(â?+ jA) 

+  Bx(x  +  h){x  +  xh} 

+  Cx[x  +  h) 

+D:fi  +  eonsi. 
et  pour  obtenir  les  coefEciens  A^BjC^D^Qn  prendra  la  diffë^ 
rence  de  chaque  membre  de  cette  équation.  On  parviendra  de  cette 

manière  à 

;t'=«4^A(Ar  +  A)(A:+iA)(jc+  3  A) 

+  35A(ar  +  A)(Ar  +  2A) 

+  iCA(:c  +  A) 

+  Dhi 
il  ne  restera  plus  qu'à  développer  le  second  membre  de  cette  dernière 
équation ,  à  l'ordonner  par  rapport  à  jc»  et  à  déterminer  les  lettres 
A  ^   B ,    C ,   D ,   comme  ci-dessus  :  ce  qui  ne  présente  âucuiïe 
difficulté. 

En  généralisant  ce  qui  précède ,  on  verra  sans  peine  que  pour 
ramener  la   fonction    ^  x*+ *jc^+ ^*^+ c^c.  à    un   produit  de 
Apptndw.  K 


/ 
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facteurs  équidiffircns ,  il  faut  ^  si  e&  désigne  le  plus  haut  exposant  de  a:  , 
la  comparer  à  cette  expression: 

^{x  +  h)\x+  ih) {x  +  ah) 

+  B{x  +  h){x+  ih)....{x+  (a— 1)/0 
+  C(x  +  h){x  +  ih)....{x  +  (ùL^i)h) 

+  l(^x  +  h) 
+  L. 

Lorsqu'on  voudra  l'intégrer,  on  pourra  poser  immédiatement 

:z(^ax''  +  tx^+cxy  +  etC.)=jéx(x+h)(x+  ih) (x-^ah) 

'\-Bxlx  +  h){x+ih)...{x  +  {et—i)h) 
+  C X  {x+  h)  {x  +  xh). . .  {x+(jt—i)h) 


+  Ix{x  +  h) 
+  Lx  -{-  const. 

et  opérer  comme  nous  l'avons  fait  pour  obtenir  sjc'. 

U  est  évident  que  cette  méthode  donne  aussi  le  moyen  d'intégrer 
le  produit  de  facteurs  équidifférens 

quoique  leur  différence  première  ne  soit  pas  égale  à  l'accroissement 
à^x  y  que  nous  continuons  à  désigner  par  A,  puisque  ce  produit  étant 
développé  devient  de  la  forme  ^ ;t*+  A;t^+  etc^ 

901.  La  considération  des  produits  de  facteurs  équidifférens  est 
d'une  telle  importance  dans  le  Calcul  des  différences  et  des  suites, 
ils  y  reviennent  si  souvent ,  qu'il  est  convenable  d'entrer  dans  quelque 
détail  sur  la  transformation  dont  nous  venons  de  montrer  l'utilité 
dans  le  n"".  précédent ,  et  en  même  tems  de  désigner  ces  produits 
par  une  notation  plus  concise.  Nous  choisirons  celle  que  Vander- 
monde  a  proposée  dans  le  Mémoire  de  l'Académie  des  Sciences  pour 
.l'année  1772  (  première  partie ,  page  489  ) ,  parce  qu'elle  nous  a  paru 
réunir  à  la  simplicité  ^  l'analogie  et  la  facilité  de  se  prêter  au  calcul. 

Par  l'expression  x""  on   entend  le  produit  d'un  nombre  n   de 
termes  consécutifs  de  la  suite 

X  ^    x  ^    X  y    X  ^    X  y  etc. 
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dont  les  difiërences  premières  sont  nulles.  Après  cette  suite ,  se  pré- 
sente immédiatement  celle-ci, 

x^       x  +  ÙLXy       JC+lAAT,        :c+3Ax,etC. 

dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  secondes  nulles  : 
il  paroît  donc  naturel  de  regarder  le  produit  d'un  nombre  n  de 
termes  de  cette  dernière ,  comme  venant  après  la  fonction  at",  dans 
Tordre  de  la  simplicité ,  et  de  Tex primer  d'une  manière  analogue  ; 
c'est  pourquoi  nous  représenterons  la  quantité 

n 

^(;»:+ Aar)....(a:+ (;2— i)AJf),  par  [x^l']^ 
A  tenant  ici  la  place  At  ax  pour  désigner  la  différence  commune 
des  facteurs ,  et  n  étant  leur  nombre.  Passant  aux  suites  dont  les 
différences  secondes  sont  constantes  et  les  troisièmes  nulles  ^  suites 
dont  la  formule  générale  est 

JC,       ^  +  A,       :c  +  lA  +  A%       Ji:  +  3A  +  3A%  etc. 

nous  indiquerons  le  produit  des  n  premiers  termes ,  ou  la  quantité 

jc(ji:  + a)(jc+2A  4.  A»)...(4P  +  «^+  -^ ^A*) 

par  le  symbole  [^9  a,  a*]  ,  dont  il  est  facile  maintenant  de  sentir 
l'esprit  y  et  d'après  lequel  on  peut  former  ceux  qui  conviennent  aux 
suites  dont  les  différences  constantes  sont  d'un  ordre  quelconque. 
De  ces  considérations  naît  un  genre  de  fonctions  liées  entr'elles  et 
avec  les  puissances  de  x  j  par  une  analogie  très-simple  et  très-natu- 
relle, et  jouissant  de  propriétés  très-remarquables  que  nous  ferons 
connoicre  dans  la  suite.  Nous 'nous  borneront  pour  le  moment  -à 

-■•-•'•  ■-.■'«'         , 'Il'  ÉÊ'  '        '  •         *  .-••■  i 

faire jquelques  observations  sur  la  fonction  [«^>  a]  ,  que  nous  nom- 
merons puissance  dt  x  du  second  ordre. 

V.  On  peut  la.présçnter  de  manière  à  rendre  la  différen^çe  a=i  ,  et 
faire  ensuite  abstraction  de  cette  différence ,  ce  qui  simplifie  un  peu  la 


-  F  r- 


notation  ;  en  effet ,  en  reprenant  la  valeur  attachée  au  symbole  \xy  a]  , 
on  a        jf(jc+Aa7)  (  a:+ iajk-)  (a;+  3  àx) . . . .  (  jf+ (  n-^i)Ax,) 

z;)(r.+')C«+0--(i;+'— )•    , 


X  Z'  r  X 


n 


ce  qui  donne  [x,à\=Ax^r — ,  il  =Ax"r— 1 ,  en  convenant  de 

K  1 


7^  C  H.    h    Du    Calcul 

ne  point  écrire  la  différence  des  facteurs  toutes  les  fois  qu'elle  est 
égale  à  Tunité. 

2^  Nous  avons  supposé  que  la  suite 

AT,       x+  Ax^       ^r  +  iA:»:,       x+  ^àx  ^  etc. 

étoît  croissante ,  on  indîqiieroît  le  contraire ,  en  affectant^a  caracté- 
ristique à  du  signe  — ,  mais  pour  donner  aux  produits  désignés 

par    r — 1  la  forme  des  cocfficieos  du  binôme  dont  les  facteurs 

sont  écrits  dans  un  ordre  décroissant ,  nous  supposerons  que  x  est 
le  dernier  terme  de  la  suite  proposée  et  que 

Laa:J        Ax^Ax         /  \ax         /  \Ax  y 

X 

Cela  posé  ^  faisons  pour  abréger  —  =/'  »  et  montrons  les  rapports 

^x 

m 

du  symbole  [/^] ,  avec  l'expression  si  bien  connue  />*•  • 

y.  h   est  d'abord  évident  que  de  même  qu'on  a  /^=;^"*/'""^» 


m  m 


on  a  aussi  [/»]  =  [pj[^— m};  car 

■    •    •    ■  • 

m  ^ 

et  le  troisième  produit:  ^  doat  le  dénier  factçur  se  réduit  à  p—^n+ 1  ^ 
renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le  second. 
'  4*,  Les  cohsé4uertces  qui  résultent  de  Téquation  /^"=/'"./>""^, 
lorsqu'on  y  fait  m=o  et  m  négative ,  ont  leurs  analogues  pour  les 
puissances  du  second  ordre.  Quand  /n=o ,  on  a  fzzif'f ,  d'oîi  /?"*=  i, 

n  m  it— m  n  on 

etl'équation  [p']=lp]ip — /w],  devenant  [/^]=[/'][/'],  donne 

aussi^Crf^T^i.;  '  .:        '.  '  -  .        /      : 

f^  En  faisant  n=zo,.  dansja  même ,  équation ,  on  en  tire 

o 

[/']=[/']  [/'—'»]  »  "  V^  conduit  à  [/»-.«]  =  tLi=-_ ,  comme 
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réquatîon  />"=/^"* •>""",  dans  la  même  hypothèse,  mène  à 

/'^""'ss -^  =  —  :  ^i  Ton  écrit  p+m^  au  lieu  de  p  ^  on  aura 
P       P 


[/-]= 


m 


Ip  +  m] 

Ces  deux  dernières  remarques  établissent  la  loi  de  continuité  entre 

n 

[/']=/'(/'— OC/'—»)(/'— 3)----(/'—«+  0 

■  "**                                                            I 
[  n  1  = w.  '         -  J 

(/'  +  '^)(/^  +  '^— 0  (/'  +  «  — 2')*--*(/^+  0 

En  écrivant  dans  la  dernière ,  les  facteurs  du  dénominateur  suivant 
Tordre  direct  de  leur  grandeur^  on  aura 

-«  I 

^'''^^  {p+i){p+^){p  +  3)-'^^{p  +  n)  ' 
et  si  Ton  fait  p^^o^  on  tombera  sur  cette  expression  : 

qui  toute  singulière  qu'elle  est ,  n'en  doit  pas  moins  être  adoptée  à 

cause  de  sa  simplicité.  Elle  n'est  point  absurde ,  puisque  le  facteur  o 

n'entre  pas  dans  son  développement. 

Eclaircissods  cette  notation  par  quelques  exemples  ,  le  produit 

*  .  ^  Il  * 

1 1  •  9. 7*  5  s'écrira  de  ces  deux  manières  :  [11,2],     i^l"  —  1 

la  fraction de  celles-ci  î        2.""T~— 'Hs     —rT-  !• 

5.7.9. II  Lx       J      x^Li  J' 

la  Êracdon revient  à         3'"*r n^ou— rf V 

1.4.7. 10. 13  3        -■        3  L      3I* 

I  .  -5  . 

enfin  — équivaut  à  Toi. 

1.2.3. 4. 5 

La  première  et 'la  seconde  fraction  se  ramènent  à  la  forme 


=[^]» 


en  divisant  chaque  facteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui 
règne  entr'euz. 
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La  formule  du  binôme  devient  par  ces  nouveaux  signes 

+  [/2][o]a"-"A"+  etc. 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qu'on  auroit 
pu  imaginer ,  c'est  qu'ils  sont  susceptibles  de  devenir  l'objet  d'un 
calcul  aussi  simple  que  celui  des  exposans  avec  lesquels  ils  ont  la 
plus  grande  analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  familiers  jkir  les 
fréquentes  applications  que  nous  aurons  occasion  d'en  faire  ^  mais  il 
doit  se  rappeler  soigneusement  ces  relations  : 

n 

[iP,  a]  =  jc",  lorsque  x  =  o  ~ 

A 

[  AT,  a]  =  ;c",  lorsque  x  est  infini  par  rapport  à  /i  et  à  A  (  n*.  862  )\ 

n 

[/i  ]  =  o  ,  lorsque  /^  =  o , 

— n 

[/»]  =  ?>  lorsque  /»  =-r  I , 

n-fl 
n  »-  «  \p'\ 

A[/']=         «[/»],         S  r/']  =  -7TT- +*<""'• 

72 -f-  I 

— /l-|-  I 

Les  quatre  premières  sont  évidentes  par  elles-mêmes  ;  les  deux 
dernières  s'obtiennent  et  se  vérifient  pat  le  développement  ^  en 
supposant  que  la  quantité  p  augmente  de  l'unité  ^  et  offrent  une 
nouvelle  preuve  de  l'analogie  que  les  puissances  du  second  ordre 
ont  avec  celtes  du  premier. 

903.  Occupons-nous  maintenant  de  transformer  les  puissances 


n — I 


du  premier  ordre,  />*,  en  fonctions  de  celles  du  second ,  [/^] ,  [/?] ,  etc. 
Pour  cela  soit 

et    supposons   que  n  devienne  »  +  i  ;   à  cause   de  f>"+*=/F".^^ 
on  aura 

/+'=:^/»[/»]  +5/'[/»]  +  CpIp  ]  +  2>/'I>]  ....  +i»«'[/']  +  Nplp-\  ; 
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»+»  n  n  n+i  « 

mais  de  [/']  =  [/'](/»  —  «)       on  tire /»[/»]  =  [^]  +  nC/»] 

«—I         .  n— 2                                                      n— 1          12 — I  n — 2 

n — 1           n— 5                                                       fl— j           n — 2  «— | 


substituant  ces  valeurs,  il  viendra 


12  1 


ii+i 


m-i 


Le  second  membre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  tirer 

successivement  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  ceux 

de  la  puissance  immédiatement  inférieure  ;  si  Ton  fait  /z=o ,  il  en 

I  I 

résultera  p=^[^p^  et  comme  \^p^=Pf  on  en  conclura  j4=i. 

Ce  premier  coefficient   étant  connu ,  tous  les  autres  se  forment 

avec  la  plus  grande  facilité  ;  et  c'est  ainsi  qu'on  a  construit  la  table 

ci-dessous. 

P'^lp] 

P'=[p]+\p] 

etc. 

On  arriveroit  à  l'expression  générale  de  p*^  avec  le  secours  de  l'in- 
tégration; car,  par  l'expression  de /?""*■*,  on  a 

AB  =  nAy       AC={n — i)5,       AD=z(n  —  i)C,  etc. 

2 

or  -rf  étant  i ,  on  trouve      5=s/2=sr  n]  =  ^^-^  =  — ^ i- , 

*■  2  2 
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ce  qui  donne  A  C  =  -^ — ,  et  en  observant  que  d'après  les 

X 

4 

formules  précédentes^  (n — i)*=[n— 1]+[« — ï],  oh  changera  a  C 

4  t 

5^-^= — ^=-^ ,  d  OU  on  tirera ,  en  intégrant , 


4 

en 


2 
1 


i\  4       3  /  U  4  3  j 

/ 


consi. 


A=ly 


Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  l'intégration  des 
différentielles ,  par  une  valeur  donnée;  et  puisque  les  coefEciens  B^C^ 
doivent  s'évanouir  lorsque  /2=o ,  il  s'ensuit  qne  les  constantes  mises 
à  la  suite  de  leurs  expressions  doivent  être  supprimées. 

Il  est  aisé  maintenant  de  poursuivre ,  c'est  pourquoi  nous  pas- 
serons aux  puissances  négatives ,  et  nous  ferons. 


— «  — «— I  — »i— ï  — «— m 


;,-=^[^ J  +  5  [/^]  +  C[/.]. .  •  .  +  iW [/> ]  +  JV[;.]  +  etc. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par/^^  nous  aurons 


-.n  — n— I         — ^ff— 2  .•^n'-m/n  — «....«^i 


/,-+'-^/.[/>]  +  ^7»  [/»]+ <?'[/']. . . .  +  Mplp]  +Np[p-\  +  etc. 


[/'1=[/'] (/'+«)  d'où /.[/;]=[/»]-«[;»] 

etc.  cic. 


d'où  nous  conclurons 

;,-+'=^[/,3+  ^[/']+       ,f[/']---+         An[^]+  etc. 

résultat  qui  ne  diffère  de  son  analogue  dans  le  n'.  précédent ,  que 
par  le  signe  de  /z;  et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  r=o« 
on  est  en  droit  d'affirmer  que  le  second  doit  se  déduire  du  premier , 
en  y  chargeant  simplement  le  signe  de  n.  On  prendra  donc 

etc. 

et 


A 

■    I 
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et  Ton  voit  que  la  série  ne  s'arrête  plus  comme  pour  le  cas  de 
Vexposant  positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de  f^p^^y  /^"%  etc. 
en  partant  de  la  valeur  de  f"  qui  est  i  ,  et  en  faisant  en  consé- 
quence /2=i,  dans  l'expression  de  /?~""*"*  rapportée  plus  haut,  laquelle, 

o 

à  cause  à,^f'=\jp\  j  donne 
jé^i ,      J5— -^=0,      C— iiï=o,...A^— (i  +  /w)Ai=o, 

d'où  on  tire 

/^""'=[/?]  + 1[/]+ 1 .  i\p]+ 1  •  i-  bL/']*  . . .  + 1  •  1. 3 (''2+  0  L/'J+etCw 

Supposant  ensuite  n=x ,  la  puissance  />"""+•'  se  changera  en  p"'; 
en  la  comparant  au  développement  ci-dessus  >  il  viendra 
^==1,      Jï  —  2-^=1,      C— 3J5=i.i,  etc. 
et  par  conséquent 

/^y -[7]  +  3[7]  +  "M+  etc. 
En  continuant  ainsi ,  on  trouvera 

P"=(p]  +  6[7]  +  3  5 Ip]  +  etc.  (*)• 
904.  Avant  de  terminer  l'exposition  des  propriétés  générales  des 

puissances  du  second  ordre ,  il  nous  reste  à  montrer  comment  on  ex- 


IT— I 


prime  la  fonction   [z^+j],  par  le  moyen   de    [/'],[/'],  etc. 
Puisqu'on  a  [/^]  =  [/^}^/'  —  «+  i)j  il  s'ensuit  que 

«—I  n  «— I  .  n 

\^p^{p+  i)=[/']+'2M  ;  mais  en  développant  l'expression  [/?+ 1] , 


^- •■  — ^ — — ~ — ^ • 1        ■  ■        -  . 

(*)  Les  formules  de  Stirling  ne  sont  pas  tout  à  fait  les  mêmes  que  celles-cî , 

parce  que  n'ayant  pas  apperçu  la  loi  de  continuité  qui  lie  [^J  à  [f?  J ,  il  prit  pour 

analogues,  dans  le  système  des  puissances  du  second  ordre,  les  expressions p  et  — , 

F 
qui  ne  le  sont  que  dans  celui  des  puissances  du  premier  ^  et  il  trouva  en  conséquence 

i  1 

etc. 
résultats  qui  s'obtiennent  en  divisant  par  p  les  deux  membres  des  valeurs  de  f  *, 
p^^f  etc.  rapportées  ci-dessus. 

appendice.  L 
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n  /ï— I 

11   est  aisé   de   voir   que   [/'+  i  ]=(/^+i  )[/^J*  <>"  ^"^*  ^^^^ 


n— l 


Maintenant  si  Ton  met  p+i  ^  pour  />,  il  viendra 


n— I 


[/^ +  !]  =  [/' +  i]  +  /^[;'+i]. 


*i— f 


et  substituant  dans  cette  équation  pour  [/'+  i]  et  [z'+i]»  leurs 
valeurs  déduites  de  la  précédente ,  soit  immédiatement ,  soit  en 
y  changeant  n  en  /z-— i  ^  on  trouve 


«—1  ff— 1 


En  écrivant  encore  p+i  ^  au  lieu  de  /^^  et  en  opérant  comme  ci- 
dessus  ^  on  obtiendra 

l>+3]  =  W  +  3«b]  +  3'»(«— 0^]+'^('»— 0(^— ^)W- 
L'induction  tirée  de  ces  résultats ,  dans  lesquels  les  coefEciens  numé- 
riques sont  ceux  du  binôme,  nous  conduit  à  cette  formule  générale  : 

+  [/][o]  ï:n]lp]+[/][o]  [n]  [/]"+  etc. 

qui  peut  se  vérifier  par  un  moyen  analogue  à  celui  que  nous  avons 
employé  dans  le  n"".  86o.  Soit  pour  cela 

[/'  +  î3=[/']+-^[''k/'r+^t'^][/']  +  C[/2][/.r+etc. 
et  changeons  ^  en  g+i  j  nous  aurons 

mettant  au  lieu  des  puissances  de  p+iy  leur  expression  déduite 


n  n  H— 1 


de  l'équation   [/>+i]  =  [/?]+« [/^]  ,  nous  obtiendrons 

n  n  I      n— I  2       « — 2  ^       n— | 

[/'  +  ?+ l]=[/']  +  ^it^']W  +  ^.W[>]  +  <:l[/2][;>]+etC- 

+  1        +^l        +5' 


résultat  qui  montre  évidemment  que  les  coefEciens  j4  ,  S  ,  C,  etc. 
suivent  dans  leurs  accroissemens  les  mêmes  loix  que  ceux  de  la  puis- 
sance q  du  binôme  ,  et  doivent  par  conséquent  demeurer  identiques 
avec  ces  derniers ,  puisqu'ils  l'ont  été  à  leur  origine» 
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905.  Retournons  maintenant  à  l'intégration  des  différences  ; 
passons  aux  fractions  rationnelles,  et  supposons-les  décomposées 
en  fractions  simples,  comme  pour  Tintégration  des  différentielles 
(  n\  364  ).  On  pourra  toujours  intégrer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  forme 

A  A 

A+rf  +  A  X-^A 

car  il  est  évident  que 

A  ji_^         A 


^  +  tf +A        x-^-d  x+a 

et  en  prenant  Tintégrale  de  chaque  membre,  on  arrive  à 

(A  A     )  A 

2  <  ; >  =  — — I-  const. 

l  x  +  û  +  h        x  +  a  )        jf+tf 

Il  est  à  remarquer  que  ni  Tune  ni  Taulre  des  fractions  dti  premier 
membre  ne  peut  s'intégrer. 

Soit  pour  exemple  7 .  La  décomposition  de  cette 

A*(  V  -|-  nj\^X  -J-  ihj 

fraction  en  fractions  simples  conduit  à 

tx  +  ih  I     I       I         I  1  r 

^^— iT-: n   =  -2  -  4-  - 


s      ■  ... -:   =  -  2  -  4-  -  s -T-  rX 


x{x+h){x+xh)        h     x       h     x+k        h      x  +  ih  * 
par  la  formule  générale  obtenue  plas  haut ,  on  a 


A  A  A 

=  2 


x+a  x+a+h         x+a^ 

et  par  conséquent         ^   2^=2 ; 

^  ^  X  x+h        x 

en  substituant  cette  valeur ,  on  trouvera 


2 

X 


mais 


'ix+ih                1  Ç          t.                    I         )         II 
£ =  «  ^  2  -  —  2  >  — ; 

{x  +  h){x+ik)        Ai     x+h  x+ik  }        hx 

2  I --; ;  i  =  - — r  i  il  Viendra  donc 

t  x+xh         x+h  j       x+h 


X 1 — . z^  — .  — : — —  — 1-  const.  =  —  — ^ +  const. 

x{x  +  h){x+%h)  h{x  +  h)        hx  hx{x  +  h) 

On  auroit  pu  mettre  immédiatement  la  formule  proposée  sous 

Li 


4-  const. 


84  Cn.    \.    DuCalcvl 

une  forme  évidemment  intégrable  9  en  l'écrivant  ainsi  t  ' 

'jx+xh I     I         I        I         2        ï  2  I        ^ 

et  on  auroit  conclu  sur  le  champ 

3r+iA  II        11 

x{x+h){x'{'%h)  ~'^  hx'^  h  x+h 

Cet  exemple  suffit  po«r  faire  connoitre  Tesprit  de  la  méthode  ^ 

et  Ton  voit  par  ce  qui  précède  combien  il  doit  être  rare  de  tomber 

sur  des  fractions  rationnelles,  qui  soient  la  différence  exacte  de 

quelque  fonction  primitive.  En  revenant  sur  ce  sujet  par  les  mc- 

thodes  d'approximation  •  nous  ferons  voir  que  la  fraction  , 

^  x  +  a 

n*€St  pas  même  intégrable  par  logarithmes ,  comme  lorsqu'il  s'agit  des 

di£Férentielles. 

906.  Les  cas  x>ù  Ton  peut  intégrer  les  différences  irrationnelles 

sont  si  rares  et  si  particuliers,  que  nous  ne  nous   y  arrêterons 

t  pas  ;  on  en  reconnoîtra  d'ailleurs  les  caractères  ,  en  différentiant 

des  fonctipns  irrationnelles ,  et  nous  passerons  en  conséquence  tout 

de  suite  aux  fonctions  transcendantes ,  parmi  lesquelles  il  s'en  trouve 

plusieurs  qui  se  prêtent  assez  facilement  aux  intégrations.  De  ce 

nombre  est  la  fonction  a'. 

a* 
En  effet ,  puisque  A .  d*=a'(a^—  i  ) ,  il  s'ensuit  s^ '=-j h  const. 

On  intègre  aussi  l'expression  a'y ,  lorsque  y  est  une  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  de  x  ;  car  si  l'on  fait  y=A+ fix+yx*  +  J'x^  +  etc» 
que  l'on  suppose  ensuite 

j:a''{<t  +  lix+yx^  +  S^x''+etc.)—a'{4+Bx+Cx^  +  Dx^+etc.) 
et  qu'on  prenne  la  différence  de  chaque  membre,  on  trouvera 

K  TP    -rr     ^        T        y      {^a'(j4+Bx+ Ca*+ etc.) 

développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  <z*,  il  viendra 
*+j8jf+>.x*+J*«'  +  etc.  =(a*— 1)(^+  Bx+  Cx^+Dx^+etc.) 

+a*A  (5+iCa:+3Z)a:»+ etc.) 
•+d*A*(C+3Z?A-+etc.) 
•+«*AX^+etc.) 
+  etc. 
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Comparant  les  termes  semblables  dans  chacun  des  membres ,  on 
aura 

«  =  — ^+a*(^+  iîA+   c:A*+Z?A^+ etc. 

Iè=—B  +a^(B  +  iCh  +  ^Dh'+ tic.) 

y C+a^((7  +  3Z?A+etc.) 

J^  =  — /?+a\Z>+ etc.) 
etc. 

Si  pour  donner  un  exemple  on  veut  terminer  ^yx^lz.  fonction  jk  ^ 
on  fera  J^so*,  ce  qui  donnera  i^so,  et  on  trouvera 


C=  - 


a* — I 


_^i8  — iCû^A       _    a\^—xyh)  —  fl 

_  rt— ^iZ*A— C^*A*  _  tf**(*— /3A+>A*)— tf*(itf  +  i8A— >A')  +  * 


â 


*™  I  (^*— 0' 


ssin;if=s ^^ =  - — ' fx^~* — sr***^-^*) 

2  1/ — I  21/ — I  *■  ^ 


d'où  on  tirera  s a'( a  +  fix  +  yx^)==- const.  +' 

/f^^^(^— j9A+>A^)— ^^(2^+gA— >A^)  +  ^     (^^(g— 20.A)— /3):c        yx'    } 

"*  t  (^*— 0'  (a*— 0'     "^  a*— I  r 

007.  Venons  maintenant  à  l'intégration  des  fonctions  circulaires. 
Elle  s'effectue  par  les  formules  trouvées  plus  haut  ^  lorsqu'on  fait 
usage  des  expressions  exponentielles  de  ces  fonctions  ;  on  a  ^  par 
le  n^.  37  de  llntroduction ,  et  par  le  précédent , 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  et 
de  cosinus  ^  devient  successivement 

sin(:r— A) — sinJt    - 

2  sin  x^  =1      •: r: — V  ^o^st. 

2(1  —  cosA) 

sinor— sin(A: — A)  cos(;f— ^A) 

=  — ■ -— r-r^r f-  COnSt.  =  -—  : ——^   +    tf(7«J/. 
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au  moyen  des  relations 

I— cos^=2(  sin  \A)\  sîn^— sin5=2sîn^  (^— 5)cos  î  (^+  ^  )• 
On  étendroit  sans  peine  ce  procédé  à  beaucoup  d'autres  fonctions 
du  même  genre ,  mais  il  paroîtra  sans  doute  plus  commode  d'opérer 
immédiatement  sur  les  sinus  et  les  cosinus  y  ainsi  que  nous  allons 
le  faire. 

908.  1%  L'équation  cos-^ — cos5= — isin^  {A — 5)sin7  (^+^)  y 
donne 

ACOsa-  =  cos(;ir  +  A)  — cosx=: — isin^Asin  (x  +  fA), 
d*oîi  on  tire 

.     ,       .    ,_.  ACOSJir  .  ACOs(a:  — |A) 

sm(Ar  +  lA)= -r-TT^  ^^  smx= 7— Tu » 

^  '  isin^A  ism^A 

en  écrivant   x  —  ^  A  ,  au  lieu  de  a:  ;  prenant  ensuite  l'int^rale  de 

chaque  membre  de  la  dernière  équation  ^  on  obtient ,  comme  ci-dessus  9 

cos(a-  — ^A) 

ssm  jr  = .    ,  , — -  +  const. 

z  sin  ^  A 

2".  L'équation  sin-r^ — sîn5=zsinY(-^— -B)cos7(-^+5),  donne 

Asinx=:sin(A:  +  A)— sin:»r=:  zsin  jAcos  (a;+  jA)  , 

d'où  il  suit 

,  .  ^        A  sin  X  A  sin  (  a:  —  ^  A  ) 

C0S(.V  +  ^A)=. Tf  COSa:= r— TT t 

sin(x-.fA) 

r  COS  a:  = T—r-, — ^  +  const. 

z  sm  7  A 

3*.  La  conversion  des  puissances  de  sinus  ^  de  cosinus  et  de 
leurs  produits ,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multiples , 
ramènera  aux  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver ,  l'inté- 
gration de  la  fonction  générale  sinx^^cosA^^  lorsque  les  exposans  m 
et  n  seront  des  nombres  entiers  positifs. 

En  eflfet ,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
f orme  .^  sin  j^  :ir ,  ou  ^cos^at^  dont  les  intégrales  se  déduiront  de 
celles  de  Asvax  et  Azo^x  ^  en  écrivant  ^x  et  ;  A,  au  liçu  de  * 
et  de  A  ;  et  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  en  général 

z  sm  7  ^  A 

z  sm  j  f  A 
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Lorsque  le  développeioent  de  la  fonction  sînjc'"cosAr"  contiendra 
des  termes  constans ,  son  intégrale  renfermera  Tare  de  cercle  x  ^ 

puisque   Xj4^zj4^x''=A-', 

h 

909.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  rintégratlon  des  fonctions 
circulaires  et  obtenir  la  fonction  primitive  dont  la  différence  est 
x^'iitïx^  ou  A^'cosx',  je'  étant  une  fonction  de*  ayant  pour  dif- 
férence première  la  constante  A'.  Les  développemens  des  fonctions 
A{{x^hycos(x'—ih')}  et  a{(;c  — A/sinC^r'— ^A')}, 
donnent  les  équations 

A  { (x— A)'^cos( A-'--  i  A')  }  r^AT^^cosCjc'  +  ï  AO— C^c— A  )'^cos  (  ^'—  î  A'  )     . 

:ï=;c''{cos(Ar'+  ±A')— cos(a:'— iA')  }  + 

\l :c^-^h^  PiETlll ^^^h^ ^K/^-0C/^-0^.-3A3_,tc. I cos(r'-.  1  k') , 

A{(Ar— A/sin(x'---^A')}=A:^sin(.r'+TA')— (je— Aysîn(;e'— lAO 

=jc''(sin(je'  +  ^A')— sin(x'— f  AO}  + 

Il  i.i  I.2,3  J 

Substituant  dans  Tune  la  valeur  de  cos  (x'+  ^  A')  —  cos  (  :e'—  7  A'  )  , 
et  dans  l'autre  celle  de  sin(*'+^A') — sin  (*•'— ^-A'),  il  viendra 

A  {  (x-.A)''cos(jt:'—  i  A') }  =ï  —  a  :c''sin*'sin  ^  A' + 

[L^p-^h^  -P(£lll2;,^.A.+^i^r:l)i^=fix'-A3-=tc.]cos(x'- i  AO, 
U  1.2  1.1.3  J 

A  {  (r— A)'sin(*'—  ^  A')  }  =  i  *'cosx'sin  i  A' + 

Il  1.2  I,2.3  j 

tirant  de  ces  dernières  la  valeur  de  oi^sitïx^  ,  celle  de  x^qo%x'  ,  et 
prenant  l'intégrale  de  chaque  terme  du  résultat ,  on  aura 

,.      /  (a:— A/cos(a:'— ^AO 

2  sin  ^  A'  ^ 

-Ar^ff  A2^^->cos(^'~iA'>--^  (^  -7'  )  Â*x  A-'-cos  (  .v'- ^  A'  ) 
zsm  7  ^  t  1  ^  *  ^ 

/'(/>-î)(/'-'^)  ^,^ ^^,çQ5 ( ;,'_  1  A' )  —  etc.  ]  +  const. 
i.a.3  J 
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S  x'cos  *'=  ^ —^n,  

isin^A  II  i.z 

^P(P~i)(p—^)  ^, j  ^-jjj^  /  ^._  1  ;i'x        etc.  ]  +  CO/M/. 

1.1.3  J 

Si  l'on  Élit  d'abord  p=i ,  ces  formules  donneront 

,  (r— A)sin(x' — ^A*)  A  , 

et  comme,  par  le  n"".  précédent ,  on  a 

5:$in(Ar  —1^0= >    ,  , .     ,  îCOs(x  —  f  A')=: — \    ,  , ,  ^ 

^  isin^A  ^  ^       asm  7  A 

il  en  résultera 

(:r-.A)cos(x— iA')  hsln(x'—h') 
ism^A  (ism^A)* 

^  (jr— A)sin(a:'— lAO  Acos(a:'— A') 

zsmfA'  (zsmjA  )• 

Avec  ces  expressions  on  obtiendra  celles  de  :zx*sinx\  îx*cosx', 
çn  faisant /?=:jL,  puis  celles  de  zx'sinx',  SAr^cos:r',  en  faisant /y::^}  , 
et  ainsi  de  suite;  on  sera  donc  en  état  d'assigner  l'intégrale  des 
fonctions  j^  sin  Jt ,  j^  cos  ^ ,  dans  tous  les  cas  où  y  sera  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  x. 

n  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  prend  x=ax^+b^  ce  qui 
donnera  hzz^ah'^  on  conclura  immédiatement 

X^ax'-^-bfsyXix'^         "^{ax'^  bycosx\ 

de  s  x^sin  x\  S  x''cos  x\  en  changeant  hors  des  sinus  et  des  cosinus 
seulement,  x  en  <ix'+A  et  h  en  ah'.  On  n*a  pu,  jusqu'à  présent 9 
faire  pour  les  tangentes  et  les  sécantes ,  ni  pour  les  fractions  ayant 
pour  dénominateurs  des  puissances  de  sinus  et  de  cosinus ,  ce  que 
nous  venons  de  faire  sur  les  fonctions  rationnelles  et  entités 
de  ces  derniers. 

910. 
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910.  L'intégration  par  parties  se  pratique  sur  les  différences  aussi 
bien  que  sur  les  difFérentielles.  Soient  P  et  Q ,  deux  fonctions  quel- 
conques de  a:  ,  et  faisons  2PQ  =  Q2P+î,î  étant  une  fonction 
inconnue  de  la  même  variable.  En  prenant  la  différence  de  chaque 
membre  de  cette  équation  ^  on  aura 

/>Q=(Q+aQ)2(P+aP)~QsP  +  Aç; 
développant  et  réduisant ,  en  observant  que  QsaP=PQ  ,  il  viendra 

o  =  aQ2(P+aP)  +  Aî,ou  aç  =  — aQs(P  +  aP), 
et  par  conséquent 

ç=— 5:(aQs(P+a/>))=— SaQsP.  ,        2PQ=QsP—2(aQsP.), 

Soit  encore  2(aQsP,)=aQ2'P, +  ;;;(*);  si  Ton  prend  les  différences 
et  que  Ton  opère  comme  ci-dessus,   on  trouvera  successivement 

aQsP,  =  (aQ+a*Q)2(sP,  +  P,)  — AQs*P.  +  At 

0  =  A*Q2(2P.+  P,)  +  Aç,   ou    Aî  =  — A»(2S(2P.  +  PJ. 

Il  est  facile  de  reconnoître  que 

2P,  +  />,=S/>,+  A.2P,=  s(P.  +  A/>,)  =  sP., 
et  Ton  aura  par  conséquent 

Pour  aller  au-delà  de  ce  résultat ,  on  fera  2(a*Qï»PJ=a'Q2^P,+;5;, 
et  on  obtiendra 

A*Q2*P.=  (  A^Q  +  a3Q)2(s^P.+  2/>.)— a»Q2'P.+  Aî 

et  comme 

2»P.+  2P,==ï-P.+a.s*P.=2*(P.+aPJ  =  2^P5  , 

on  parviendra  à 

2P  Q=  QzP~A  Qs»/>,+  A^Qz^P.— x(A^Qs'p5). 

En  général,   soit  2(a"Qs"P,j*)  ,  le  terme  auquel  on  arrive  après n 

opérations  semblables  aux  précédentes  ;  si  l'on  suppose  que 

2(a'^Q2"P„)  =  a»Qs"'^T;,+  î, 

et   qu'on    répète  sur  cette  équation   ce  qui   a  été  fait  sur  ses 

analogues ,  on  en  tirera  l'équation 

X  (  A»  Q  2«P^  )  =  A"  Q  X^'P^—  2  (  A-^^  a  S"+"P^.  )  , 

(•)  Icî,  de  même  que  pour  les  difiércnces,  ou  écrit  2*-Y ,  S^-X",  etc.  au  lieu 
4c2(2Jr),2(2(2X)),ctc, 
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qui  renferme  la  loi  de  cette  expression  élégante ,  donnée  pour  la 
première  fois  par  Taylor ,  dans  les  Transactions  philosophiques  : 

2PQ=  QsP— aQs'P,  +  A'QS^P,— A^QS^P,  +  A^QS^P^—  etc. 
Si  l'on  y  met  pour  P^ ,  P^,  P^,  etc.  leurs  valeurs  en  P ,  et  qu'on 
effectue  les  intégrations  qui  deviennent  possibles,  elle  se  change  en 

SPQ=QSP— A  Q(£*P+    SP)+A*Q(2^P+2X»P  +  2P) 

—  A^Q(s^P  +  32^P  +  3x*P+  2;P)+  etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Va  présentée  dans  son  JSssaî 
sur  ^application  de  t Analyse  à  la  probabilité  des  décisions^  p.  163. 

Elle  s'arrête  toutes  les  fois  que  la  fonction  Q  mène  à  des  diffé*^ 
rences  constantes  dans  un  ordre  quelconque  ;  et  si  la  fonction  P 
est  susceptible  d'un  nombre  suffisant  d'intégrations  successives  ^  on 
parvient  à  l'intégrale  exacte  de  h  fonction  PQ. 

911,  Il  $uit  de  là  que  l'on  peut  intégrer,  i"",  toute  fonction  de  la 

Aùl''+  Bx^+Cxy+ 

forme • 

n  ' 

quand  les  exposans  du  numérateur  seront  entiers  et  positifs. 
1%  Toute  fonction  de  la  forme 

a'^'^Jx^^  Bx^+  Cxy )  , 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 

3**.  Enfin  toute  fonction  de  la  forme 

sinjc"»cosAr"(^A:f  +  5^:^+  Cx^ )  , 

pourvu  que  m  et  n  soient  positifs ,  et  en  changeant  le  produit 
sin  jc*"cos  x"  en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples. 

n 

Ces  remarques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions  [r],  a"**,  sinjf 
et  cos  X  j  sont  susceptibles  d'un  nombre  quelconque  d'intégrations 
successives  (  n°*.  901 ,  966 ,  908  )  ;  elles  méritent  d'autant  plus 
d'attention  qu'elles  comprennent  à  peu  près  tous  les  cas  oii  Ton 
peut  intégrer  les  différences  qui  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable  , 
et  qu'elles  conduisent  par  conséquent  à  la  sommation  d'un  grand 
nombre  de  suites  (  n%  897  ). 

911.  On  exprime  aussi  l'intégrale  d'une  fonction  quelconque  «, 
par  le  moyen  de  ses  différences.  Il  suffit  pour  cela  d'observer  que 
si  l'on  fait  2«  =  Z7,  et  que  l'on  désigne  par  U^^  la  valeur  que 
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prend  £/,  lorsqu'on  y  change  x  en  x — nh ,  on  passera  de  i/  à  i7_„  9 
par  la  formule  du  n"*.  873  ,  qui  devient  dans  ce  cas 

I  1.2  I.Z.3 

et  donne  par  conséquent 

I  1.2  I.2.3 

après  qu'on  y  a  substitué  pour  Ai7,  A*i7,  A^i7,  etc.  leurs  valeurs 
déduites  de  Téquation  £/=Stt. 

Mais  il  est  visible  que  i7— i/_^  n*est  autre  chose  que  l'intégrale  de 
la  fonction  u ,  prise  depuis  x ,  jusqu'à  X'-^-^nh  ^  puisque  d'après  les 
conventions  établies 

V      =«'-i+«-a  +  «'-î+ +«-,j  +  «^-,t-,+«^-n-.+  etc. 

^^n—  »-«-«  ^U^n^^-^-  etc. 

on  aura  donc  •    • 

I  1.2  I«2«3  1.2.3.4  ^ 

en  se  rappelant  que  par  cette  valeur ,  l'intégrale  est  renfermée  entre  les 
limites  x  et  x — nh. 

Quoique  pour  rendre  le  passage  indiqué  ci-dessus  plus  facile 
à  saisir ,  nous  ayons  supposé  que  le  nombre  n  Tût  entier  ^  il  peut 
néanmoins  ici  ^  comme  dans  la  formule  du  n**.  873  ,  être  quel- 
conque; d'où  il  suit  que  si  on  veut  pousser  l'intégrale  jusqu'à 
l'origine  des  jt,  on  aura  encore 

I  1.2  I.2.3  1.2.3.4 

9c^  désignant  le  rapport  de  ^  à  A. 

Lorsque  la  différence  h  de  l'abscisse  devient  évanouissante  et  qu'on 
prend  les  limites  en  conséquence,  la  valeut  de  ^Sa  devient  celle 
de  fudx  ^  que  nous  avons  donnée  dans  le  n"".  485 ,  comme  l'ex- 
pression générale  de  u^^  se  change  dans  la  série  de  Taylor  (  n%  86 1  ). 

M  2 
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En  efFet,  on  trouve  successivement 
suh=z u i — -I — i 1*  ^ — Z^^Jl — I — i +  etc. 

I  1.2  h  I.2«3  A^ 

•       xk              \      x'y  Au           V      x'  /\      X  J  A*tf 
:s.uh'=z — u 1 —  +  etc. 

I  1.2  h  1.2.3  A* 

d'où  on  conclura 


a;* 


-,  ^^  du  x^        d^u  . 

fudx=iX  u — ^  H : -j-^  "*  ^^^• 

1.2     dx^  1.2.3     dx"" 

si  Ton  fait  attention  qu'à  cause  de  x  .-=  x^h ,  le  rapport  x'  augmente 
à  mesure  que  h  diminue ,  et  devient  infiniment  grand  lorsque  cet  ac- 
croissement s'évanouit. 

On  parvient  encore  à  une  expression  de  s  2^ ,  qui  diffère  de  celle 
que  nous  venons  d'obtenir,  en  ce  que  les  quantités  UjAu^  a^u , 
sont  relatives  à  l'autre  limite  de  l'intégrale.  Supposons  qu'on  de- 
mande-la  valeur  de  l'intégrale  x«,  prise  depuis  x  =  a  jusqu'à 
x  =  a  +  nh:  on  désignera  alors  par  -^ ,  a^,  a*-^,  ce  que  de- 
viennent les  quantités  u  y  au  ,  a*u  ,  etc.  lorsqu'on  y  change  x 
en  iz  ;  on  aura ,  par  la  formule  du  n''.  873 

n(n — i)     ^      nfn — i)(n — 2)     ,^ 

1.2  1.2.3 

et  en  prenant  depuis  -r  =  o  jusqu'à  x^==-x*hy  il  viendra* 

,        ,  .,      ^'(^—0     .f    x'Ix'-^iStx'^x) 
xu  —  j:A'=x'j4'+  -r^ JaJ'+--^ 1^ 1  a*A'+  etc. 

1.2  1.2.3 

formule  dans  laquelle  J' représente  la  valeur  de  u  dans  l'hypothèse 
oïl  a:  =  o. 

913.  L'utilité  dont  est  l'expression  de  xuy  pour  la  sommation  des 
séries ,  a  porté  les  Analystes  à  s  en  occuper  beaucoup ,  et  ils  sont 
parvenus  à  lui  donner  plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fît 
dépendre  des  coefficiens  différentiels  et  de  l'intégrale/^  ^  ^r.  On  arrive 
à  ce  résultat  en  partant  de  la  formule 

dzk        d'i    A»         d\      h^ 

Aî=-^-  +  7:7  7— + -3-7 +  etc. 

*•       dx  i        dx^   J.2       dx""  1.2.3 
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qui  donne        7  =  -S-^+  — s— ^+ ^t-J  +  ^^^« 

Si  on  fait  —  =  «,  il  viendra  i^zfudx  et 

fudx=ih^u  +  «tA^s—-  +  /SA"^!:- —  —  etc. 

dx  dx^ 

en  représentant   par   a,   f^ ^  y ^    etc«  les  coefficiens  numériques; 
on  tirera  de  là 

2  tt  =  -fudx'^  a  A  S  -7-  —  i8  A*s  -p—  —  etc. 

A  fl:i:  a  ;t 

Si  maintenant  on  prend  les  coefRciens  difFcrentiels  de  chaque  membre, 

dm'^U  du  ,  .      #        1  /     ./. 

en  observant  que  —^ —  =  2  —  ,  ce  quil  est  fort  aise  de  vérifier, 

on  obtiendra  cette  suite  d'équations 

du        t  .     d^u  ,^    d^u 

2:—-=  ^  «  —  «A2-— —  ^A*x— ^ 

dx         h  dx^  dx^ 

d^U       i  du  ,      d^u  .       ^^// 

S— ^=-r-—  —  ctAs— 5  —  ^A*s— - 

d^u        I  ^»//  ,      ^^i^  ,       cPu     . 

i/:*:^       A^a:*  dx^  dx^^ 

etc. 

on  se  servira  de  ces  dernières  pour  éliminer  successivement  de  la 

valeur  de  s  2/  les  fonctions 

du  d^u  d^u 

^7~*        2  — -,         2:7-3^  etc. 

dx  dx*  dx^ 

et  il  est  aisé  de  voir  que  le  résultat  sera  nécessairement  de  la  forme 

I  du  d^u 

xuzm-'fudx  +Ju+  J5A-—  +  CA' 1-  etc. 

A  dx  dx* 

La  détermination  des  coefficiens  -rf,  B ,  C,  etc.  s*opère  ici  comme 

dans  le  n"*.  864 ,  par  la  considération  de  la  fonction  particulière  €^^ 

pour  laquelle  on  trouve 

«* — I  ^  dx"  * 

m 

«*— 1  h 
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ce  qui  montre  que  les  coefHciens  A  ^  B  ,C  ^  etc.  ne  sont  autre  chose 
que  ceux  qui  multiplient  les  puissances  de  h  dans  le  développement 

de    la    fonction    -r ,  réduite  en  série  ascendante  par  rapport 

à  cette  lettre. 

914.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  et  sans  plus  de  diiH*' 
culte  ,  l'intégrale  répétée  i^'^u  ;  car  la  formule 

conduit  à 

z  rsA^'x" — - + tth'^^j!^ ^  -4.  &  hr^^jT ; 

d^K. 

faisant  ensuite  — ^  =  «,  on  aura  {=/'"/i^j:%  et  par  conséquent 

dx 

I  du  d^u 

jTu  r=  —Tu  4  x"^^  flt  h  s"*—  -K  jS  A*  j;"*— -  +  etc.    . 
A"**^  ^Jf  dx* 

prenant  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre  de  cette  der^p 
nière  équation  ^  on  formera  les  suivantes  : 

du  I    ,  .  ,      d^u  ,       d^u 

jT—--  =  —  f^-'u dx"^"'-^ aAs"*-—  —  /?As~-— r  +  etc,  ■ 

dx         h  dx*  dx 

d*u  I  d^u  d^u 

ï"* =  —  r*""*/^  dx^^^^  «fc  A  2'" ■— r  fi  A  s" 1-  etc. 

dx*        hT''  '"^dx^^-dx^^^^ 

etc. 

du  d*u 

à  1  aide  desquelles  on  chassera  x"*—  ,     ^'^'T^  9  ^^^*  ^^  l'expression 
de  ^  u.  L'équation  finale  pourra  être  représentée  par 

^,  du         ^  .    l/*/Z 

^,jV«+i>A-^+(2A._4,etc, 
et  deviendra 

(  ,*i-.  1  )■»  "~  A"  "*"  A"—  ■*"  A"— "^  T 

+  iV  +  P  A  +  Q  A»^  etc. 

les  coefficiens  ^ ^  B,,,,,,,,,Mf  N,  etc.  sont  donc  encore  ici 


♦ 
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ceux  qui  multiplient  les   puissances  de  h  dans  le  développement 

de  --J-— —  ;  et  déjà  nous  ne  pouvons  nous  empêcher  de  remar« 

^uer  j  entre  les  intégrales  et  les  puissances  négatives ,  une  analogie 
qui  nVst  que  la  continuation  de  celle  que  les  différences  ont  avec 
les  puissances  positives  :  en  sorte  que  Ton  peut  regarder  les  intégrales 
comme  des  différences  d'un  ordre  dont  Texposant  est  négatif.  Il  est 
visible  en  effet  que  d  après  ce  qu^on  vient  de  voir ,  on  peut  écrire 


2**//  =  - 


du 


HCi 


A' 


pourvu  qu  après  le  développement  on  change  leâ  puissances  posi- 

du^         cPu  ,  .       du~^ 

tîves  -7—  en  — -,  et  les  puissances  négatives -—3-  en  pudx^i 

ax'  dx''  dx  ^ 

et  puisque  Ton  a  (  n^  864  )  , 

(du  y^ 

it  est  évident  que  Texpression  de  x^^u  çst  comprise  dans  celle  de  ù^^'u^ 
dont  elle  se  déduit  en  affectant  l'exposant  m  du  signe  '^^ 

91  ç.  Toute  fonction  qui  pourra  se  réduire  à  une  suite  de  termes 
contenant  des  puissances  entières  ^  soit  positives ,  soit  négatives  ^ 
de  A  /i  et  de  2  /^  9  sera  nécessairement  égale  à  une  pareille  fonction 

de  e^*  —  1 ,  pourvu  qu'en  développant  les  deux  membres  on 
transporte  aux  caractéristiques  A  et  ^  les  exposans  des  puissances  de 
A  2/  et  de  ^  2^ ,  et  qu'on  change  en  intégrales  celles  qui  répondront 
à  des  exposans  négatifs.  On  doit  conclure  de  ceci  t  i"*.  que  l'équation 

du 

—h 

{l0g(l+.A«)}«={l0g(l+e^*  —0)* 

aura  également  lieu  de  quelque  signe  que  soit  affecté  l'exposant  m  , 
et  comme  elle  se  réduit  à 

{log(i  +  A«)}'»=A-;^, 

en  aura ^ûmest  négatif, 

1 


{l0g(l  +  A«)} 


ffi 


/ 
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et  déjà  dans  le  cas  de  m  positif  nous  avons  eu , 

{\og{i  + Au)y=h-—  (  n\  867). 

2\  L*équation  évidente 

A'  du  ,         'h'       du  , 

qui  donne 

i'  —A' 

{(i +zi«)^— !}'"={  «^*   — 1}%  " 

et  d'oh  nous  avons  tiré 

A""«=  { c^*  —  ï  l^"  (  n^  873  ); 

pour  l'expression  de  la  différence  de  la  fonction  u  ,  prise  en  sup- 
posant que  X  varie  de  k\  subsiste  encore  dans  le  cas  où  m  est 
négatif,  et  conduit  alors  à 


s'  représentant  ici  l'intégrale  de  la  fonction  u ,  quand  la  différence 
de  X  esi  h\  De[cette  équation  et  de  la  précédente ,  on  déduit  cellçs-ci  : 

h' 
à'"'u=  {  (i  +  ù.u)^—i  Y 


.  S'"*tt  = 


{  (i  +  àu)^—i  }'" 

qui  ne  sont  à  proprement  parler  que  deux  cas  de  la  même  équation  ; 
Tun  se  rapporte  à  l'exposant  +  /w  et  l'autre  à  l'exposant  —  m. 

Léibnitz  remarqua  le  premier  sur  les  différentielles  des  produits  de 
plusieurs  variables  l'analogie  qu'elles  ont  avec  les  puissances;  il 
montra  bientôt  après  que  les  intégrales  en  âvoient  une  semblable 
avec  les  puissances  négatives.  Cette  connoissance  demeura  stérile 
jusqu'au  mémoire  que  Lagrange  publia  sur  ce  sujet  en  1771  ;  il 
généralisa  les  idées  de  Léibnitz ,  les  étendit  aux  différences ,  et  en 
déduisit  les  formules  qu'on  vient  de  rapporter  ;  mais  ces  formules 
n'étoient  encore  que  les  résultats  d'une  induction  , ,  ^  la  vérité  très- 

^ne^ 
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fine ,  et  TAuteur  les  regardoit  comme  très-difficiles  à  prouver  direc- 
tement ,  lorsque  Laplace  en  donna ,  dans  le  septième  volume  des 
Savans  étrangers ,  des  démonstrations  qui  réunissent  l'élégance  à  la 
simplicité  ;  il  ajouta  quelque  chose  à  ce  travail  en  1777  :  c'est  ce 
dernier  Mémoire  que  j*ai  suivi  dans  ce  qui  précède.  On  verra 
dans  le  Chapitre  II,  ces  mêmes  formules  faire  partie  d'une  Théorie 
complète  des  suites ,  due  entièrement  à  Laplace  ;  mais  dès  à  présent 
il  paroitra  sans  doute  que  l'analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences est  précieuse  pour  trouver ,  retenir  et  généraliser  des  ex- 
pressions qui  couteroient  beaucoup  de  peine  par  d'autres  mé- 
thodes. 

916.  La  formule  s"*//  = se  développera  par  le 

procédé  dont  on  a  fait  usage  dans  le  n\  866 ,  à  l'égard  de  la  fonc- 
tion (c* — I  )%   et  Ton   aura  les  relations  des  coefficiens  des  puis- 

du 
sances  de  la  quantité  -7-  ''  >  qui  tient  ici  la  place  de  « ,  en  écri- 
vant — m  y  au  lieu  de  n ,  dans  les  équations  de  la  page  17,  Il  vient 
par  cette  opération 

3  A''  =  —  -  (m—i)A'  +  —  (m^  i)A' ^ m 

1  1.3  2.3-4 

4^'^=  —  -(/;2.-3)y^'''  +  — (/72— 2K' l—{rn^i)A'^ 


m 


etc. 

et  on  a  par  conséquent 

[ ==("— V-A-'"+^f^V'^'A-'"+'+^f— V-^^^  etc. 

du  \dx/  \dx/  \dx/ 

changeant  les  puissances  négatives  en  intégrale ,  d'après  la  règle  pres- 
crite dans  le  n*".  914  9  il  en  résultera  ^ 

I  A'  A^ 

x^u=  —f-udx"'  +  -j^r-'udx'^'-'+  j^  r^'u  d  x"--- +  etc. 

Appendice.  N 
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Si  Ton  change  le  signe  des  coefficiens  affectés  d'un  nombre  impair 
d*accens,  ou  qu'on  écrive 

I  A'  A" 

—  -^/"-'« '/*••"-'+ etc. 
les  lettres  A\  A",  A",  etc.  dépendront  alors  de  ces  équations  : 

A'  =-« 

I 

iA"  =  i(m—i)A'  +—m 

lA"  =  -{m—x)A"  Jf.—{m-^i)A'  +— ^  m 

2  2*3  2.3«4  ^«3*4*5 

etc. 

917.  Examinons  en  particulier  le  cas  où  /7z=i  ^  dans  lequel  on  a 
2 tt  =  -/i/ dx^Au  +A'  —  h  —A'-—-  A*+  etc. 

A  dx  a  A* 

en  observant  que  le  terme  — A'f'^'''udx'^'''   devient 

—Ap-'u  dx'''=  —Apu  d  x^=  —  Au. 
Les  coefHciens  A\  A\  A' 'y  etc.  donnes  alors  par  les  équations 

A'=.      '-' 

2 


%         1.3.4 


1  1.3  1.3.4.^ 

€^''=  —  i^"- —A' î — ^'  + ^- 

1  1.3  ^•}*4  1.3.4.5.6 

etc. 
s'évanouissent  de  deux  en  deux ,  en  commençant  au  troisième  ; 
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c'est-à-dire,  qu'on  trouve  A"=o^  ^''=0,  -4''"=o,  et  qu'on  a 
par  conséquent 

s  «  =  ^fu  Jx  —  ^u+ A'-P-  A— ^"^— ^  k^ + A'"'-^  A^—  etc. 

h  1  ax  dx  dx 

918.  On  s'est  beaucoup  occupe  de  la  recherche  des  coefficiens 
numériques  de  la  valeur  de  ^u  ,  etc.  voici  comment  Laplace  est  par- 
venu à  l'expression  générale  de  l'un  quelconque ,  indépendamment 
de  tous  ceux  qui  le  précèdent.   On  a  premièrement 

I  A 


e 


*— .1  h 


en  multipliant  les  deux  membres  par  h^  il  viendra 

=^+-^,A+^.A«+^,A'+^.A^+  etc. 

Cette  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A ,  il  résulte  du  théorème  de  Taylor  que 

I  •  Z. .  •  ./Z  atl 

en  observant  de  faire  A=o  y  après  les  différentiations  ;  cependant 
si  Ton  effectue  les  calculs  indiqués ,  les  valeurs  A  ^  A^^  A^^  etc. 
se  présenteront  toutes  sous  la  forme  de  |  :  Laplace  a  évité  cette 
difficulté  par  un  artifice  d'analyse  très-ingénieux.  La  fraction 

•- —  =  -— TT se  décompose  en  -r-r —  tt— *  î 

(e     — i)(e     +1)  t     —I       c     +  I 

de  plus ,  il  est  visible  que  lorsqu'on  fait  A  =  o ,  on  a: 

{pdhy  dh?      * 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire ,  au  lieu  de  la  quantité  h ,  son 
multiple  p  h  qui  s'évanouit  en  même  tems  qu'elle.  On  tire  de  là , 
toujours  dans  l'hypothèse  de  A=:o, 

dh^  '^      dh?       * 

Nx 
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en  faisant/»  =  7  et  ^  =  n,  on  aura  donc 


dh"  dk 


1"         </A"  i"  d)C  dU" 

d*oît  l'on  déduira 


</" 


U'*— ij  I  UHiJ 


-  -.a 


Si  Ton  donne  à   — ; —  la  forme  A(w^+  i  )  *,  on  obtiendra  par 


dh"  2"— I  dh 

équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  ^-,  quand  on  y 

met  o  pour  h. 

h 

la  formule  du  n"".  107  , 

^{  A  (c;^+ !)-»}=. /"&(e^+  i)~»  +  /2^''-'A^.(e^'+i)-- 

+  /2^/z./"-\(c^^+  i)-^+  hd\U^^  i)-'; 

la  difFérentielie  dh  étant  prise  pour  constante,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre  ,  et  la  supposition  de  A=o 
fait  encore  disparoître  le  dernier,  en  sorte  qu'on  a  seulement 

lorsque  A  =  o,  ce  qui  donne 


</A»  2"— l  dh"-'  i"— I       ^A"— 


et  par  conséquent  -^.=  ,.,,3.. ..  .(„„)^,„_,)        ,,.-.       ♦ 
Si  maintenant  on  calcule  les  différentielles  successives  de  la  quan- 
tité —i ,  pour  en  connoître  la  loi ,  on  trouvera 

.f_i_\  d^SJ—\ 
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■ 

et  Von  en  conclura  que  l'on  doit  avoir  en  général 


+  etc. 


J?, ,  B^^  B^y  etc.  désignant  des  coefHciens  numériques  indépenàans 
de  h.  Il  est  d'ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction 
ne  doit  contenir  que  des  puissances  positives  de  ^S  et  que  par  con- 
séquent le  second  membre  de  Téquation 

doit  s'arrêter  à  Bj^_^t\  d'oîi  il  suit  que  si  on  développe  le  premier 
en  une  série  descendante  ,  ordonnée  suivant  les  puissances  de  e\ 
cette  série  doit  aussi  se  terminer  à  c^.  Or  on  a 

\^^,  ^    ==f(  ^^^—  i"""'«"'H  3"-*r^^— 4"-'r-i'^+  etc.  }  ; 

le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  n  est  pair  et  le  signe  +  à  celui 
où  il  est  impair  i  on  obtiendra  donc 

=f(«*+  I  y  {<î"*— i^'^e-^HB""'^"'^— 4"'"e"^^+  etc.} 

en  observant  de  s'arrêter  dans  le  développement  du  premier  membre 
au  terme  multiplié  par  e^,  parce  que  tous  les  autres  doivent  évi- 
demment s'évanouir.  D après  cette  remarque,  il  viendra 

l  i.x      J 

l  1.2.  1.2.3  i 


(t 
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Si  Ton  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (^+i)% 
qu'on  fasse  ensuite  â  =  o,  dans  le  second,  il  en  résultera 

n{n—i) 


'{?T7]       ,  \-{'--«}+{3"-»-«+^} 


dhr  1 


*"-"'^      '  _,"(" — 0     «(« — ï)("~^) 


n— I         -fi— 1 


«-. — 3— >;2^  j»->_: : i '_^ 1  \  +etc.' 

i.x  1.2.3 


i.x.î        i 


et  enfin 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  convient  au  cas  où  n  est 
pair ,  et  le  signe  inférieur  a  lieu  dans  le  cas  contraire. 

Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  «>  i ,  car  elle 
devient  infinie  lorsque  n-=\\  et  on  prouve  avec  la  plus  grande 
facilité  qu'elle  s'évanouit  dans  tous  les  cas  où  n  est  impair.  En  effet , 
par  la  formation  des  différences  successives  (  n''.  860  )  ,  et  en 
mettant  à  part  les  termes  dans  lesquels  les  facteurs  de  la  forme  (/z — i)"""* 
deviennent  de  celle-ci  (— z^)""',  parce  que  /l'emporte  sur  /i^ona 

-=(„_,)«-_  ^(«_i)-«  +^^1ZI>  («-.3)-' ±(-^1)— 

I  I  •  X 


A\  C«--3)"-'===(«-3)«-'-- "(«-4)"- ' +^7^\«-5)"-^.^^^^ 

etc. 

mais  comme  il  résulte  de  la  formule  du  n*.  864,  qu'en  général 
A",:r"'"*— o,  les  premiers  membres  des  équations  çi-dessus  s'éva-» 
nouissent',  et  les  seconds  donnent  alors 


■  I 


.j 


I 
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(,2— l)"- (;2_i)— +  J^ ,V^_.Xn-i^     _, 

1  I.l 

(rt— 1)"-* (n— 3)""  +  -^^ i(«— 4)"-'...=z"-— « 

I  I  •  2 

('^—3) ('ï— 4)""'  +  -^^ ^C/2— 5)"-\.,=  3"-'— 2"-"/2+.^: i, 

I  1*2  1*2 

en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  chacune  de  ces 
dernières  équations  que  les  termes  où  la  quantité  n^^i  est  positive 
entre  les  parenthèses  des  puissances  /z— »i.  Cela  posé,  il  est  évident 
que  le  numérateur  de  l'expression  de  jÂ^  renferme  un  nombre  pair  de 
termes  lorsque  n  est  impair  ;  si  l'on  substitue  à  la  place  de  la  première 
moitié  de  ces  termes ,  qui  forment  les  seconds  membres  des  équations 
précédentes ,  leurs  valeurs ,  et  que  l'on  fasse  attention  aux  signes  de 
la  seconde  moitié  qui  se  déduisent  de  celui  du  dernier  terme ,  on  aura 
le  résultat  suivant  : 

(«-1)"--  -(«-1)'-'  +  -Vt-('*-3)'-—  . . . 

I  1*2 

-(«-1)'-'  +  ^(«-3)"--  "J^(a-4)'-'  + . . . 

I  X  •  2 

+  («-3)"-'-  7(«-4)"-  +  -Vt-^(«-5)'"' 

I  1  •  2 


I  I  •  2 

+  («-2)"--  •;{«-3r'+  -i--i(«-4)"-'-. . . . 

I  1*2 


I  1*2 

dans  lequel  les  lignes  placées  à  égale  distance  de  la  première  et  de  la 
dernière  sont  composées  de  mêmes  termes ,  mais  pris  avec  un  signe 
contraire  ;  or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  pair ,  leur  assemblage 
sera  identiquement  nul  ;  ainsi  J^r^^o ,  lorsque  n  est  impair. 
Lorsque  n  est  pair  ,  le  numérateur  de  A^  a  un  terme  moyen  exprimé 
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et  ceux  qui  sont  placés  à  égale  distance  des  termes  extrêmes  sont 
affectés  du  même  signe  y  en  sorte  que  si  Ton  met  à  la  place  du 
dernier,  et  de  ceux  qui  le  précèdent,  jusqu'au  terme  moyen  exclu- 
sivement, les  expressions  équivalentes 

1 ,       1"-"— 72 ,       3'»-'— i^-'/i  +  ^i 1 ,  etc. 

il  viendra  ,  en  réunissant  les  termes  semblables  placés  à  égale  dis« 
tance  avant  et  après  le  terme  moyen  , 

i.i 


+  2.|3     -^     ,+     ,.-,    j 


4G-o""-°T(î-o"+^'(î-3r- } 

le   signe   supérieur    ayant  lieu   quand  -  est  Impair,  et  le  signe 
inférieur  lorsque  ce  nombre  est  pair.  Soit  fait  -=/>,  et  concevons 

2 

qu'après  la  substitution  on  divise  par  i  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  jI^  y  on  aura 

I  1*2 

etc. 

ce  résultat  étant  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  ^  ^ 
/v— 1  ,  etc.  prendra  la  forme 


#  l  I  l.i  -  l.i.ï 


+  etc.  ' 


J 

1 
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Telle  est  l'expression  du  coefficient  du  terme  général  de  la  suite 

— i-  =  UA^J,h+JJi'+JiJi^+J^h' ^Aph''-^  etc.}  , 

d'après  laquelle  on  forme  celle-ci  : 

919.  Si  Ton  fait  u=x'*  dans  la  formule  de  l'article  précédent, 
on  aura 

+  ^6/72(/w— i)(m— i)(/w— 3)(/w— 4K"^A^+  etc. 


La  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  que  l'exposant  m  sera  entier  et 
.  positif;  le  dernier  ternie  sera 

J„,  m{m — i)(;n— .2) i-xA"*"', 

si  m  est  pair ,  et 

Si  ce  nombre  est  impair. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  rapporté  dans 
le  n*.  898 ,  on  reconnoîtra  l'accord  qui  règne  entre  Tun  et  l'autre. 
Si  on  désigne  par  35,,   5^^,  7^5,  9^^  ,   11^9»    les  nombres    ' 
absolus ,  î ,  7 ,  i ,  1^  5  { ,  etc.  qui  multiplient  les  termes  de  l'ex- 
pression de  la  page  70,  à  partir  du  troisième  terme ,  on  aura 

:^^=— 55,.-— —  I      \B^  =—2.3.4^^ 

^1  II 

-^e==     7^5« — ; 7 —  \  jB^     =     2. 3 .4. 5.6^6 


2.3.4. 5«6,7 


d'où 


'^^=-9^^-T:i:4.5.7.8.9.  '  1^^     =-i.3.'4-5-^-7.8^i 


'•  •  • 


2. 3 •4-««vV»  ^/'  V 

et  comme  la  formation  des  coefficiens  A,  J^y  A^^  J^^^  etc.  est  connue; 
Appendice.  O 
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celle  des  notxfbres  B,^  B^^  etc.  le  sera  pareillement.  Il  est  visible 
qu'on  peut  donner  à  l'expression  de  S.a:"*  cette  forme  : 

s.:r'"= ix'"  +  B,—x'^-'k—B.— ^  '^ '  Jt""*A* 

rn+i  X  2.. 3. 4 

2.}.4.5.6 

dans  laquelle 

^i=i>      ^î=T?>      ^5=Tr>     ^7=iV>      ^9=?6>  ^^^* 
Ces    derniers    nombres  ont   été   remarqués  d'abord  par  Jacques 
Bernoulli ,  qui  donna  le  premier  l'expression  de  la  somme  de  la 
suite  i",  i"*,  3 "*,...«";  mais  il  n'en  connut  pas  la  loi;  Moivre, 
dans  ses  Misullanca  analytica ,  indiqua  la  suivante  : 

1.3.4 


-^^T a  9  a  "i 


2.3.4  *^         2.3.4.5.6 


^  3L.3.4  ^'      2.3.4.5.6      ^      2.3.4.5.6,7,8 

etc. 

Euler  trouva  d'autres  relations  très-élégantes  entre  les  nombres 
5,  ,  5^  ,  ^5 ,  etc.  qu'il  nomma  nombres  de  Bernoulli  (  numtri 
BernouUîani  )  ;  mais  il  n'en  dé  couvrit  point  encore  le  terme  général 
qui  se  déduit  facilement  de  l'expression  de  A^^  ;  car  de  l'équatioa 

il  résulte  ^.^-.,= 

f  l  I  I«2  I«2»3  j 

(  +  etc. 
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Exprimée  par  les  nombres  B^\  B^^  etc.  la  valeur  de  zw  devient 

î                 I          ^duh       ^(Pu       A' 
s  a  =  y/^  ^^  —  -  //  +  j»,—  7  —  Byj:j 


+  ^ST-^ --T-  —  etc. 


A  X  'dxx  ^dx^     2..  3, 4 

^//  A* 

*^Ar^    2.3.4. 5*6 

910.  L*întégrale  fudx  qui  entre  .dans  la  formule  précédente p 
pourroît  en  être  chassée  au  moyen  de  la  série 

du  Jt*      d^u      x^ 

/W*  =  «x~-~+~  — -etc.  (n-.48$  ), 

qui  s^arrête  aussi  lorsque  la  fonction  u  a  dans  un  ordre  quelconque 

des   différences   constantes;  mais  on  parvient  directement  à  une 

expression  délivrée  du  signe /^  par  le  moyen  du  théorème  de  Taylor 

qui,  pour  les  quantités  u^^^  u^^^  a/.^ ... 2/.,^ ,  antécédentes  à  u^ 

donne  les  séries 

du  h        d^u  A*           ^u      h^             d^u        k^ 
«__-+    _- _- +     -_- etc. 

dx  i  dx^i.i  dx^    l*?'-3  fl^^  1.1.3.4 

du  A  d^u    A*  d^u       h'  d^u         h* 

«—1—  -  +4  T^ 9  T^ r+^^'j—i etc. 

dx  i         dx    i.x         dx^   1.1.3  dx^  1.2.3.4 

du  A  d'u   A*  ,^//       h'  d^u         h^ 

u—n—  -  +/2*-j-7 ^«'-7-3 r  +  ^l—L etc. 

dx  i  dx   i.l  dx    1.1.3  «*     1.2.3.4 

En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  ensemble  ^  on  trouve 

.  ^   du  h 

xu^rznu — (  i  +  1  +  i  ....  +  n) 


+  (i*+  1*+  3*....+  n*) 
—  (iH  2^3^...  +  ^^) 


dx   I 

d^u    A» 


dx^  1.2 
d'u       h^ 


dx^  1.1.3 


^:t+  î.1.3.4 

—  etc. 

désignant  par  Sn^  \S^^y  Sn^^  etc.  les  sommes  des  puissances  des 

termes  de  la  série  i ,  1 ,  3  ,. . .  «/s ,  on  obtient  cette  formule 

^     duh     ^      d^u   h"^        ^  ,  cPu       h' 

xu^nu-^Sn.-- [^Sn^.—^ 5/z%--— 1-  etc. 

dx  i  dx""  i.i  dx^   1.2.3 

O  1 
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et  on  a  pour  déterminer  Sn^    Sn^,  Sn^,  etc.   les  équations 

Sn  =  zn  +  n,  5/2*=  2/2*+ «%  •î/2^=2/z'+ /2%  etc.  (  n\  897  ). 

On  rendra  semblables  entr'eux  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  2//,  en  observant  que  n  =  5'/2%  et  on  aura 

^     du  h     ^      d^u    h^         ^   ,  d^u       h^ 

2//  =  5/2**.// — Sn.- ^■A;2*.-— Snr.-—z  +  etc. 

dx  I  dx    1.1  dx"^    J.X.3 

911.  Si  on  rapproche  cette  formule  de  celle  du  n"".  919  >  on  en 
déduira  l'expression  suivante  : 

h  l  dx  1.1  dx* 

h"        dPu       ^  ,         h^         d^u       ,^  ,      ,  „  ,  A'  eu 

qui  peut  servir  à  calculer  les  valeurs  approchées  des  intégrales  j  et 
qui  se  change  en 

fudx=iSx''+  i)u-(Sx+  ÎB,)-  +  Sx'.--^ 

ifu  d^U  j  d^U  ' 

quand  on  fait  A=  i ,  et  que  Ton  part  de  l'origine  des  x. 

On  trouve  une  autre  expression  àefudx ,  qui  ne  dépend  que  des 
différences ,  en  mettant  dans  le  développement  de  l'équation 

-fudxz=:z' 

au  lieu  de  Sa  la  valeur  obtenue,  n°.  911.  En  effet,  cette  équation 
donne  par  le  changement  de  a/^""'  en  2/^  et  de  t^u"  en  «, 

-fu  dx  =  j:u+  C,u  +  C^Mi  +  C.ùi^u  +  etc. 
h 

C,j  C^^  C^  ,  etc.  désignant  des  coefficiens  numériques  faciles  à  obte- 
nir, puisque  ce  sont  ceux   des  puissances  de  aw  dans  le  polynôme 

(  I— 1A//  + jAtt»_lA//^+etC.}-\ 

Cela  posé,  si  Ton  chasse  2//  par  le  moyen  de  la  forpule  citée, 
il  viendra,  en  prenant  A=  i  ,  ce  qui  rend  x'=^x ^  et  se  servant 
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pour  abréger ,  de  la  notation  de  Vandermonde  (  n^  901  ) , 


—2  a  — î 


+  (  ^4— [o]  [^+  3]  )  ^'^  +  <^^c- 

Cette  formule  qui  a  été  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna  ,  peut 
être  fort  utile  pour  obtenir  des  valeurs  approchées  de  fudx  par  les 
di^érences  de  z/  ^  ou  les  aires  des  courbes  par  les  différences  de  leurs 
ordonnées  équidistantes. 

911.  On  étend  sans  peine  l'expression  de  sw  donnée  dans  le 
n°.  919 ,  au  cas  oîi  l'on  a  tt=a'y ,  y  étant  une  fonction  quelconque 
de  X  y  parce  qu  en  intégrant  par  parties ,  d'après  la  formule  du  n*.  9 10 , 

on  trouve      x^z'y  =-^^^ — ; »  substituant  pour  Ay  la  série 

a* — I 

qui  l'exprime,  il  vient 

dy        d^y 

Si ,  à  la  place  de  y ,  on  met  successivement  •—  ,    — ^  ,   etc.   on 

ax        dx^ 

trouvera  les  équations 


^  ^        ^ar  ^a:  Il         dx^      i.x        dx-  )      . 

^  ^       dx"  dx"  Il         dx^  } 


i 

etc. 
avec  le  secours  desquelles  on  éliminera  les  intégrales 

dy  d*y 

ta'^,      -za--^,  etc. 

ax  dx' 

Il  est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 
~  (a*— .i)sa'v=fl'y  +  ^Aa'-^+-SA'tf'4^+aV— +  etc. 


t 


Euler  détermine  les  coefficiens-^,  -5,   C,   etc.  en  substituant  dans 

^'y      .,^ 

d  X 


cette  dernière  équation  les  valeurs  de  a'y  ^  ^'--}— ,  ^'— -:  ,  etc. 
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et  on  a  pour  déterminer  Sn,    *-  '  .,/.;.-'"  ''*^'<I"«î®'» 

Ja  =  s«  +  «,  5««-  •;,  ^:;;;'J:;5lïa'^+  etc. 

de?  .    •  _    -   '/.>v';jr+-— ^''^+"^- 


A' 


+  C(a*—  i)A'2a'f4 + etc. 


.-wri?'"?»  ''^""^ 


+  etc. 


.,  ,Jf" 


V»''"       ^  j'-^O 


^/^IJ^  I  1.2  1.2.3 

/  ,.*^  I  )  +  -C^H Ba^^r — ^ ^*^H ^ =  0 

PC^      ^      i  1.2      ^1.2.3        ^1.2.3.4 

etc. 
,  .  par  ce  procédé  qii'Euler   détermine  aussi  les  coefficiens  de 

j    formule  du  n"*.  9 1 3  ,  et  l'on  voit  aisément  qu'il  peut  s'employer 

paiement  pour  parvenir  à  la  formule  du  n''.  864. 

923.  Si  dans  l'expression 

sPQ=QsP  —  aQ  v«p^  +  A-  Qs'P,— a'  Q  s^P,  +  etc. 

obtenue  n"*,  910 ,  on  remplace  les  différences  de  la  fonction  Q 
par  leurs  valeurs  en  séries ,  formées  d'après  le  n''.  864 ,  et  que  nous 
représenterons  pour  abréger  par 

^     ,dO         ,  d^O        ,d^Q 

a  X*  dx^  dx^ 

d^o        d^o        dro 


/ 


xP= 
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on  aura 

Examinons  en  particulier  le  cas  oîi  P=^a%  U  viendra  pour  ce  cas 

et  par  conséquent 

^       a^Q  dO        a*A  d'Q(       a**  i»       1  , 

Xa' Q=  -  j-:^ a'-r^    --r r-  +  a'-—  \  7 rr  r-«  7-1 }  A* 

^      a'— I  dx    (a*— i)*^     «^**l(a*— i)»  (a*— i)»J 

formule  qui  rentre  dans  celle  du  n^  précédent ,  lorsqu'on  y  substitue 
les  valeurs  des  coefHclens  « ,  i3  ,  •  •  •  •  «',  i6'^  etc. 

En  faisant  usage  dans  le  cas  actuel ,  ainsi  que  dans  les  précédens  ^ 
de  la  considération  des  exponentielles  ,  il  faut  prendre  Q  =  c'i  il 
vient  alors 

et  dans  la  même  hypothèse  la  série  qui  exprime  na'Q  devenant 
divisible  par  a'c' ,  on  a 

I  I  a*k  fa**  <ta*    ■  "ï 

f      a^* «t'a**  i9a*      1 

équation  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 

,  a*A  f^a*  +  ^,a**1  ,.       f  ^'û*+^'.a»*+^.a"l 

II  reste  maintenant  à  développer  le  premier  sous  une  forme  analogue; 
pour  y  parvenir ,  il  faut  remarquer  que 


<-* 


tfV— I  (fl*—  1  ).•*+  («*—  I  )  (a*--i)— («-*— j)  * 


K* 
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prises  dans  les  précédentes.  Par  ce  moyen  on  obtient  Téquation 

I  ax       imX       àx       l«z«3       ^x 

'  dx  l  dx*        i.i         dx^ 


qui,  devant  être  identique,  donne 


+  C(û*—  i)A'2a'-;-4 + etc. 

dx 

+  etc. 


1  .  .      tf* 


I  I.l 


I-    .  I        .   .  û* 


(^*—  I  )  +  -5tf*+ .rfû*  + 


I  I.l  1.2.3 

D  (  tf*—  1  )  +  ICfl*  +  — 5a*+ î AahA ^ =  0 

X  I.l  1.2.3  I.2.3.4 

etc. 

Cest  par  ce  procédé  qu'EiiIer  détermine  aussi  les  coefficiens  de 
la  formule  du  n''.  9 1 3  ,  et  Ton  voit  aisément  qu'il  peut  s'employer 
également  pour  parvenir  à  la  formule  du  tC,  864. 

923.  Si  dans  l'expression 

2PQ=QsP  — aQx*P,  +  a*Qs^P^— A'Qs^/>,+  etc. 

obtenue  n"*,  910 ,  on  remplace  les  différences  de  la  fonction  Q 
par  leurs  valeurs  en  séries ,  formées  d'après  le  n"*.  864 ,  et  que  nous 
représenterons  pour  abréger  par 


-  t 
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on  aura 

dx  dx^ 

Examinons  en  particulier  le  cas  oii  'P=^a'\  U  viendra  pour  ce  cas 
et  par  conséquent 

formule  qui  rentre  dans  celle  du  n^  précédent ,  lorsqu'on  y  substitue 
les  valeurs  des  coefEciens  « ,  i3 , . . . .  «',  )8',  etc. 

En  faisant  usage  dans  le  cas  actuel ,  ainsi  que  dans  les  précédens  ; 
de  la  considération  des  exponentielles  ,  il  faut  prendre  Q  =  e';  il 
vient  alors 

et  dans  la  même  hypothèse  la  série  qui  exprime  iia'Q  devenant 
tiivisible  par  a'c' ,  on  a 

I       __      I  a*k  fa»*  tta*      \ 

aV— i^T^l  ""(a*^l)''^(fa*— 1)'  ""  («*— x)*J 

f      <i^* «'a**  i9a*     I 

équation  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sous  la  forme 

U  reste  maintenant  à  développer  le  premier  sous  une  forme  analogue; 
^our  y  parvenir ,  il  faut  remarquer  que 


«-* 


aV— I  («*—  i  ).'*+  (<*—  I  )  (a*— I )—(<-*__))  » 
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Il  est  visible  que  la  valeur  de  iLû'y  sera  terminée  toutes  les  fois 
que  y  sera  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x.  Nous  n'in- 
sisterons sur  aucun  cas  particulier  «de  cette  formule»  parce  qu'U 
est  trop  facile  de  les  déduire  du  cas  général  ;  nous  observerons 
seulement  qu'elle  ne  peut  servir  quand  a-^z  i  :  les  dénominateurs  des 
coefHciens  s'évanouissent  alors  comme  au  commencement  du  n"".  918 , 

pubqu'on  retombe  sur  l'équation      £j^=    ■ 


Nous  ferons  encore  remarquer  que  l'équation  's:a'y=> 


'JLu 


n*est  qu'un  cas  particulier  de  cette  autre  plus  générale: 

a* 

jra'y— — , 

donnée  en  premier  lieu  par  Laplace.  On  y  parvienJroit  pai*  des 
considérations  analogues  à  celles  dont  nous  avons  fait  usage  dans 
le  n"".  914;  mais  devant  la  déduire  dans  le  chapitre  suivant  delà 
mcme  source  dont  ce  Géomètre  Ta  tirée ,  il  seroit  superflu  de  ttous 
y  arrêter  ici. 

914.  Nous  n'avons  donné  dans  le  n*.  911  que  l'expression  de 
rintégrale  ûmple  tm  ,  mais  on  peut  déduire  celle  de  x'^u  de  l'équatioii 


■m 


J' ('^'•9M  )> 


en  y  faisant  A'=.î  ,  ce  qui  change  s'  en  2: ,  et  avec  l'attention  d*eo 
développer  le  second  membre  dans  la  forme  suivante  : 

■ 

m  ^ m  (m+  i  ) 


puis  dVcrire  u ,  à  la  place  de  l'unité  qui  tbrme  le  premier  terme  de 
chaque  binôme  et  qu*ll  Êiat  regarder  comme  tenant  la  place  de  (•^}% 


2-- 


|?i^±i)i^±i  +  etc ] 


a'ik 
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et  enfin  substituer  A^isr  »  jiu  lieu  de  Aif ''^  on  obtiendra  ainû 

^       m     m(m+i)     mCm+iV/n+i)  ^ 

l  1.2  1.1.3 

—+ — +     ^  ^     ■         ^    +  etc.  J  A« 

III  i.x  I  i 

^       .^  +  —  ^        ^^        ^  +  etc.  [ A*# 

I.l  I  1.2  J 

T 

+  etc. 

Quoique  les  séries  qui  multiplient  u^  lu  ^  l^u  ^  L^u ^  etc.  dans 
cette  expression ,  se  présentent  sous  une  forme  infinie  ^  il  faut 
néanmoins   n'en   prendre   la  somme  que   depuis  l'indice  x  =  o  , 

jusqu'à  l'indice  -•  C'est  ce  dont  on  peut  se  convaincre ,  an  moins 

pour  le  cas  où  /72=;  i ,  en  comparant  le  résultat  que  donne  alors 
la  formule  ci- dessus  >  avec  celui  qu'on  déduiroit  de  ces  relations  ^ 

2  ^  =  «^-i  +  ^^%  +  u^^  +  «-4+  etc 
u —  Att+   aV —     A^//+etc. 
+« — iA//+3A*i/ —  4^^i^+  etc. 
+  tt — 3A«+6a*« — ioù?U'\'  etc. 
+  etc 

fondées  sur  les  n*^.  897 ,  873 . 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  ci- dessus  est  plus 
curieuse  qu'utile  ;  je  ne  l'ai  rapportée  que  pour  compléter  ce  qui 
regarde  l'analogie  des  puissances  négatives  et  des  intégrales,  et  )e 
ferai  remarquer  à  cette  occasion  que  l'équation 

àf^U  =  {  (  I  +  A  tt  )^—  I  }■ 

tst  vraie  aussi  dans  les  mêmes  hypothèses;  car  elle  devient 
A%3s  {(  I  4- A  w)-^  i  }",  quaod  on  fait  A'=A. 

925.  Nous  aurons  peu  de  chose  à  dire  pour  le  moment,  sur  la 
manière  d'intégrer  par  approximation  les  différences.  Ce  procédé , 
4e  mkmt  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  des  diffiârentielles  ^ 

P  2 


I 

I 
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consiste  à  réduire  les  fonctions  proposées  en  séries  dont  chaque 
terme  soit  facilement  intégrable.  On  atteindra  ce  but  toutes  les  fois 
qu'il  sera  possible  de  transformer  ces  fonctions  en  séries  dont  les 
termes  procèdent  suivant  les  puissances  du  second  ordre ,  parce  que . 
ces  puissances  s'intégrent  immédiatement  (  n"".  901  ). 

Supposons  qu'on  ait  la  fonction  —  ^  et  que  la  différence  de  la 

variable  x  soit  égale  à  l'unité  ^  ce  qu'on  peut  toujours  obtenir  en 

substituant  7-  à  :c,  La  fraction  —  étant  convertie  en 

A  x" 

[«]  +  3[^3  +  ïi[^]  +  etc,  (  n\  903  ), 
aura  pour  intégrale  cette  suite 

—X  —1  —4 

—  [^]  — 1[^]  —  T"[^]  —  ^tç.  +  const.  (  n^  902  ). 

I  ^  — T 

L'expression  -  échappe  à  ce  moyen  parce  qu'elle  renferme  le  terme  [x"} 

X 

— i+i  » 

dont  l'intégrale  se  présente  sous  la  forme  — = — — ,  semblable  à  celle 

— i  +  i 

que  prend  la  formule  fx^dx-=^ ,  lorsque  /n  =  —  i.  Si  l'on 

/n+ 1 

employé  la  valeur  desx^^  obtenue  dans  le  tC.^i^y  on  trouvera 

.,  X       1       I  ^.  ^^  B< 

_=  (*+ 1) __i_  +        ;    ■-  —  -     ;  ^.  +  etc.  -^-const: 

AT+I  ^     ^     ^         lAT+I  l(*+l)  4(*+0^  6(*+l)® 

résultat  qui  contient  un  logarithme. 

Les  autres  valeurs  de  sa  fournissent  aussi  des  séries  infinies  qui 
peuvent  conduire  à  des  résultats  approchés ,  lorsqu'elles  sont  con- 
vergentes. Celle  du  n".  911  donne 

—I  —1 

en  prenant  les  valeurs  de  ù[x'\  ,  £^\x] ,   d'après  les  formules  du 
n*.  901;  ce  résultats  devient  9  après  les  réductions  dont  chacun  de 


I 
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ses  termes  est  susceptible , 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  ce  qu'on  doit  faire  dans  tous 
les  cas« 

916.  Fidèles  au  devoir  que  nous  nous  sommes  imposé ,  de  rat« 
tacher  au  plan  de  cet  ouvrage  tout  ce  qui,  dans  les  traités  de  Calcul 
différentiel  et  intégral  d'EuIer  ^  peut  avoir  quelqu'importance,  par  rap- 
port à  rétat  actuel  de  l'analyse ,  noua  allons  rapporter  une  méthode 
pour  obtenir  l'expression  approchée  de  2  z/ ,  au  moyen  d'une  équation 
différentielle  du  premier  degré  et  d'un  ordre  indéfini. 

Si  Ton  fait  2;2<  =  {,  il  viendra  2<=:A{^  et  on  aura,  par  le 
théorème  de  Taylor ,  cette  équation  : 

»  =  7^-  +  t4^ +  t4 +  etc. 

dx  i       dx''  i.i       dx^    1.1.3 

lorsque  la  quantité  h  sera  très  -  petite ,  ou  que  renfermés  entre 
des  limites  connues  et  très-resserrées,  les  coefficiens  différentiels 
^  £X  fi 
dx'   dx**    dx 

gente  I  on  pourra  terminer  cette  équation  ;  on  aura  alors  une 
équation  différentielle  du  premier  degré  ,  à  coefficiens  constans , 
d'un  ordre  marqué  par  celui  du  terme  auquel  on  s'arrêtera,  et 
dont  l'intégration  feroit  connoître  la  fonction  {  (  n*.  649  )• 

Il  convient  de  remarquer  que  l'on  peut  toujours  rendre, la  quantité  h 
aussi  petite  qu'on  voudra  ;  car  si  u  étoit  fonction  de  x'  et  de  h\  et 

x'  .  h! 

qu'on  y  fît  j:=;=  — ,  on  auroit  A  =  —  ;   mais  il  faudroit ,  pour 

qu'on  pût  tirer  parti  de  cette  transformation,  qu'elle  ne  rendît 
pas  trop  divergente  la  série  des  coefficiens  différentiels. 

Au  lieu  d'intégrer  l'équation  différentielle  ci-dessus ,  pour  en  tirer 
la  valeur  de  û ,  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions 
successives.  En  négligeant  d'abord  les  puissances  de  h ,  supérieures  à 

la  première ,  on  aura  uz=.—  -^  d  oîi  [=•  -rfi^àx.  Soit  pour  abréger 


,    -7-3 ,  etc.  formeront  nécessairement  une  série  conver- 
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~fudx=zP ^  et  posons  {  =  P  +  /^A;  en  substituant  cette  valeur 
// 

dans  Tex pression  de  tf,  nous  aurons 

dP  h     d'P   A*      d^P      A' 

:; +T^  — +T^ +  etc. 

dx    I       tfx*  i.i     dx"^    1.1.3 

dx    I         tf  a*'  I.X       tf  A-^     1.1.3 

mais  il  est  <^vident  que  la  première  ligne  du  second  membre  est 

égale  à  i^  P ,  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  terme  a£Fecté  de  A% 

dp  I 

on  obtiendra  u — AP=-pA%  d^oh  p  =  —f{u  —  ù.P)dx.  Faisons 

dx  h* 

encore  -r-fi» — AP)dx=:P'j  et  prenons  pzzzP'+p'hy  Téquatioa 
A* 

u—AP  =  -f  —\--r-i +  7^ +  etc. 

dx    I      dx*  \,x     dx'    1.1.3 

deviendra 

dP'  h*      d*P'    h"       (PP'       h* 

dx    \        dx'    1.x      </«■*     1.1.3 

+  -J-—+-ri +-rT r  +  e«c. 

â.v    I        dx'    i.i      </a-'    1.1.3 

la  première  ligne  du  second  membre  étant  égale  à  h^P',  on  aura  f 
en  se  bornant  au  premier  terme  de  la  seconde , 

tt—AP-^isP'=-^-k\  d'oii  /»'=-^/(«— a/>  — Aa?')./x. 

U  est  facile  de  continuer  ce  procidi,  qui  donnera 

zu=:i=P  +  P'h  +  P'h'  +  etc. 

P^.  \  ruJx  ,  P'z=^j\u—sP)Jx,  P"=-^/(«— a/'— Aa/'O''*  »  «c. 

Pour  en  montrer  rappUcation, nous  fêtons  a vecEu!ertt^.v'yA=r; 

il  viendra 

P=\x\       ^-/"(V-K3-v*+5.v+t})ix=  — (^x-+|x) 

/>  =/  { — ( .V  +  ;  )  +x  +  f  + 1 } iA-=  :  .V,     p  =0, 

et  par  conséquent 

rcsuUat  qui  s'accorvîc  avec  celui  du  n*.   î>9S. 
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917.  Lorsque  la  fonction  u  est  de  la  forme  y  y ,  on  parvient  à  un 
résultat  délivré  du  signe  d'intégration  ,  en  faisant  2  v j'  =  v  {; , 
ce  qui  donne 

en  mettant  v,  à  la  place  de  v+âv  ,  et  d*oh  on  tire 

vj.-îAv=v.|-  -+_  -^+ j^  -^-^^  +  etc.  |. 

En  négligeant  les  termes  multipliés   par  h  ^  on  obtient  d'abord 
/  =  -^.  Faisant  —  =  P  et  7  =  P+pA,  il  vient  ensuite 

^P  A      d'P  A*      ^P      A^ 

■3 +-7-7-: — ^+T^ — ■ H  €îc. 

dx   i     'dx^i.%     d:r   1.1.3 

j — C — j I 

dx  I       dx''i.%     dx^  i.^.} 

d*oU  l'on  déduira ,  en  raisonnant  comme  dans  le  n".  précédent , 

.^/»  A  A  V  s=:  v^  P ,  et /»  ==  —  7-— -  ; 
puis  opposera      ^^^  =  1^^     p  =  P'+p[k, 

et  en  vertu  de  Téquation 

(dp  A*     d^p    h^  1 

— /;Aav=v,aP  +  v,{_. 1--— ; +  etc.  \ 

.  \dx     I      dx    1.2  J 

on  aura 

rfPU*     j*P'    A^ 

-J V^TT +  etc. 

fl:r    I        dx^    1.2 
A*Av  =  v,V      dp'  h^'    di'/^^  \' 

^  f  ~-  — +T^  ^ —  +  etc. 
dx    I       ^JT*   1.2 


•j 


>         « 


'       *  > 


«  ( 


d'ôh  on  tirera      —p'hLv:=iv,ùJP\    7^'=— i-ii^. 

..    Aav 

-*       .  •  J, 

La  marche  du  reste  de  l'opératioii  est  S6niblabl^à<:e  oomqçieacemieAt^ 
et  en  la  suivant  on  parvient  à 

X vy  =  r  î  ==  V  {  P  +  P'A  +  P''A**+  etc.  } 

P==  — ,       P== — —T — 9      /^=— — etc. 

AV  Aav  Aav 


t. 
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918.  En  intégrant  plusieurs  fois  de  suite  et  par  parties  |  chaque 
terme  de  la  formule , 

s"P  Q  =  Q  s  P—  A  Q  2:*P,  +  A»  Q  s'P,—  a^Q  2^P,  +  etc. 
on  obtiendra  successivement  les  expressions  de  î'PQ,  ^'-PQj  ^c. 
Taylor  a  donné  celle  de  z'^PQ,  savoir: 

I  1  •  X  . 

^    ^  ^>   ^  ^  A*Q2"+'P,+  etc.' 

I.2.3  ' 

Cette  formule  se  vérifie  facilement  de  proche  en  proche,  en  ob« 
servant  que  les  çoefficiens  de  Q  z'^P,  a  Q  r"^'P, ,  etc.  sont  les 
mêmes  que  c^ux  des  puissances  de  x  dans  le  développement 
de  (i -^•^)~'"»  analogie  que  Ton  prouve  comme  U  suit  :  si  on ^t 

j«PQ=^Q2"'P+5AQ2-+«P,  +  CA*Q2"+*P.+  etc. 

et  que  Ton  prenne  la  différence  de  cette  équation  en  n'y  faisant  yarier- 
que  les  fonctions V  et  Q,  on  aura 

s— 'PQ=^Q2— ^P+^  AQ2-P.+  CfA*Q2-*'P.+  etc. 

parce  que     A.  2-PQ=s~-^PQ  /  et  6..XY^X^rAr  Y,aX  ; 
mais  si  l'on  fait  aussi 

(i  +x)— ac^  + J5jp  +  C:c*+2)x^+etc, 
on  trouvera 

( I  +x)- i''-'>=  (  I  +a: )-"•(  I  +jr)=u^+5 •x+  C  .x*+  etc. 

Il  suit  de  là  que  Ton  passe  de  J.TQ  à  x'^^'^PQ^ ,  comme  de  (i+x)"" 
à  (i+.v)"^''"*';  cettej correspondance  ayant  toujours  lieu  jusqu'au 
cas  oii  ;i2=  I ,  pour  lequel  les  çoefficiens  de  2PQ  et  de  (i+jr)""" 
sont  identiques,  il  est  incontestable  que  toute  la  suit^  des  déye- 
loppemens  de  sPQ,  ^*PQy  -'PQ,  etc.  sera  semblable  à  cet  égard 
à  ôÛe  des  déveToppemens  de  (i  +x)-*,  (i  +x)-S  (i  +*)~^  etc.  (*). 


(*)  Tavlor  démontre  îtnmêd:itenient  son  résultat  par  des  intégrations  qu'il  est 
fiîsé  de  reconnoitre  dans  Texprcssion  de  S"— 'PQ  et  d'effectuer  ensaite.  Il  est 
^yident  que  si  Ton  change  «  ea  m+i  et  qu'on  écrive  en  conséquence  i^,,  B^,  C^.  etc. 

Nous 
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Nous  ferons  remarquer  en  passant  que  par  suite  de  l'analogie  des 
puissances  et  des  différences  on  auroît 

I  I  •  2i 

^  -  L i^ i  a'  Qa  ^P^  +  etc. 

919.   Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  oh  la  fonction  u 


■    ■    y 


pour  A^  B^  Cy  etc.  2"*""iPQ ,  devenant  alors  'SJ^PQ^ ,  on  aura 

-r^^rsil,        B,+^,=:B,         C,+B,=C,   etc. 
d'oîi  A  -rf =3  ,        A  B=^^j4^  ,        A  C=z^B,  y  etc. 

La  première  de  ces  équations  donne  d'abord  A^^r^const,  puis  ^£=1,  puisque 

«=0  donne  aussi  y  =;i  ;  la  seconde  conduit  à  A  £=— i ,  jB  =:  •—  — ,  à  cause  de 

i 

J[?=:o ,  quand  /r.=s3  ;  poursuivant  de  la  même  manière  on  obtiendra        * 

AC=7 ,      t;=: AZ^s?:'-^ ^   />:=-*. -i ^^ ,  etc. 

l  12  IL. 2  1.2,3 

Pour  mettre  pli«  d'uniformité  dans  la  méthode,  j'ai  préféré  ce  procédé^  la  consi- 
dération de  l'anulogle  des  puissances  et  des  différences,  si  souvent  employée  dans 
ce  qui  précède  :  en  lesu'vant  j'aurois  rendu  la^^démonstratîon  Indépendante  de  celle 
du  binôme  ;  mais  j'observerai  que  l'on  peut  se  servir  de  l'Intégration     pour  parvenir 
cette  dernière,  sar.s  tomber  dans  aucun  cercle  vicieux.  En  effet ,  si  l'on  prend 

(l  +  jc)"     =\-J^4x+Bx^+Cx^+tic, 

on  aura      'A'==:^À+ 1 ,      B'=B+  A ,      C'=C+F ,  etc. 
àA=\ ,  tB^=iA ,  ù.C=B ,  etc. 

en  Intégrant  d'après  le  n^«  899 ,  qui  ne  suppose  point  la  théorie  des  puissances ,  et 
faisant  attention  que  Af  B ,  C,  etc.  doivent  être  nuls  quand  m=o ,  on  obtiendra 

^  =  — ,  Jo::^  "•  9  1/ ?=  '  •  etc# 

f  1.2  1.2.3 

quel  que  soit  l'exposant  m,  U  seroit  facile  de  donner  à  cette  démonstration  une 
forme  purement  élémentaire  ;  c'est  cfi^qu'on  peut  voir  dans  l'Encyclopédie  métho- 
.dique  (  Dlctionn.  de  Math,  au  mot  binôme)  et  dans  les  NovaactaAcad.  Pttropolitana  ^ 
ann,  1787. 

^ppcndicc^  Q 
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renferme  plusieurs  variables;  nous  nous  born«tons  à  indiquer  les 
formules 


'sru=z 


2'"«  = 


—  A  +  — A  +  — /+€tC.  l 

^x  dy         di  _  ,   j 

I 

7         ^'         ^  ^'         7 

Ui+A,«)^(i+v/(i+A.«y---—  I  j 

qui  résultent  des  expressions 

i  du  ^     du  ^  ^  du  .  ^  "1" 


a'" 


f         il        il        £       r 

i'=l(i+A^lM+M)*(i+A,»)'---— il   (a%895% 

lorsqu'on  y  change  +  m  en  -^m  ^  en  vertu  de  Tanalo^  des  puis-* 
sances  négatives  et  des  int^rales.  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  dé-« 
monstrations  que  nous  avons  données  des  cas  les  plus  simples  de  ces 
formules  ^  trouvera  sans  peine  le  moyen  de  les  prouver  en  général 

AppUcatîon  du  çjo.  D'aj^rès  Téquatîon  ^f (x,  A)=2f  (xr,  A)+f(jr,  À) — tonsu 
rentes  à  la  som-  obtenue  dans  le  n"*.  897 ,  chacune  des  fonctions  intégrées  dans  ce  qui 
laation  des  smtcs«  précède  j  nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dont  cette  fonction 

représente  le  terme  général.  Ayant  trouvé  ,  n"*.  901  ^ 

*  F/»!  r^"  \P'\ 

s [p ]  =  ^^-^  +  const.     s  {p^  —  ±LA 1.  cf^^i^ 

nous  en  déduirons 

n+ 1  /i+  I 

— n+t  — ("— 0  — « 


+  1  -^  — 72+1 


mais 


[/»]+(«+ >)[/']=(/'--'')  !>]+(«+ i)\A=(p+ o[rf=[/'+ ir* 
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donc        •îf/;  j  =?^ -*— i— ..— -co/w^ 
de  même 

-«         [f  +  ï] 

donc  5 f/^  1  =  = — — const. 

résultat  qui  se  tire  du  précédent  en  ch^geant  seulement  le  signe  de  n. 

L'un  et  l'autre  se  concluent  immédiatement  de  S  [^J,  en  y  écri- 
vant /^  +  I ,  au  lieu  de  ^  ;  car  on  voit  en  général  que  Sî{x^h) 
esc  aussi ,  à  la  çoostante  pràs  #  ce  <{ue  devient  ^({x^  h)  y  lorsque  x 
4e vient  :r+&. 

Les  expressions^  que  nous  venons  d'obtenir  nouÉ  donnent  la  somme 
des  suites  de  nombres  figurés  y  ou  dont  les  termes  ont  ^  avec  un  nu- 
mérateur constant  ^  ces  nombres  pour  dénominateurs  ;  on  a  par  ces 
expressions 


r  if 


^^    C  /^  3    ^p 


r  I 

I  % 


,+*+  3+  4 ^lLi^iL±2l^'SL±:l 

l  %  I.l 


*  _  f 


,4.3+  6+10 +k±il==J^±±=.ç|[f±ilÇ^±^ 

l.%  I.2»3  I.l. 3 

f  +  t-hîrit. it/'-^-^L  I/'+B]  _K/>+0(;>+0(/>+î) 

1.1. j       i.i.}.^  î.1,3.4 

etc. 

n  n'est  pas  nécessaire  d'ajouter  de  constante  à  ces  valeurs  ^  parce 
qu'elles  s'évanouissent  en  même  tems  que  p. 

_Pn  a  de  même  la  somme  des  séries  inverses  des  précédentes, 
tn  exceptant  néanmoins  celle-c} 
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o 

pour  laquelle  5[/i— i]  devient  ^ ^  (  n^  915  )  ;  OA  trouve  tMmt9f 

—a  — t 

I  +  T  +T"  +  -ÎT*  •  •  •  +  t .  2[/^  —  l]  =—      2  [;^]  +  C0/Ï5/* 

etc. 

La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  ob- 
tenus qui  doivent  donner  Tunité  j  lorsquon  falt/7=i  j  mais  comme 
dans  cette  hypothèse 

se  réduisent  respeaivement  à  7,  -^^  etc  on  a  pour  le  premier^' 
const.  2=±  Y  ;  pour  le  deuxième ,  const»  =  f  ;  pour  le  troisième  f 
eonst.  =  I  +  j  2=  I  ;  etc. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  Valeur  dé  chaque  constante  est  U 
limite  de  la  série  à  laquelle  elle ^e  rapporte,  car  les  puissances 

négatives  du  second  ordre'  [/'J  9  [/'J^  etc.  s'évanouissent  lorsque /r 
tst  supposé  infini. 

Cela  posé  ^  on   aura 

113  3  4  1*4 

I      /i  +  i'  2      (p+OC/^+i)'  3       (/'+0(P  +  i)(/'+3) 
pour  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

i,2[;^— i],         l.2.3[/^— i],         l.i.3.4[/^— 4],  etc. 
Î.2        /  1.2.3  1.2.3.4 

Il  est  bon  d'observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 
sur  le  n°.  899 ,  peut  être  facilement  ramené ,  s'il  étoit  besoin^  à  une 
forme  élémentaire* 
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Toutes  les  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  eo 
puissances  du  second  ordre ,  soit  positives  ou  négatives  ^  seront 
sommées  facilement  par  ce  qui  précède. 

û3i^  La  fraction  -; — ^-rr> r:>  que  nous  avons  intégrée  dans 

le  n*.  905  9  produit^  dans  le  cas  où  ht=^i ,  la  série 

on  en  obtient  la  somme  »  soit  en  mettant  x+i ,  au  lieu  de  ;r  ^  dans 
l'expression  —  — — -— r  +  consf.  que  donne  l'intégrale ,  par  la  sup- 
position de  A=i  ;  soit  en  ajoutant  à  cette  intégrale  le  terme  général  : 
on  a  par  Tun  et  Tautre  procédé 

c__if+LL_—  3^+4  , 

En  égalant  au  premier  terme  \ ,  ce  que  devient  la  somme  quand  ^=1^ 

on  a      const.=x ,  d'où     S    .,..,.  —  2—  7 — ^,    — r» 

x{x+i){x+i)  {x+i){x+iy 

On  se  conduira  de  même  dans  tous  les  cas  oti  Ton  aura  intégré  le 

terme  général  de  la  série  proposée  ;  mais ,  sans  nous  arrêter  davan« 

tage  à  des  exemples  particuliers  ,  parcourons  successivement  les 

divers  résultats  que  donnent  les  expressions  générales  de  x  u. 

931.  Si  dans  la  formule 
5f(;c,  A)  =  rf(Ar,A)  +  f(ji:,A)  — co/îj/.  (  n\  897), 
ou  Su^=^j.U'\'U — const.on  met  à  la  place  de  2/;^,  les  diverses 
expressions  que  nous  avons  obtenues  jusquMci ,  on  en  déduira  les 
principales  formules  qu'Euler  a  données  pour  la  sommation  des 
suites  dans  ses  Institutiones  CalcuU  diffcrentialis. 

I*.  L'expression  de  s  «  du  n"*.  912,  en  y  faisant  A=rî,  et  en 
employant  pour  abrégier  la  notation  du  n^.  901 ,  donne 

+  [:c+4][o]  A^//-—  etc.  —  conse. 
1*.  Il  résulte  de  l'expression  de  x  «/ ,  rapportée  dans  le  n\  919  , 

ï  du  J-}  d^U  — Ç  (^u 
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Lorsqu'on  prend  2/=.x'^j  il  vient  par  la  dernière 


//*-p  I 

— etc.— -co/r5/; 

r 

en  remettant ,  au  lieu  des  lettres  B,^   B^,  B^^  etc.  les  nombre» 
qu'elles  représentent ,  on  a  cette  valeur  : 

W1+  I 

La  constante  arbitraire  satisfera  aux  conditions  relatives  au  terme 
d'oh  Ton  commence  à  prendre  la  somme.  Si  Ton  veut,  par  exemple, 
qu'elle  soit  nulle  en  même  tems  que  x ,  la  constante  doit  être  nulle 
pour  tous  les  cas  où  m  est  pair  ;  mais  il  faudra  la  prendre  égale  au 
dernier  terme  et  de  signe  contraire ,  pour  ceux  oh  m  est  impair. 
y.  L*expression  du  n".  910  donne 

Su=(Sn^+  i)u—Sn.—  -+5r/.-— ^^^-t^  +  etc. 

^  '  dX  i  dx^  1.2  dx^ 

4*.  Enfin  les  expressions  des  n**.  910,  913  »  conduisent  à 

Par  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dpnt  II!  terme  giinaal  est  une  fonction  rationnelle  et  entière ,  et  pat 
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les  deux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  est  com- 
posé de  deux  facteurs  dont  Tun  est  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  li  ^  et  l'autre  une  fonction  susceptible  d'un  nombre  indéfini 
d'intégrations* 

.  933.  L\in  des  cas  les  plus  simples  de  Cette  dernière  classe  de  séries 
est  compris  dans  le  terme  général  a'jc"',  appartenant  à  la  suite 

A«  I  ^        A  •!  ^        ^  «3 *^  *^  ' 

résultante  de  la  multiplication  terme  à  terme  d'une  progre.<ision  par 
quotiens  (  ou  progression  géométrique  ) ,  par  la  suite  des  puissances  m 
des  nombres  naturels*  L'expression  de  'Za'y  y  du  n''*  913  ,  qui  donne 


a 


'+*y        Jy       a^h        ,     ,<f»j.  (^a*+^.*»**)A* 


-''^ {p^y +  etc. +..«./. 

devient  pour  ce  cas 

-^m(m^l)(/7i— i);c"-^  ,  i    ^.        ^    +  etc. 

Si  Ton  veut  prendre  la  valeur  de  Ja^jc",  à  partir  de  x::^o ,  il 
faudra  déterminer  la  constante  arbitraire ,  de  manière  à  rendre  nul  ^ 
dans  la  même  hypothèse  ^  le  second  membre  de  cette  équation;  on 
trouvera  ainsi 


^^'^'=zr-T—j 


û*— I  tf^— î 


a^— I   l  <i*— I         («"* — i)    J  (tf* — i/ 


etc. 


On  voit  par  ces  résultats  particuliers  que  la  constante  est  égale  à 
ce  que  devient ,  lorsque  xi=io  j  le  dernier  terme  de  la  partie  variable 
de  Texpression ,  et  doit  être  affectée  du  signe  -^. 

L'expression  générale  de  Say  s'arrêtant  toutes  les  fois  que  la 
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fonction  y  sera  rationnelle  et  entière ,  on  pourra  par  son  moyen 
obtenir  les  sommes  des  séries  qui  résultent  de  la  multiplication 
terme  à  terme  d'une  progression  par  quotiens  (  ou  progression 
,  géométrique  )  et  d'une  série  dont  le  terme  général  sera  rationnel 
et  entier.  Les  suites 

123  X 

Z  *         TîT  '         -^  j*  •  •  •  • .—   ^ 

P  P  P  ^•P 

^*        p^  ^        /»•' 1.2./^' 

I  ^  i^  j:(j:+i)(y+2) 

p  p  p  if^*3^P 

etc. 

que  Ton  rencontre  fréquemment  sont  dans  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé* 

duisent  de  l'expression  de  Say ,  en  y  faisant  d'abord  A=i ,  a— —  ; 
puis  successivement 

X  x(x+i)  A*(x+ i)(x  + 2) 

y  =  -9      y  = >      y  — ^,  etc. 

•  I  1.2         '  ^^  1.2.5  ' 


934.  La  formule  5PQ=Q(P+sP)— A  Qs*P,+  etc.  semble 
encore  plus  appropriée  aux  séries  ci-dessus  y  à  cause  de  la  simplicité 
que  présente  l'expression  des  différences  des  fonctions 

— «  n 

En  faisant  P=a*  et  Q=[oJ[*+i2 — i],  on  obtient  pour  le  cas 
général 

J[ôîa'[A+«-l]"=M[[x+«-lî(u'+-£— )-[,î[,+«-^^ 

Ce  résultat  est  susceptible  de  plusieurs  réductions ,  et  notani- 


— » 


ment   de    celles  dv;   facteur  commun    [o],    avec   les  facteurs 
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I  1 

facteurs  [«],'[«],  etc.  en  les  effectuant  toutes  il  vient 

— «                   '  n          a'       (      ^^                 '  "       — H"i           «—I       u 
5[o]a'[T  +  /2 — il= r-^  a[o\  [x+/2— l] — Mr^  +  /î— ^1-- ^  * 


•^r a  —  I )*  (û— i)  J 


+  3) 


935.  Si  Ton  fait  Pz=,\x'\y  et  que  Q  représente  toujours  une 
fonction  rationnelle  et  entière ,  on  aura  pour  tous  les  cas  où  n  sera 
un  nombre  entier  positif  et  différent  de  Tunité , 

«_A»Ç; \    ^;       .    \]   ,    sf    .    X  +  etc.  +  conse. 

résultat  qiû  peut  s'écrire  ainsi  : 

-4  —«+4 

— A^Q[/z — 5][Ar + 3] — etc... + consté 

— /rfl 

~«     M 

en  observant  que  \x'\:=^=-^—,   et  en   changeant  les   produits 

(— /2+i)( — /ï+i),  etc.  en  puissances  négatives  du  second  ordre  ^ 
conformément  aux  loix  établies  dans  le  n"".  çoz. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  Ton  peut  rapporter  à  cette  formule 
toutes  les  fonctions  telles  que 

Q , 

(Ar+i)(^+i)(^+5)(^+iO'   ' 

dans  le  dénominateur  desquelles  les  facteurs  ne  sont  pas  consécutifs  ; 
et  pour  cela  il  sufEt  de  remplir  les  lacunes ,  en  écrivant ,  tant  au 
numérateur  qu'au  dénominateur,  tous  les  facteurs  qui  manquent 
dans  ce  dernier.  Dans  l'exemple  cité  on  arrive  à 

jippcndicc.  R 
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Li  fraction  appartient  au  cas  qui  nous  occupe  ; 

car  en  dccomposant  son  dénominateur  en  facteurs  simples ,    elle 
revient  à  •; — -,  et  faisant   i;c— i  =  ijc'+  1,  on  a 

(lA— i)(i:r+3)' 

A  .r'z=  ^  a:  =  I  ,  1  -r  +  3  =  1  a:'+  6  ; 

1  I  a:'+1 


4.V-+4V-3      (i.vi.2;(i.v'  +  6)     4(-^'  +  0(^'  +  3)     4C*'+0(^'  +  0C*'  +  3) 

prenant  donc  «=3  ,  on  obtiendra 

puisque  a*Q  =  o. 

Si  on  repasse  à  la  notation  ordinaire  ^  on  trouvera 


= \ =_i{_L_+_i_] 

4V  +  4V-.3  8  l    V  +  3         :r'+i     J 


-f  conu. 


'  +  const.:=^ —  ■: T-, r+  consin 


8(.v'  +  2Xx+3)  ("  +  0(^^+3) 

936.  Lorsque  a  est  négatif,  et  qu'on  prend  A=i^  la  série ,  dont 
le  terme  général  est  a'y ,  a  ses  termes  alternativement  positifs  et 
négatifs ,  si  d'ailleurs  la  fonction^  conserve  toujours  le  même  signe  ; 
Euler  profite  de  cette  remarque  pour  obtenir  une  formule  propre 
à  donner  la  somme  desséries  quelconques  dont  les  termes  sont  alterna- 
tivemcnt  positifs  et  ncgatits.  Il  suppose  azrs^-^i^  et  la  série 
proposée  de 

«'*  1        -"^V, ,        «"^Iv. ,  etc. 

quVUe  cioit ,  devient 

>  •  — .^i  >  +A,,  etc. 

réquatlon 

^j  I  -■- . {.:S -;.  -, : ys-— i-       | 

■  ■  ••     "T"  -T   .  •«       *y"  -*f  j.î  «**    •  k 
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donne  alors  ^  en  prenant  A  =  i , 


*    +  conse. 
A^A\JrA\   d?y  '    ^ 

—  etc. 


Les  termes  aftctés  des  coefHciens  différentiels  dVn  ordre  pair  dispa- 
roisserit  dlans  cette  formule  comme  dans  celle  du  n*".  918  ;  car  en 
faisant  ^  =  -«  i  dans  le  terme  général  de  l'expression  de  £  afy  , 
'  trouvée  n!".  923 ,  il  se  change  en 

\  l  I.X  ï.2*3  J 

et  nous  avons  prouvé  dans  le  n^  918^  que  le  second  facteur  de 
cette  dernière  quantité  s'évanouit  toutes  les  fois  que  n  est  impur. 

En  la  comparant  avec  la  valeur  de  ^^  j  obtenue  dans  le  même 
article ,  on  l'exprimera  par  (2"-^i)^„^;  changeant  ensuite  ;z  en  ip  , 

B 

mettant  à  la  place  de  J^^ ,.  sa  valeur  sfc ^^ ,  rapportée 

2*3  «4*  *  *  *  V 

.  aux  nombres  de  BeraouUi  (  n*.  9 1 9L  )  |.  on  aura  db  -^ ^   '^"''   ,  et 

2*3*4****  V 
par  conséquent 


^    V^-yv-^'^  \j-^         ^         ^  x.3-4    ^^'      2.3.4.5.6  ^:r^' 

(^^-0^7     'J'y  ,  ,,, 

2.3.4.5,6.7.8  dx^ 

résultat  auquel  Eulèr  n'est  parvenu  que  par  induction  et  d'une 
manière  assez  pénible, 

937.  Appliquons  cette  formule  à  la  fonction  ( — lyx"^^  de  laquelle 
S  résulte  là  série 

o"»— l'  +  i"*— 3"4-4». . .  .=Fx^, 
en  commençant' à  a^=o;  nous- trouverons 

^^^  ^'^  1.2.3.4  L      I   .^-^. 

— ^/w(;w— i)(/w— 2)(/w— 3)(/7i— 4)a;"*-*— etc.^ 

1.2»  •  •  f  O. 

R  X 
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Si  Ton  fait  successivement  m=:o ,  /72=i  ^  m=ii^  m:=^'^  ,  etc, 
il  viendra 

O— I  +1— I  +1  ....qpr*==p  ^Jc*  +  C^ 
O— I  +1—)  +4  . . .  .:=px  =z^{ix  +i}+C 

o'^l'  +  i'^i'+4\...^fzx'^zp{^x'+i.^X'^i^.il}+q 
etc. 

Les  constantes  arbitraires  C  C, ,  C^ ,  C^ ,  etc.  doivent  êire^  dé- 
terminées de  manière  que  ces  expressions  s'évanouissent  lorsque  xz=zo^ 
et  il  faut  observer  que  le  signe  de  la  première  partie  du  second 
membre  est  le  môme  que  celui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier 
membre  ;  avec  cette  attention  on  obtiendra 

et  Ton  verra  ^  qu'excepté  quand  m=o ,  la  constante  est  nulle  toutes 
les  fois  que  Texposant  m  est  pair. 
938.  Soit  une  série  quelconque 

dont  le  terme  général  ^^=  u  ;  si  Ton  pou  voit  obtenir  séparément  la 
somme  des  termes  affectés  d*un  indice  impair,  on  arriveroit  faci*- 
lement  à  celle  de  la  série 

^o-^^i  +  ^^ — -'î  +  ^4—^5+^6—  etc. 

puisqu  en  nommant  J"  la  somme  de  la  série  complète,  et  S^  celle  de 
la  série  des  termes  dont  Tmdice  est  impair ,  on  auroit 

(     — i-A  >    —--A»    —-A       —etc. 
=    ^î.-^J.  +  J^—J^  +  j/j^ — ^^+^ç— etc. 

Si  Ton  dcsîgnoit  par  A^  la  somme  des  termes  pris  de  trois  en  trois 
dans  les  suites  proposées  ,  on  auroit 

J-15  -  ^  _^  .,  _^^^  _2.V,-etc. 

=  --/,  +  .•/,— .^. + .V,  +  J,^.-t, + .:/, + .y —..A + etc. 

On  voit  assex  par  ces  combinaisons  le  parti  que  Ton  pourroit  tirer 
pour  U  somnution  des  suites  de  Texpression  des  termes  pris  à  des 
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intervalles  égaux  dans  une  série  quelconque  ;  or  c'est  ce  que  donnent 
les  formules 

en  y  faisant  ;w=i ,  A=i  »  et  A'=z  ,  =3  ,  =4  ^  etc,  puis  déter- 
minant la  constante  arbitraire  de  manière  à  faire  commencer  la  série 
partielle  à  tel  terme  que  Von  voudra  de  la  série  complète. 

La  première  formule  donne  ï'tt=  -j ,  et  son  développe- 

— A' 

dx 
t         — I 

ment  se  déduisant  de  celui  de  Stf  (  n\  919  )  ,  en  y  changeant  seu* 
lement  h  en  h!^  il  viendra 

x'u=—fudx u+B,- ^\Tl +etc. 

h!  1  dx  z  ^dx^  i*3*4 

ajoutant  ensuite  le  terme  général  u  ^  pour  passer  à  la  somme  S'x , 
on  aura 

fudx+^u+S,-- 5,-3  — — 

h  1  dx   1  ^dx^  i-3*4 

C  étant  la  constante  arbitraire  ^  et  on  tirera  de  là 

Su—iS'u=(  I—  'Tr]f^dx u+  ^ Lj. 

\        h  /  1  %  dx 

(i— iA'^)2?,  ^i^ 
1.3.4       ^^ 

quand  A'^^i,  le  terme  fudx  disparoît,  et  on  a,   comme  dans 

le  n°.  936 , 

^         w  fï        (2*— 1)5,  rf«      (i^— 1)5,  ^«  1 

Su^iS'u='^  \  -u+  "^ ^—^  -; ^^ '—^  -— ,  +etc.  [  +êonst. 

Il  1         ^;i:  ^•3*4    dx  ) 

en  observant  de  donner  à  u  le  signe  du  terme  oîi  Ton  s'arrête. 

939.  Parmi  les  cas  où  les  diverses  expressions  de  Su,  rapportées 
dans  le  n"*.  931,  ne  se  terminent  point,  ceux  dans  lesquels  on 
obtient  une  série  convergente  méritent  une  attention  particulière, 
car  alors  on  arrive  au  moins  à  une  valeur  approchée  de  la  somme 
des  suites  proposées. 


S'u=^fudx+^u+S,—  -: S^y-^  -:-^—  +  etc.  +  C, 
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La  formule 

B,  du  B^       dhi 

2  dx        2*3*4  ^^ 
étant  appliquée  à  la  suite 


Su^izzfudx  +  î  ^  +  -^  -7::  —       J      -p-3  +  etc.  +  conse. 


III  T 

I  +  ~  +  —  +  — •  %•  •  f«««4-  —  j 

donne 

.,»       1  I  B,      B.         Br 

A  -  — 1a  + L-|-_L_^  4.  etc. +  con5r. 

.V  1.V        Z.V*     4  AT*       6  a; 

Cette  dernière  est  d'autant  plus  convergente  que  la  valeur  de  x  devient 
plus  grande  ;  mais  avant  d'en  faire  usage ,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  arbitraire.  On  ne  peut  supposer  a;=o  ;  et  si  Ton  &it  ji;=i  , 

ce  qui  rend  *y-  =  i ,  Téquation 

I       B,     B.       B^ 
224  6 

q\i*on  obtient  alors  ayant  pour  second  membre  une  série  divergente 
ne  mène  à  rien.  Pour  parer  à  cet  inconvénient  il  n'y  a  qu'à  prendre  x 
plus  grand ,  égal  à  10 ,  par  exemple  ;  et  désignant  par  A  la  quantité 

2,9289682539682^396$ 9 

on  aura 

.      1,  I         ^.  ^^  B^ 

y/  =  -l  10  H 1 •  +  etc.  +  consi. 

2  20       200       40000         6000000 

et  on  tirera  de  U 

^VTjrr.nr.if— «  I  10 1 +  CtC, 

2  20         200         400000 

et  mettant  cette  expression  en  nombres^  on  obtiendra. 

tc\Tj/.  =  o^s"*"!!  s  6^4901 5  5 15. 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la 
fcrie  di vei  génie  « 

I       /?.        B*      B\        Bw 

-  +  — ^  +  — +  etc. 

i       »         4        î 
tnai$  il  ûut  entenJre  ici  par  la  valeur  d'une  scrie  divageue  la 
quantité  dont  cette  scrie  tient  la  place,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,. 
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là  Valeur  de  la  fonction  dont  la  série  divergente  oâFre  le  dévelop- 
pement ^  soit  général ,  soit  particulier. 

Pour  faciliter  les  applications  de  l'expression  de  S  -,  aux  difFé« 

rentes  valeurs  de  x ,   nous  rapporterons  ici  les  valeurs  des  huit 
premiers  nombres  de  Bernoi^illi  ^  exprimés  en  décimales  ^  savoir  t 

B,  =0,1666666666666 

-5^=0.0333333333333 
B^  =0,0238095138095 

^7=0.0333333333333 

^9=0,0757575757575 
^..=  0,1531135531135 

^.,=  1,1666666666666 

B^y=i  7,0911  56861745  1. 

Supposons  à  présent  que  Ton  demande  la  somme  des  tooo  premiers 
termes  de  la  série  i  +7+y+etc.  on  trouvera ,  en  faisant  :c=iooo, 
que  pour  avoir  cette  somme  avec  treize  décimales ,  il  suffit  de  cal^ 

culet  les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  de  5*-  ,   et  en  ob- 

X 

servant  que  le  logarithme  népérien  de  lO  est  1,301585091994045 
^  Introd.  n"".  14  ) ,  on  aura 

pour  ra:=i=riooo=     6,9077551789811  ^ 

I 
pour  -I =+0,0005000000000 


%x 

4^* 


=  —0,000000083  3333 


=  +  O,OC00000O0O00O 


^const^        =+0,57711566490x5 1 

ce  qui  donnera 

i+î.*+T5V^=    7.4849708605503, 
résultat  qui  fait  voir  avec  quelle  lenteur  marche  la  série  proposée  ^ 
quoique  cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie  ^ 

puisqu'elle  se  réduit  à  i*-  =  1^^  lorsque  x  est  infinie. 

X 


1 3<5  C  II.    1.     D  u     Calcul 

Si  Ton  prend  pour  x  un  nombre  très-grand ,  le  premier  terme 
et  la  constante  suffiront  seuls  pour  donner  une  valeur  très-approchée 
de  la  somme  entière  de  la  série  ;  on  aura  donc  ' 

1  +  -+-....  +-  =  \x  +  C^ 
z     3  X 

on  aura  à  plus  forte  raison 

I  +  -+-....  +  -  +  — —....+  -.— =1  (a: +j^)+Ci 
13  X     x+i  x-\-y 

retranchant  la  première  série  de  la  seconde  ^  il  viendra 

-4-+-^ +-^=i(*+^)-i*=i(^. 

x+i     x+2  x+y  \    x    / 

formule  qui  peut  être  utile  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres 
un  peu  considérables.  On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans 
la  somme  des  séries  ci-dessus  quelques-uns  des  termes  qui  suivent  Ix 
et  1(a:  +  jr)  ;  on  obtiendra  de  cette  manière 

II  I  1/  N  «  î  ï 

-+——....+  — —=l{x+y)^lx+ 


x+i     x-^x  x+y        ^        "^  i(^  +  >')         1* 

B,  B, 


A{x+yy       4x^ 
etc. 

et  toutes  les  fois  que  Ton  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les 
puissances  Çx  +  y)  et  de  .v^  supérieures  à  la  première,  on  aura 

\    X    /        x+i       x+1  x+y     i\x       x+yy 

940.  On  déduit  encore  4^  l'expression  de  S —  quelques  consé- 

X 

quences  remarquables.  Il  est  d*abord  évident  que 

— + — + — • . . .  +  — =— {I.V+ L+_L^etc.+<;}; 

m       xrn       '^ni  mx      m  i.v        xx*     ^x^ 

en  changeant  x  en  mx^  on  a  d\in  autre  côté,  si  mest  un  nombre  entier, 

ï      I  ï       f  ï  B^  B. 

I  +  -+-. ...  H ^\mx+ -;— + — f  T  --etc.  +  C}  ; 

z     3  mx  zw.v         ^m*x*^      j^m^x^  ^ 


I 

1 
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si  Ton  retranche  de  cette  série  la  précédente  muliiplice  par  /w,  il 
viendra 

III  I  1,1  ,1 

I  -j — H — •  ••  •  +  — H— —  •  •  •  •  + — -| -• . •  •  T 

2     }  m       /w+i  2/72       2/72+1  mx 

m  m  m 

m  xm  mx 

\m+—(  —  —  i\ L(«L_,^  +  çtc. 

xx\  xm         /        7.x^\ xm  / 

ëquation  dont  le  second  membre  se  réduit  à  1  /tz  ^  lorsque  x  est  infini* 

En  faisant  successivement  772=2  »  772=3  >  m:=./^  y  etc.  on  tirera  de  là 

l2=i— i  +  j— i +1—^  +  7— i  +  etc, 

13  =  1 +1-^  +  1  +  1-1 +  1  +  1-1+ etc. 

14=, +1  +  1-1 +  1  +  1  + 1—1+ etc. 

1  5  =  1+ 1  +  1 +i-f  +  i  +  i  +  i  +  i-.;^  +  etc; 
etc. 

941.  La  série 1 H + 


772  +  72  2/72  +  7Z  3  TH  +  7Z  mx  A- 71^ 

qui  comprend  toutes  celles  dont  le  numérateur  est  constant  »  et  dont 
le  dénominateur  ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  va- 
riable x  y  ?L  pour  somme 

S =— l(/72Ar  +  7z)+-r r— ^ T-^—T^ 

mr  +  Ti     m  '     x\mx^n)       x\mx'\'ny     4(772;^ +72)* 

B^m"  Bjm' 

~  6{mx+ny  ^  %{mx+ny^^^^'  "^  ^* 
Si  Ton  veut  déterminer  la  constante,  de  manière  que  la  somme 
s*évaBOuisse  lorsque  ^=0^  il  viendra 

I  ,           I          5,/72*      B.m^ 
o=— 172  + '—  +  -i— —  etc.  +  C. 

m  xn         xnr         4/1* 

942,  Si  nous  considérons  en  général  la  série 


I  H +  —  +  — •  •••••+—• 

^  x"»  ^  3»"  ^  4™  jt"* 


nous  aurons 


^1    _  ^>i  I  ^^,       rn{m-iri){m'\'X)B^ 

jf-  (ot—  I )*— *  "^  2 a:"*       2  AT"**  2.3. 4x'""^^ 

772(/72+  l)(/72+2X/W  +  })(/72+^g5 
2.3.4.  Ç.OAT^X* 

Jpptndict.  S 
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Cette  série  devient  très-convergente  lorsque  x  est  un  peu  grand  ; 
et  on  peut  se  servir  utilement  de  cette  propriété ,  pour  déterminer  la 
constante  C,  comme  dans  le  n"",  939.  Si  Ton  fait  par  exemple  /r=i  , 
on  aura 

1  II  S,       S.       S 


7= +  — ,  -  "i^  +  -^--f +  etc.  +  C, 

X  IX  X  X  x^ 

et  posant  Ar=  10^  on  obtiendra 

1       3*  10*  10    100      6000    3000000 

d*oîi  Ton  tirera 

C=  1,644934066848116430  5 

en  poussant   la  série  du    second    membre  jusqu'à   son 
terme. 

Une  circonstance  très-digne  de  remarque  ^  c'est  que  la  valeur  de  C, 
à  quelque  degré  d'exactitude  que  Ton  porte  l'approximation ,  se 

trouve  la  même  que  celle  de  —^  v  désignant  le  rapport  de  la  cir* 

6 

conférence  au  diamètre  ou  la  demi-circonférence  du  cercle  dont 
le  rayon  est  i ,  et  que  la  transcendante  v  entre  aussi  dans  l'ex- 
pression de  la  constante  relative  aux  séries  dont  les  termes  gêné-* 

II 
rauy  sont  —  ^   —  »  c^^-  ^^  attendant  que  nous  démontrions  ri- 

goureusement  la  vérité  de  cette  assertion ,  par  la  considération  des  - 
produits  composés  d'un  nombre  indéfini  de  facteurs ,  on  peut  au 
moins  la  vérifier  par  approximation  et  de  proche  en  proche ,  sur  les 
séries  indiquées  précédemment. 

Si  l'on  calcule  aussi  les  valeurs  de  la  constante  dans  les  séries 
dont  les  termes  généraux  sont   —  ,   —. ,  etc.  et  qu'on  les  çom- 

X  X  \ 

pare  aux  puissances  9r^,  ^r^,  etc.  on  aura ,  en  portant  l'exactitude 
à  seize  décimales  et  en  observant  que  la  constante  donne  la  valeur 
de  la  série  lorsque  x  est  infini , 
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i+—  +etc.=  1,6449340668481164= r = ^^* 

1  6  I  •  2 

1+  -T-+etc.=  i,aoi056903 1595942= -^^ 

2'  25»79436 

I +  -T-+ ^^^•=ïj^8i3i3i3  371 11381=  • 


::^=^3_,. 


90         i.i.3,4 


1+  -r+etc.=  i,0369i77Ç5 1068632= t* 

1*  ^  ^  ^  "  ^  '  ^        295,1215 


T 


6 


2*5, 


i+"T+c^c-=^o»7343o6i984449i=— -— = ^—-nr* 

2  945  I • 2« • • «O 

iH hetc.=  i,oo83492773866oi8= —w' 

2'  2995,206 

«  +  A +etc.= 1,0040773 561979443=    olr.  =T  ,^    '  k  ^* 

2  9450  I.2.,..0 

I  I 

I  +  — +etc.=ij0020o8392826o822= 


2'  '  '"  ^9749*  3  5 

i  +  — o+etc,=  i,ooo994575i278i8o=-— — =-^ 

2  93555      ^ ' ^*  *  *  ^^ 

etc. 

^^^43.  Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  donnent  aussi  les  /^ 

limites  des  séries 

■ 

2  1*2 

«  +  -  —  -+  -  i?.—  -^1+  -  ^5—  ^   5,+etc.=i,ioio... 

^»        '  .      3*4      p  5>6     p  ,      7>8      ^  9>^Q      ii_.«..         ^'-^^       4 

3  »        2.3  2.3  2.3         ^  2.3  ^'  i.2.3«4 

,1        »  .    3>4>5     p         5-6*7   p   ,     7-8»9    p         9-'^-"     p   .  ^.,      ,^, 
iH 0^ /TjH i»5— jP-  +  etc.=:i,0369.  • . 

4  2       2.3.4  21.3.4  *»3*4  2.. 3.4        ^  ^   ^  ^ 

I        »  .  3*4*5-6  p       5'6-7*8p   ,  7.8.9. lo^      9.10.11.12^  2\5, 

1  +  —  —  — r ^i -^îT -^s"^ — 5-+etc.= -î — :r* 

^   ç        2     2.3.4«5  2.. 3.4. 5  i.3«4*5  2'*3«4«5  i.i--.6 

etc. 

qu'on  obtient  en  faisant  x=^  i ,  et  successivement 

i7is=2,  /ns^,  /7i=;:4,  171=5,  etc.  dans  la  série  dont  le  terme 


général  est  '-^. 


S  i 
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Les  mêmes  valeurs  conduisent  aussi  à  insérer  ua  moyen  entre 
chacun  des  termes  de  la  suite 

B,,        B^,        B^ ,        B,,        B,,  etc. 
c'est-à-dire ,   à  trouver  les  expressions  des  quantités  qui  seroient 
représentées  par 

^â  5        -^4  >         Bs  9         jBs  >        etc. 

En  effet,  B,  et  B^  répondait  aux  séries  i  H — ;-+  etc.  et  î  H — j-+ctc. 

B^  doit  répondre  à  la  série  intermédiaire  i  + -3- + etc.  et  d'après 

la  loi ,  suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  premières  , 

on  doit  avoir ,  pour  la  troisième , —  ^^  ;  on  conclura  de  là 

1.1.3 

T^= ' T:r%        ou  5.= -=0,0581^117 

1.1.3  i5>79436  2  i5>79436         '  ^     ^     ^. 

on  arriveroit  de  même  kB^,  Bc,  etc. 

044.  Soit  encore  la  série  dérivée  de  «  = -t  on  aura 

^^^  n*+A:* 

y^=iarc(tang  =  ^)(n%366J, 

et  si  l'on  prend  j^  =  arc  T  cot  =  -  \  il  viendra 

/•  «/a-           1  /  I           \       -V                   cos  y            I  sîn  V* 
=  -(  --r— V),    -=:cotv  =  ^-^,     — -= — f- 

Jy  1  î^vsinycosy      dysimy 

sm  v'  n'  +  x*  12'  n* 

d  ou  on  conclura      -7-  = ^ ;  on  obtiendra  ensuite 

J^::  iJy(ûn  y cos  v sin  1  v  +  sin  v'cos  iv) 

j^:i  i(sin \  *cos \  sîni ^  +  sin  \ *cosi  \  )       1  sin  >  "sin  5^ 

l'I*  ~  «•  "^  • 

en  trouvera  de  mcmo 


.:';.  r.  îMiv* '^n^^  •'* 


•  •••*  'X' 


- ,     r ^  j ,  etc. 


DES    Différences.  141 

et  Ton  aufa  par  conséquent 

t  1/  I  V     sîny*       Jî,  sin^Viniy     B.  sîn^^sin4y 

^5  sînysin6y 
— ; h  etc.  +  t. 

Pour  appliquer  cette  série  à  des  cas  particuliers ,  il  faut  aupa- 
ravant en  déterminer  la  constante  C.  Il  semble  d'abord  qu'on  peut 
effectuer  cette  opération ,  en  partant  de  la  supposition  de  Ar=o  j  de 
laquelle  îl  résulte  j^^j-r,  sinj=:i ,  sinij^rro,  sin4^=o,  etc. 

et  par  conséquent  —  +C=:o,  ou  C=  —  — ^\  mais  cette  va- 

leur  de  la  constante  n'est  pas  complète ,  car  si  on  faisoit  x  infini ,  ce 
qui  donneroit^=o ,  on  trouveroit  pour  la  limite  de  la  série  proposée 

—  +  C,  ou r,  tandb  que  nous  montrerons  dans  la  suite 

2/2  S/ï  2/2* 

que  la  vraie  valeur  de  cette  limite  est 1- 


2/2  2/2*  a/ZT 

n{t      —i) 
Nous  expliquerons   alors  à   quoi  tient   le  paradoxe  que   nous 
faisons  remarquer    ici ,    et   dès   à  présent    nous    prendrons     en 

I  'TT 

conséquence  C=— — ^H ;   parce  changement  Tex- 

/2  (e     —  1  ) 

pression  de  S  — ^ deviendra  applicable  à  tous  les  cas. 

/2   *|~  X 

945.  Occupons-nous  maintenant  des  séries  dont  le  terme  général 
est  une  fonction  transcendante  ;  soit  /2  =  1  x ,  nous  aurons 

en  observant  que  fdx\x=^x\x — x  (  n^  425  ). 

On  ne  sauroit  encore  ici  déterminer  la  constante  en  fajsant  jkr=T  ^ 
parce  que  le  second  membre  n  offre  alors  qu'une  série  divergente  ; 
mais  en  faisant  a=io,  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termes 
de  ce  membre ,  et  l'égalant  à  celle  que  donnent  les  logarithmes 
népériens  des  dix  premiers  nombres ,  on  trouvera 

(7=0,9189385332047, 


1 
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à  moins  d*une  unité  décimale  du  ^^fpîÂèlSe  ordre  ^  valeur  qui  sera 
par  conséquent  la  limite  de  la  série  divergente 

B,      B.         B. 

I -+— ^  +  etc. 

i.i     3.4       5.6 

_,  .  TT        2.I.4.4.6.6.8.8. 10.  lo.  iietc. 

L  expression  -  = 

1        i*3*3*5*5-7*7*9-9* ii*ii*etc. 

que  Ton  doit  à  Wallis ,  et  que  nous  déduirons  dans  la  suite  d*une 
manière  bien  simple  de  l'intégrale   /  ,  conduit  à  la  vraie 

valeur  de  la  constante  C.  Pour  cela  il  faut  observer  qu'en  passant 
aux  logarithmes  ,  et  s*arrêtant  à  un  nombre  x  de  facteurs ,  on  obtient 

_f   ili  +  2l4+2l64-il8  +  ilio...+2K2'^ — i)+l2Jt 
'^  ~  [ — 1 1 — il } — 2I 5 — 2I7 — il  9. . . . — îl(i^ — 3)  +  (iJ^ — 0 

et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x  infini,   on 
trouvera  par  le  moyen  de  l'expression  précédente  de  51jc 

l,4-lx4.l3  +  l4+l5....+U=C+(  :r+f)U—  x 
l,+l2.  +  l3+l4+l5 +\^x=C+{^x+^)\^x^^x 

12.4.14+16  +  18  +  110. . .  +llA:=5lAr  +  Arli=C+(x+^)k+xli. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde ,  il  vient 

Il  +I3  +I5  +17*  •  •  •  +1(1^— i)=a:1a:+  (Ar+f)li— ^, 
d  oît  Ton  conclut 

ili  +  il4+îl6.,,+il(ix— i)+lix  1^fiC+i(:t+i)U+iArli— 1^-^] 

_ili— ll3~il5,..— il(i.v— 3)  +  il(i:r— 0  J      \     —^x\x-^{x+^)\^J^^x 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  W — li ,  on 
obtient ,  d'après  la  réduction  du  second ,  1  t  —  1 1  =  1  C-^i  1 1 , 

d'oîi       C=  î  (1  ^+1  i)=  î  1 1^  =  1  ^^  3 
résultat  bien  remarquable  et  d'après  lequel  on  a 

B  B  B 

\.xx        3.4^^         5.6X* 

On  rendra  cette  équation  propre  à  un  système  quelconque  de  lOf- 

B  B 

garithmes,  en  multipliant  par  le  module  les  termes î— ,  — ^ ,  crc, 

I  •  émX     \  •  A  y 

dans  lesquels  il  n'entre  point  de  logarithmes. 
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946.  Proposons^nous  gour  exemple  de  trouver  la  somme  des 
logarithmes  des  1000  premier^  nombres  des  tables ,  c'est-à-dire ,  la 
valeur  de  li+l  1+I3*.  .•+1tooo.  La  caractéristique  1  désignant 
ici  des  logarithmes  ordinaires ,  dont  Je  module  sera  pour  abréger 
représenté  par  M  ^  on  aura  ^=10005  d'où  on  conclura 

x\x      5=      3000^0000000000000 
+   i1a:=  1,5000000000000 

+   ^li^     =  0,3990899341790 

—     Mx     =—434,1944819032518 


=  +      0,00003619x1068 


MB, 

l.XX 

MB. 

—  =  —        0,00000000000 1 1 

3-4*' 


1000 


résultat.  •••••• 1567,6046441111318  : 

mais   I1  +  I1+I3 +  liooo=:Ki.i.3...  iooo=l[  jopo]  ; 

1000 
il  s'ensuit  que        1  [  1000]  :=?  1567,6046441111318. 


lOCO 


L'on  apprend  par  là  que  le  nombre  [1000],  dont  le  calcul  est. 
presque  impraticable,  doit  avoir  1568  chiffres,  et  que  les  dix 
premiers  chifFres  sur  la  gauche  sont. 4013 871600»  en  sorte  qu'il  est 
compris  entre  les  nombres  qui  résultent  de  4013871600  et  de 
40x3871601»  suivis  chacun  de  1558  zéros.  Cette  connoissance 
suffit  dans  beaucoup  de  recherches ,  où  l'on  ne  demande  que  les 
rapports  des  produits  de  grands  nombres  ;  et  dans  ce  cas  la  valeur 
approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  par  l'impossibilité  où 
l'on  est  d'effectuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver  à  la  valeur 
exacte.  La  longueur  de  ces  calculs  devient  alors  un  obstacle  aussi 
insurmontable  que  la  difficulté  d'exprimer  rigoureusement  une  fonction 
transcendante.  Laplace  a  beaucoup]  étendu  cette  recherche,  dont 
les  applications  sont  très-fréquentes  dans  le  calcul  des  probabilités , 
mais  comme  il  s'appuie  sur  des  considérations  différentes  de  celles 
qui  nous  occupent  maintenant ,  c'est  plus  bas  que  nous  rendrons 
compte  de  ses  travaux  sur  ce  sujet. 
947.  En  suivant  Euler^  nous  allons  montrer  comment  on  parvient  à 
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trouver  le  cociTicient  quelconque  d'une  très -haute  puissance  du 
binôme  et  le  rapport  que  l'un  quelconque  des  termes  de  cette  puis* 
sance  a  avec  la  somme  de  tous  ceux  qui  la  composent. 


n  —Il 


Le  terme  général  du  développement  de  (a+ty  étant  [/n][o]a""^**, 

«    — « 
son  coefficient  [/^][o]  peut  être  changé  en 


m 


['»][o][o]  = i-J— -  (  n'.  901  ) , 

et  passant  aux  logarithmes  il  vient 

n      —n  m  n  m— n 

l[m][o]  =  l[H-I[«]-l['«--n]; 
or  on  a  par  le  n".  945 , 

I  [  ,  î=;U.+  (  „  +  i  )\n-n+-^ 1^  +  -^ «c. 

ce  qui  donne 


m 


1  }'"^  ^_  ==--lUff+(w+f)lw^(/»+i)lH—(/B  —  «+i)l  (/»  —  ») 


«— /I 


U  J  [w — ri] 

^    ^'        ^'         ^' 


iff,  Bx  By 


+  etc. 

Lorsque  Ton  fait  72  = — ,  quand  n  est  pair,  on  tombe  sur  le  terme 
qui  occupe  le  milieu  du  développement  de  la  puissance  de  a+b^ 

an 

fini 

et  qui  est  affecté  de  tf"^;  son  coefficient  est  exprimé  par  -^=-j-^  , 

le 
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la  formule  ci-dessus  donne  pour  son  logarithme 


in 


t  M.._      .,        ,,    ^     ,    ^      B,  B'  Bj 

/r  ^^.  1.1. xn         5.4.2V         5.6.1/2 

(M)  * 

__1^  +       "^^  «-  —"^5-+  etc. 
1.1. «           3  «4^^  5*^'^ 

expression  que  Ton  peut  changer  en 


2« 


li--l  =  l -^^_i^+_M^_.- 4£l-.  +  etc. 

tl  Ton  passe  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura 

I^J_=_i^.,      i...2«.,3.4..3„3^^     î-6.i»<etc. 

Il  est  facile  maintenant  de  développer  cette  série  suivant  les  puis- 
sances de  n,  en  substituant  à  chaque  quantité  exponentielle  la  série 
qui  lui  est  égale  ;  mais  nous  n'effectuerons  point  ce  calcul ,  parce 
que  la  forme  logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les  appli- 
cations. 

Si  l'on  se  proposoit  par  exemple  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  xn  du  binôme  à  la  somme  de  tous  les  autres , 
on  feroit  a  et  b=i  ,  d'où  (tf+^)"=i";  le  logarithme  du  rapport 
cherché  aiiroit  pour  expression 

y^^       1.2.2/1       3.4.2V         ^.Si.z'^nr 

En  prenant ,  par  exemple,  2nz=zi00y  on  trouvera  par  cette  formule 
le  rapport  de   i    à  0,0795891. 

948.  Soit  «  =  a*;  la  formule  Su=fudx  +  ^u+  etc.  donnera 

Sa'=a'll  +l+^\a -^(1^)'  + ^^^(l^^-etc.  1  +  C 

{la     2      i  2. 3*4  a. 3. 4. 5.6  ) 

En  faisant  J'a'=o,  lorsque  x  =  o,  on  trouvera 

C=-ff+-+^l--  -£i-(l.)3  +  _?L— (la)»-etc.|, 
lia    2     2  3.3.4  2.3.4.5.6V''  y 

appendice.  T 
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et  on  aura  par  conséquent 

Ua      2      2             ^•3-4  2.3.4.5.6       '  y 

maïs  on  sait  d'ailleurs  que  S a':=. —  (  n*.  9}}  ):  on  con- 

a  —  I 
dura  donc  de  ce  qui  précède  que 

=— +-+— U ^(U)'  + ^— 7-(Itf)— etc. 


a — T      Itf      2       2  2.3.4  2.3.4.5.6 

d'où  on  tirera 

\a — I        1^                2               2.3.4              2.3.4.5.6^     ' 
équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à  —. —  ,  et  donne  « 

2(û — I  )  ^ 

comme  on  voit ,  la  somme  d'une  série  très*remarquable« 

949.  Si  Ton  prend  u^=^s\nax ^  on  obtiendra,  par  la  formule 

Su:=fudx  +  ^//  +  etc. 

i  sm/i  v=: zQ%ax-\"'%vciax-\ cosax-| cos  ax 

a  2  2  ^•3*4 

H ' 7-  cos  ax  +  etc.  4-  C 

2.3.4.5.6 

Dans  le  cas  oîi  a-  =  o,    on  a  5siniz;t=o,  d'où  il  suit 

C=z ! 5 ~  — etc. 

a  2  2.3.4  2.3.4.5.6 

et  par  conséquent 

Vsînu.T=-slntf^  +  (i— costf^h ^ 7 etc.  >. 

^  la  2         2.3.4         2.3.4.5.6  J 

cosfax — ^a)  ft  V     M     • 

Mais  puisque  ssintfjf= .    . (  n*.  908  ),  u  vient 

'^      ^  2sin-ja 

cos(i2.v — ^a) 
Ssm  n  ;r  = r— ; — ^ h  sin  <«  x-  +  co^^r. 

2Sin^d 

costfxcos-^^ — ^inaxsin^a      cos  7  a 
^  2sm^a  2sinjtf 

=s.^sinii:c+         -     ^  ^ 


^■pao^B^ 


2sm~a 
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en  déterminant    la  constante  pour   que  cette  dernière  expression 
de  S^max  s'évanouisse,  ainsi  que  la  première,  lorsque  Ar  =  o, 
La  comparaison  de  l'une  avec  l'autre  donne 

=TCOtrtf  = • -— etc. 


xsitï^a        ^        *         a  1  2.*3«4        2.3. 4.5.6 

On  parviendi  oit  au  même  résultat  en  partant  de  S  cosax. 

950.  En  général ,  si  dans  les  formules 

.    y  .  cos(p  +  gx  —  {gk) 

ssin  (p-^qx)= ■         .    ,     ,  +  const. 

isin^^A 

sînf  II  4.^.r  — 7  j  A) 
2cos(/i  +  ^x)=      — ^JL^^^^J-L  +  const. 

2  sm  7^/z 

on  change  ;r  en  x  +  k^  et  qu'on  détermine  ensuite  la   constante 

arbitraire,  de  manière  que  les  résultats  soient  respectivement  sin/^ 

eut  cosp  lorsque  x=ro^  on  aura 

Ssir\{p  +  qx)  = r-7-T +  7—; — r~ 

2Sin~yA  isin^qh 

c.^c/«-L..^^—        sin(/i  +  ^;r+^y/0         sinÇ/;— ^^A) 

La  formule  *y  P  Q=  Q(  P  +  sP)— A  Qs'P.  +  fitc. 

conduit  au  même  résultat  que  celui  qu'on  déduiroit  des  expressions 
du  n%  909 ,  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme 
général  est  le  produit  de  sit)(p+  qx) ,  ou  de  co^{p  +  qx)j  par 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  :i:  ;  et  pour  étendre  ce  procédé 
aussi  loin  qu'il  peut  aller ,  il  ne  faut  pas  oublier  que  toute  fonction 
ra^onnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à  des  sinus 
et  à  des  cosinus  d'arcs  multiples. 

951.  Il  paroît  difficile  au  premier  coup  d'œil  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  Ssin(p  +  qx)  et  de  S  cos{p+qx)  , 
lorsqu'on  y  suppose  or  infini;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent 
Être,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  fonctions  cos{p+qx+jqb) 
et  de  sin(/'-(-f  a:  4- îf  A)  ,  qui  pourtant  ne  sont  pas  susceptibles 
de  devenir  infinies,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  ne  sauroient 
surpasser  le  rayon.  Cette  difficulté,  agitée  d'abord  entre  Daniel 
Bernoulli  et  Euler  ,  paroît  avoir  été  suffisamment  éclaircie  par  Lexell 
(  Novi  Comment.  Acad.  Pttrop.  T.  XVIII  ), 

T  2 
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Il  faut  observer  premièrement  que  la  série    • 

svap  -h  sîn(/^  -H  y  )-f-  sin  (/>  +  2  j)...,  -f-  sln  (/?+  qx^ 

est  périodique,  c'est-à-dire,  que  ses  termes  redeviennent  successi- 
vement les  mêmes ,  et  qu'en  conséquence  les  diverses  sommes  par- 
tielles deviennent  nulles ,  à  la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  En 
effet ,  l'expression  de  5^  (/>  +  ^  .r  ) ,  qui  se  réduit  à 

2Sinfjr  ism^f 

lorsqu'on  prend  â=i,  s'évanouit  *  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
données  par  l'équation 

dans  laquelle  xm'jr  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  =1.  Si  le  rapport  de  cr  à  y  est  celui  de  deux 
nombres  rationnels  ,  on  aura  évidemment  une  inHnité  de  valeurs 
de  AT,  pour  chacune  desquelles  l'expression  de  5*  (sin/? -f- y  a:  ) 
s'évanouira. 

Cette  expression  étant  ainsi  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de 
périodes  ne  sauroit  avoir  de  limites  déterminées  ;  mais  il  est  impor- 
tant de  remarquer  que  si  Ton  prend  le  milieu  entre  les  différcns 
résultats  que  l'on  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  de  ;i: ,  on  tom- 
bera sur  une  expression  dont  le  développement  en  série  sera  iden- 
tique avec  la   proposée.    Pour  cela  on  fera  successivement 

a:  =  o,      a:=i,     :r  =5=  2  ,...,:!:  =7z, 
dans  ^C/^+î^),  et  on  oDciendra 

C0S(/7  +  7?)       ,     C0S(;7— iç) 

1  sin  ^  y  2  sin  ^  ^ 

cos(/>  +  if)  cos{p—'-q) 

2sin^^  2sin^j 

^ — j Y-    : — ; 

^s\n-q  2Sin^^ 


2/2-J-I 
C05(/?H q) 

2S*:njf  2sin~j 
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]a  valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières  dont  le 
nombre  est  /2+  i ,  sera  exprimée  par  la  série 

2(^/2-+- i;sin-^        2(^/2 -i- ijiin-^  2 

La  somme  de  la  série,  renfermée  entre  les  accolades,  s'obtient  en 
écrivant /;  +  -j-f,  à  la  place  de/>,  dans  l'expression  de5cos(/>+jx) 
et  en  y  faisant  .r=/2  et  A=i ,  ce  qui  donne 

sin(/?  +  (/2+i)^)  sîn/?      cos(/?+  (t»+ i)f  )sîn-r(;2+ i)f 

2sin-fy  2sin-^^  '^v^  —  q  .* 

quantité  nulle  dans  l'hypothèse  actuelle,  puisque  -r('^+ï)f  est  un 
multiple  ^  la  demi-circonférence  :  le  résultat  précédent  se  réduit 

donc  à      : — -^ .  Telle'est  l'expression  que  Daniel  BernouUi 

2  sm  —  ^ 

regardoit  comme  la  somme  ou  la  limite  de  la  série 

sin/7  +  sin  (/>  +  y  )  +  sin  (/>  +  2  j  )  +  etc. 

continuée  indéfiniment,  mais  qui  n'en  tsl  ^  à  proprement  parler, 
que  le  développement  (  ////.  n\  4  )  ,  ^insi  que  Ton  peut  s'en 
convaincre,  en  formant  l'équation 

-  —  ~,  '      —  sinjp  +  sin  (/?  +  î  )  +  sin  (/;  +  1  ?  )  +  etc. 
2sm-^^ 

de  laquelle  on  tire  d'abord 

cos(/? — J^f)=asin/7sin^^  +  2rin(/^+y)sin^^  +  2sin(/?+2j)sin^j+etc. 

puis 

cos(/^  — ^î)  =  cos(/^  — ^î)^-cos(/;  +  ^^)4-cos(/i+|î)+cos(/i  +  ^-.7)  +  etc. 

—cosC/^  +  Tf)— cos(/7+i^)— etc. 

en  mettant  pour  les  produits  de  sinus  leurs  expressions  connues  ;  les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques ,  abstraction  faite 
du  dernier  terme,    ainsi  que  cela  arrive  dans  le  développement 
"des  fonctions  en  séries  divergentes  (  Int.  n**,  5  ). 

Cette  dernière  transformation  donne  un  moyen  aussi  élégant  que 
facile  de  parvenir  à  l'expression  de  *Ssin(/7-}-^.v).  En  effet,  si  on 
multiplie  par  2sin^y  les  deux  membres  de  Téquation 

5sin(/?+îA:)=sin/+sin(/?  +  î)-hsin(/;  +  2î) l-sinC/^+^r), 
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elle  (Jtrvîent  isin^qSsir.Çp+qx)^ 

isin/'sin ~ç+  2sii.(;7+y)sîn iq+isiD(p+ 1  ^)  sîn  |^  y. . . .  +  2sin(/i-Hfx)$in^^, 

et  se  transforme  en  ^Sln'l'qSsin(^p^qx)=i 

d*oîi  l'on  conclut 

2  sin  4-  y 

951.  En  appliquant  à  l'expression  de  Scos{p  +  qx)  et  à  la  série 

cosp'^c6s(p  +  q)  -i-  coh{p -^  iq)  +  cas  {p  +  yq)-^  etc. 

les  raisonnemens  et  les  opérations  du  n**.  prccédent,  on  parvient  à 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d'abord  que  la  valeur  moyenne 
de  toutes  les  sommes  particulières  déduites  de 

ç  r.cr     .   _x_sîn(/>4-(.v4-l)^)       s\n(p—{q) 

2Sin^^  ism^q 

donne  la  quantité 

La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tirant  de  l'ex- 
pression de  5sin  {p-^qx) ,  en  y  changeant  p  en  p-h  '^q  ,  et  en  y 
faisant  /2=i  ,  x=n^  est 

cos  r  cos(p  +  ('î  4- 1  )  f  )      sin(;i  +  ^  (n^- 1)  q)  sîn  J-  (/74-  iV 

2Mn|^  2sxn;-^  s'in^q  .      . 

et  s'évanouit  nécessairement  lorsque  l'équation  (/i-4-  i)^=2.7rir  a  lieu. 

sir(r — ;^) 

On  a  donc  encore  dans  cette  circonstance '-. —  "    '^  ;  et  oa 

2sin^^ 

prouve  que  le  développement  de  cette  fonction  reproduit  en  eflFet  la 

série  proposée ,  en  multipliant  par  2  sin  ^  q   les  deux  membres    de 

l'cquation 

—  '■  =co$p  -,•-  cos  C/'  4-  ï  )  +  cos  (p  +  2.f  )  4-  etc. 

isin^./ 

qui  devient  alors 
— sin(;—  1  7)=2sin-; qco^p+i  sin  ;  q  co<(f+q)  +  i  sin  1  fCO£(/?4-zy)+  etc.. 
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se  change  en 

— sln(/^+i^)— sin(/J4-|f)—  etc. 
lorsiju'ou  y  met  pour  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  leurs  va- 
leurs, et  devient  par  conséquent  identiques!  on  la  considère  comme 
indéfinie* 

On  arrive  aussi  à  l'expression  de  Scos^p-k-qx)  ,  en  multipliant 
par  2sin^^,  les  deux  membres  de  Téquation 

S  COS(p  +  qx):=COSp  +  COs(p  +  q)  +  COs{p+  lq)+  .  .  .  +  COs(p+qx)  , 

on  forme  de  cette  manière  l'équation  isin{qScos(p+qx)=s. 

2sinjjco5jp+isinîycos(/>  +  y)  +  zsin|^cos(;y+i^)..*+isin^^cos(/;  +  jjr'), 
équivalente  à  cette  autre:  xsin^qScos(p+  y:r)  = 

~SÎn(/7— iy)+sin(;;4--:?)+sin(;i+f/)...H-sin(;^+(Ar— i)y)  +  sin(;,  +  ^.r  +  ,^^ 

sit\(p  +  iq)'^Siï)(p+lq).  •  .—sin(p  +  {x'^()q), 

de  laquelle  on  tire 

c...c^.^.^         — sîn(/i  — ig)  +  sin(;y+^A;  +  ^g) 

SC0S{p  +  q    X=^ —r-r- , 

1  sin  -  q 

résultat  conforme  à  celui  du  n"*.  950. 

953.  La  sommation  des  suites  a  conduit  Euler  à  des  interpo-^     Application  de 
lations  très-élégantes  dont  nT>us  allons  donner  une  idée.    Il  faut  la  sommation  des 

•  •  1  ,       /<         .  séries    a  l  intcr- 

d  abord  observer  que  certaines  suites  représentent  des  fonctions  que  poUtion. 
Ton  ne  sauroit  exprimer  d'aucune  autre  manière  j  et  dont  on  n'a  pas 
même  les  diflférentielles  ;  Euler  les  appelle  functiorus  inexplicabiUs. 
La    première    recherche    à  faire    est  celle  de  leurs  différentielles 
dont  on  obtient  des  valeurs  approchées  par  le  moyen  des.  formules 

du  n*.  931. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  Ton  demandejes  difTérentielles  de 
la  fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série 

I       1       t  I 

iH 1 V  - -f--! 

fonction  dont  on  ne  sauroit  avoir  l'expression/  indé/inie ,  mais  dottt. 
la  valeur  approchée  est 

I  B.  Bx        '  Bt  ,       jn     0         m  '         \ 
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en  dcsignant  celte  fonction  par  i/,  on  aura 

dx  X  l.V*        -V^  A"'        x^ 

I 

série  qui  donnera  avec  d'autant   plus  d'exactitude  la   valeur  du 
coeiHcient  diflfcrentiel  que  celle  de  x  sera  plus  grande. 
En  général,  la  formule 

Su—JuJx  -j.  -//  +  — ~'~-  -—  + ^ — ~  -^r  —  etc.  +  conse. 

X  1    dx  2.3.4  J.V"         2.3 .4.  5.6    UX^ 

donnera 

■ 

du  idu     B,  d'u  B,      d^u  2?.  d'^ii 

=«4.,      4.-!        L         4. 1 — ^         _etc. 

^a:  Xfl-v      2  «y.v"        1.3.4  fl.v"       1.3 .4. 5 .6  i/j; 

si  Ton  fait  S  u  =  U. 

On  appliquera  de  mente  à  cette  recherche  les  autres  formules  du 
n*,  931 ,  et  par  leur  moyen ,  on  obtiendra  le  dê%eloppement  de  la 
valeur  que  prend  C,  lorsque  .v  se  change  en  .v  +  «,  ordonne  suivant 
les  puissances  de  w. 

9S4.  F.uler  eft  aussi  parvenu  au  même  développement  sans  le 
secours  des  fox  mules  citées,  et  par  des  considérations  qu'il  est  bca 
de  connoîtrc. 

Soit  *y  la  somme  de  la  série 

J,   £,   L\  D, A, 

correspondante  aux  indices 

^4^  et  AV,  ce  que  deviennent  cette  somme  et  le  terme  génëial, 
lorsque  a-  se  change  enA-^'*',  et  désignons,  comme  à  roiiiinaiie, 
par  \j ,  A'j,....A".  ,  A'j,,  etc.  !es  valeurs  de  S  et  de  A",  corrcs* 
pondantes  à  -v-p  i  ,  .v-fi  ,  etc.  Ctîa  posé,  nous  aurons 

Ç  -    Vj.  V  >  5-    •=S^  -i-  Y. 

.V,     .V+X,  +  .V,  f   5 ..^,-=5,-1- -Y ...^.Vv^ 


Maintenant 
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Maintenant  il  faut  examiner  la  forme  que  prend  la  série  dans  les 
termes  très-cloîgnés  du  premier,  afin  de  connoître  la  limits  vers 
laquelle  elle  tend  sans  cesse.  Si ,  par  exemple ,  ses  termes  consécutifs 
approchoient  de  plus  en  plus  de  régaîîic ,  de  manière  qu'en  supposant 
l'indice  n  très-grand,  on  eut,  avec  une  exactitude  toujours  crois- 
sante,  -y^=Jf„^. ,       -Y„^^,— Jif„^^,  etc.  on  en  concluroit 

et  par  conséquent  5'„^«=5„  +  ft)A'„^,.  En  égalant  cette  expression 
de  Sa^^  à  celle  qu'on  trouve  dans  le  tableau  ci-dessus ,  on  obtiendra 

mettant  pour  S^  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  J» ,  on 

aura 

Sœ=S+X,     +X,  +X^     +X^ +A'^+«X\^, 

— A<»^i-— A^e».^— A^w^^— ^etf^4«  •  •— ^<w^„. 

Cette  formule  étant  appliquée  à  la  série        i  H [--...  +  _- 

donne 

I  1  I  I  û) 

^«=  S  H ; 1" ; \r ; .  .  .  .  +    ; j- 


I  I 


OU 

fi>  »  6) 

en  négligeant  le  terme  correspondant  à  «  X„^,  ;   ce  résultat  sera 
d'autant  plus  exact  que  x  sera  plus  grand  et  «  plus  petit. 

Pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  « ,  on  observera  que 

I  I  «  û)*  6)' 


+  7— 7— r;  —  7— 7— r,  +  etc. 


Ar+i+«     x+i         {x-^iy  {x+if        {x+iy 


Où  to*  to^ 


x+i  +  ^     x+2        {x  +  iy^(^x+ay        (.v  +  3)^^     ''' 


€tC. 

jippcndLc, 
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et  on  aura  ensuite 

U-^+0'  (^-+^)'  (-v+3r  (-v+4y       i 


A 


.f,y^ 1 — . 1 1 +  etc 


-x-to^X- u 1 i h  etc.  \ 

—  etc. 
comparant  cette  formule  avec  la  scrîe 

i^  5'«=i'+_  -+— j  —  +  T-3 +  etc. 

dx  \     dx*  1.2     dx^    1.2.3 

qui  résulte  du  théorème  de  Taylor ,  on  en  conclura 

—  —  4.  f      I  I  I  I  1 

'^'•y  f    I  I  1         I  1 

-; —  =—     1.2! 1- h 1-  -^ h  etc.   t 


dx' 

etc. 

Considérons  encore  la  série 

111  I   ^ 

nous  obtiendrons ,  par  les  formules  précédentes , 


V  _  V       

•^1        -'^ftï^.i  — 


-^  A -^'ft'+a 


(a- 4-1/'       (.v+i  +  «) 


m 


+  — "  -      /  .     _   Xm+3 ^*^« 


etc. 
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et  réquatîon 

I . i         l  (*  +  I )'"+•  ■*" (I  +  2)'"+« "^ (7+3)^* "^  ^^'^^  J 


1.2.3  l (:*:  + 1  )■■">■■' '^(x+ 1)'--*-' "^ (x  +  3 )-"+^ "^  "'^^  1 

etc. 
de  laquelle  nous  déduirons  comme  ci-dessus  les  valeurs  de 

m 

9^^.  En  général,  on  a 

_,  ^       dX  u     d*X  «•       tPX      «» 

jr«..  =a:,+-— ^  -+-^  — +^^ +  etc. 

^  ^       dx     \       dx'    J.2      </j:'     1.2.3 

etc. 

d*oii  l'on  tire 

5«=^„+«:r„^.-    T    Tx 

«»     d*{X,  +  X,JrX,  +  X^+  etc.  } 

1,1  i  A* 


1.2.3 
etc. 


dx' 


Si  k  terme  ^,^4.1  ne  s'évanouit  pas,  comme  dans  les  exemples 
du  n**.  précédent ,  lorsqu'on  fait  n  infini ,    on  observera  que 

jr„^.=^.  +  (AT.-^.)  +  {X.-X;)  +  {X,-X,)  +  etc. 

et  Ton  substituera  ,  au  lieu  de  X^^^^ ,  le  second  membre  de  cette 
équation  qui  forme  une  série  convergente,  puisque  les  termes 
X, ,  -ST^,  ^5 ,  etc.  sont  supposés  tendfe  vers  l'égalité. 

En  prenant  at  =  o  ,  il  vient 

X,=A ,        -Sr.=  fi,         X^=C^  etc. 

V  2 
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et  on  aura  par  conséquent 

maïs  on  sait  d'ailleurs  que  Jfl'=  ^ —         ■   (  ï^*«  933  )5  on  con- 

tf  •—  I 

dura  donc  de  ce  qui  précède  que 

^=— +-+-^U ^(U)'  + 5— -rCl^r— etc. 

i2 — I        Itf        2         2  ^'•3«4  5.3.4.^.6^        ' 

d'où  on  tir£ra 

(-^ i)b=i+^(U)* ^(I^)^+ ^^(Uy-etc 

Vi — 1      2/  2  2,3.4  2. 3,4. 5.6^    ' 

équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à  —. '-—^ ,  et  donne  l 

2(fl— i) 

comme  on  voit ,  la  somme  d'une  série  très-remarquable. 

949.  Si  Ton  prend  u^=-^vciax ^  on  obtiendra,  par  la  formule 

Su^^fudx  +  7//  +  etc. 

r  i  .  B,a  B.a^ 

i'sinrt.v=—  -costf*+  s\nax-\ costf^H cos  ax 

a  2  2  ^•3*4 

H ' -T-  cos  ax  +  etc.  +  C 

2.3«4.5.6 

Dans  le  cas  oîi  a:  =  o,    on  a  Ss\nax^=o y  d^où  il  suit 

C^^  -  — -  — ! i i- _  etc. 

a         2  2.3.4         2.3.4.5.6 

et  par  conséquent 

ri         B,a         B.a'  B.a^  I 

5sinu%T=7slntfAr  +  (i— C0StfAr){ '- ^ '—  —etc.  \, 

*  ^  Itf  2  2.3.4  2.3.4.5.6  J 

C0S(JX — l-tf)   ,  ft  %      .1      . 

Mais  puisque  Jisxnax— ^— r-j (  n*.  908  ),  il  vi€iit 


ssm-^a 

COs(tf.r  —  ^a) 

Ssvcï4ix=i T—, h  sinax  +  const. 

2Sin^a 

cosfljccos^^ — {\v.axs\nja      cos  -J-  tf 

cos^^flfi — cosax) 

•    =isin**  + ^    ^  .    ; i-, 

flsin^a 
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en  déterminant    la  constante  pour   que  cette  dernière  expression 
de  Sûnax  s'évanouisse,  ainsi  que  la  première,  lorsque  a:  =  o* 
La  comparaison  de  Tune  avec  l'autre  donne 

==icot  1  tf  =  -  — -^  — --4— — -— ^-— ^-.  etc. 


ism~a        *       *         a         1  ^•l*^        1.3.4.5.6 

On  parviendroit  au  même  résultat  en  partant  de  5  cos^a^. 

950.  En  général ,  si  dans  les  formules 

.    y  ^  cos(p+ûx  —  {qh) 

xs\n(p  ^  ûx)= ^ — .    ,     ,     — ^  +  conse. 

xsm^qh 

sîn(o4-fl.r  — itf  A) 

xsit\-qn 

en  change  x  en  x  +  k^  et  qu'on  détermine  ensuite  la  constante 

arbitraire,  de  manière  que  les  résultats  soient  respectivement  sinp 

et  cosp  lorsque  :r=ro,  on  aura 


S  cos{p  +  f  ^)  = 


isin-j^A  xsin^qh 

sm{p  +  qx+  ^qh)         sin{p—iqh) 


isin^jA  isin^^A 

La  formule  JP  Q=  Q(  P  +  zP)— A  Qs'P,  + etc. 

conduit  au  même  résultat  que  celui  qu'on  déduiroit  des  expressions 
du  n%  909,  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme 
général  est  le  produit  de  sw(p+  qx) ,  ou  de  cos(p  +  qx)j  par 
une  fonction  rationnelle  et  entière  de  Jt  j  et  pour  étendre  ce  procédé 
aussi  loin  qu'il  peut  aller,  il  ne  faut  pas  oublier  que  toute  fonction 
ra^onnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à  des  sinus 
et  à  des  cosinus  d'arcs  multiples. 

951.  Il  paroît  difficile  au  premier  coup  d'œil  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  Ss\n(p  +  qx)  et  de  5cos(/?+fi  )  , 
lorsqu'on  y  suppose  :r  infini;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent 
£tre,  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  fonctions  cos(p'{'qx+jqb) 
et  de  sin^p-^qx  -i-  jqh)  ^  qui  pourtant  ne  sont  pas  susceptibles 
de  devenir  infinies,  puisque  le  sinus  et  le  cosinus  ne  sauroient 
surpasser  le  rayon.  Cette  difficulté,  agitée  d'abord  entre  Daniel 
BernouUi  et  Euler  ,  paroît  avoir  été  suffisamment  éclaircie  par  Lexell 
(  Ni>vi  Comment.  Acad.  Pttrop.  T.  XVIU  ). 

T  X 
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et  on  aura  par  conséquent 

mais  on  sait  d'ailleurs  que  Jfl'=  ^ ~  (  ^^^  933  )5  on  con- 

tf  — -  I 

dura  donc  de  ce  qui  précède  que 

=— +-+— Itf ^(U)'  + 5— -rCl^r— etc. 


ê, — I     Itf     2      2  ^.•3.4  ^•3.4.5.6 

d'où  on  tir£ra 

Vl — 1         2/  2  2.3.4  2.3.4.5.6^       ' 

équation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à  —, ^ — .  et  donne  ; 

2 (a — i)  ' 

comme  on  voit ,  la  somme  d'une  série  très- remarquable. 

949.  Si  l'on  prend  u^=sinax ,  on  obtiendra,  par  la  formule 

Sii=:^fudx  +  ju  +  etc. 

I  i  .  B,a  B.a^ 

i'sinrt.Y=—  -'ZO^aX'\-s\nax-\ coîax-^ cos  ax 

a  2  2  ^•3*4 

H ^ :;-  cos  ax  +  etc.  +  C 

2.3.4.5.6 

Dans  le  cas  oii  a:  =  o,    on  a  Ssinax^zo ^  d*oîi  il  suit 

a         2  2.3.4         2.3.4.5.6 

et  par  conséquent 

ri         B,a         B.a'  B.a''  I 

AVmj.T=  VintfAT+fi— costfx)< '- ^ '- etc.  \, 

^  Itf  2         2.3.4         2.3.4.5.6  J 

COs(tfX — 7^)   ,     ^  rt  %      .1      - 

Mais  puisque  xsintfjf= ^— r-; (  n*.  908  ),  il  vient 

cos(tfr  —  fj) 

5sinii:r  = r— ; H  smax  +  const. 

2Sinfa 

cosfljccosf  tf — sîntfATSÎnTtf      cos  ^  tf 

2sin^tf  2sin^a 

cos^^(i — costf:r) 

*  2smja 


*» 
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et  on  aura  par  les  formules  du  n"".  860 , 

tù  (ta  —  I  J 
I  •  2 

mettant  dans  cette  équation  ,  au  lieu  de  i'^^-v  et  de  S^  ,  leurs  dcve- 
loppemens  respectifs  ,  on  obtiendra  la  suivante 


Seo  +  -X^û)_^i  -J-  -^  fc*-4-a  H"  -^ûJ+î  •••"{"  -^6' 


+» 


d'où  Ton  tirera 

I  •  1 

Les  quantités  .yn^,  et  X^+i — -X^+i  étant  équivalentes  aux  scrits 

x,+  (:x.-Ar.  )  +  (AT,— ;r,  )  +  etc. 

on  pourra  donner  à  l'expression  de  Sa  y  cette  forme: 
5«=  5  +  (  X.—  Ar«+.  )  +  (  X^—X^^:)  +  (  X5— A'«^5  )  +  etc. 

-       +iL(ji:,4.(jîr~^.)+(-X',-A'.)  +  etc.  } 


I 


+:lfc_l>{(jir-x.)+(Ar,-i^.+A:.)+(^,_i^j+jr.)+etc.} 

et  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  a)  ,  on  en  déduira  , 
de  même  que  ci-dessus ,  Içs  coefficiens  différentiels  de  la  fonction  S. 
Le  théorème  de  Taylor  fournit  encore  ici  le  moyen  de  chasser 
JS»4.|  y  Xat+aj  €tc.  en  substituant  à  ces  quantités  les  séries 

tf:t:     I        dx      1.2        fljf^     1.2.3 
*  *     </a:     I       dx''    1.2       ^;t^      1.2.3 

etc. 
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et  on  aura  ensuite 
5..  =--5+  0.  {  A',+  (X— A'.  )  ^-(X;— .YJctc.  } 

mm 

^     d  {A-.+A'.  +  A^  +  etc.} 

I  d  X 

«*     d'  [  Y.  4-  a:  +  A^  +  etc. } 


1.2  i^A'' 

1.1.3  dx^ 

-  etc. 

Si  les  termes  de  la  scrîe  A^B ,  C,  D,...  X,  tendent  à  s'évanouir  ; 
on  pourra  efF«icer  de  l'expression  précédente  les  séries  qui  mul- 
tiplient «  et  -^^ -^ ,  dans  la  première  et  dans  la  seconde  ligne  ; 

mais  on  ne  supprimera  que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les 
d'.tVJrences  premières  qui  s'évanouissent,  et  dans  ce  cas  on  retom- 
bera sur  Te .\ pression  complète  du  n\  préc.  La  comparaison  de  cette 
dernière,  avec  celle  que  nous  venons  d'obtenir,  fera  voir  évi- 
demment comment  doit  ctre  composée  la  valeur  de  S^j  pour  un  ordre 
quelconque  de  diiîcrences  constantes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  change  S  en  wV^,  S^  en  *y,^'», 
comme  dans  le  n'.  prcc.  on  passera  de  S^^ro  à  irr,  et  par  suite 
à  S,  ,  en  cciivjnt  dans  les  deux  premières  lignes ,  -J ,  B  ,  C^  D  ^  etc. 
j  l.i  place  des  quantités  A'  ,  Y^ ,  A"; ,  X, ,  etc.  et  D\  D' ,  D  ',  etc. 
à  Cvl^*  àcs   ce  anciens   dlficieniiels  qui  multiplient  respectivement 


I  1.1  1.1.3 


- ,  etc.  dans  les  suivantes. 


0^7.  Ce  qui  prjccje  ^'applique,  par  le  moyen  des  logarithmes , 
aux  tonctlcM^s  de  U  ibrme 

^.    JBCP Y; 

car  Tcqviatijn 

i\  Th/.i-î/;  fU'i-  iz)....-i-iY, 
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conduit  à 

en  supposant  que  les  logarithmes  IX,  IJt, ,  IX»,  tendent  à  s'cva- 
nouir;  et  repassant  aux  nombres,  il  vient 

Ç  —  Ç    -^^         ^^^         ^^         -^^         Pfr 

-Afti^.,     -^l^ft'^.a    -'^•''^î     "-^-'V.^ 

Il  est  visible  que  cette  hypothèse   répond  au  cas  où  les  fractions 

— -^  ,   -: — -  ,  etc.  tendent  vers  l'unité. 

Dans  le  cas  cii  ce  seroîent  les  différences  preniicres  des  loga- 
rithmes qui  tcndroîenl  à  s'évanouir  ,  il  faudroit  ajouter  à  l'ex- 
pression précédente  de  1*S«,  la  série 

qui  revient  à 

«{lX.+  l|i-  +  l-f'-  +  l^  +  etc.}, 

et  donneroit ,  en  passant  aux  nombres ,  le  produit  indéfini 

■v^     v^     -v* 

_   M         -«*o  -^ï  -^A 

X,"*.  — ^•— ^.— ^.etc. 

x^  x^   y''^ 

d'où  il  résulteroit  '         *      "^  5 


«__    *     «  W__,_ft)       _;^  ft»  ^    i-ft) 


•>«  —  '>^i    • :^ •^^ir • — v^ '    ^' 

-Ai^^j  Jiû)^.  .^''>+î 

Lequation 

15«  =  15+1X.— IX.^,  +  1X.— IX^^^^+IX^— IX-v^+etc. 
se  transforme  comme  celle  du  n"*.  955 ,  par  le  moyen  des  coefHciens 
différentiels ,  en  mettant  pour  I  Xù>^,  ,  etc.  les  séries 

dx     I         dx^      1,2       dx^      1.2.3 

etc. 
et  donne 

I  dx 
«^    ^{IX.+lX.  +  IA^+etc.  } 

1.2  dx^ 

1.2.3  ^^^ 

—  etc. 


*      • 
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résultat  duquel  on  dcJuira  les  coefficiens  différentiels  de  5" ,  en 
observant  que 

1  So>—  1 S  =  — — + -  - ,--, +  -j-T +  etc. 

dx        I    tf.v*    1.2       ax      1.2.3 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  h  montrer  comment  on  peut  faire 
partir  du  cas  de  .v=o ,  les  quantités  5 ,  X, ,  X^ ,  etc.  ce  qui  a  été 
dît  à  cet  égard  dans  le  n"*.  955  sufRt  pour  quelque  formule  que  ce 
soit  ;  Il  ne  serolt  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe 
toute  Textcnsion  de  celui  du  n%  précédent  ;  il  ne  nous  reste  donc 
qu'à  taire  quelque  application. 

-  958.  Soit  .V:=  I.2.3.4..  ...v=  [a].  Dans  cet  exemple  les  lo- 
garithmes des  facteurs  tendent  sans  cesse  à  devenir  égaux,  et  leurs 
différences  premières  à  s'évanouir  ;  car  on  a 

I(/2+i)— l/;=:l(i  +-)=' ^;  +  etc. 

équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o,  à  mesure 
que  n  augmente  :  il  faudra  pour  cette  raison  ajouter  au  dévelop- 
pement de  l^ftj — 15",  rapporté  plus  haut,  la  série 

^>{L\^  +  (!X-ÎA;)  +  (LY,-lA;)  +  CA;-!XO  +  etc.}  (n-.  953  ). 

Substituant  au  lieu  de  lA',  dlX^  a'*iA,  etc.  leurs  valeurs 

Jx  cLx' 

Kr  ,     — , ,  etc.   on  trouvera 

X  x^ 

K„«_15=+  ««  {i(.v+i)+l-l±i-  +  l--tl_  +  iJl±J_  +  etc.} 

•} 

4-  etc. 
rcsultat  dans  lequel  on  pourra ,  si  Ton  veut ,  convertir  en  série  les 


w  f         1  I  I  I 

I    l    -V  -H   I  -V  4-  2  -V  +  3  AT  4-  4 


-i 1 1- +  etc 


+  — 


.  ,    ,  v-f-x     ,.v-:-3 

quantités  1 ,  1  — ; — ,  etc. 

.v-i- 1        x-\'  \ 


Sx 


Kt 
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o 

Si  fon  fait  :t=o,  ce  qui  donnera  5'=[o]=i ,  et  qu'on  change 
ensuite  »  en  jc^  on  aura 

I5,=  l[arj=+  a:  {Il  +l-L+l±+l-i  +  etc.  } 

234 

X    .  III  - 

{    I  +  —+—+—+ etc.  ) 

X*  r  I  '  ï 

+  — {    i  +  —  +  — +  —  +  etc.  } 
X  ^  2*        3»        4*  ^ 

*^    r  III 

-  3  *"  2^       3^      4^  ' 

+  etc. 

Les  deux  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  de  x ,  n'ont 
chacune  pour  limite  que  l'infini  »  mais  leur  différence  aune  valeur 
finie.  La  première,  poussée  jusqu'au  /i"*  terme ,  se  réduit  à  \(^n+ 1) , 
tt  quant  à  la  seconde  ,  on  a  par  le  n".  939 

iiii  ï^.         I  JB, 

I  +  -+-+-+-. . .  •  +-=C+ln+ 4  +  etc. 

2345  n  2/12/2* 

soustrayant  le  dernier  membre  de  cette  équation  de  I(/z+ 1)  ,on  aura 
pour  la  différence  des  séries  proposées , 

1(^+0  — 1«—C L+_L  +  etc. 

2/22/2' 

quantité  dont  la  limite  est  C,  en  supposant  n  infini;  or 
C=095772i566490i5325  :  il  viendra  donc 

X 

l[:r]=— ^.0,5772156649015325 

x^  ,  III 

+  — (i+— +T7+— +  etc.) 

2  2*      3'      4*  ^ 

X^    ^  1  I  f 

(  I  +  -  +— +—  +  etc.) 

3  2^     3^     4^  ^ 

,   «*  ,         III 

.+  etc. 
Àppcndlct,  X 
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d'oîi  on  tirera  • 

""      d\x\ 
^/[.v]=^=:  — ^^.0,5571156649015315 

'■"■'■1,1 

+  xrf^(i+^+-^  +  ^  +  etc.) 

2-3        4 

—  atVatC  I  +  4-  +  -T  +  -T  +  «^^0 

\  2^3  j3  ^3 

+  Ar^ix(  I  +  -L  +  -L_i^  +  etc.) 

1*     3*      4* 

—  etc. 

Toutes  les  séries  de  cette  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule  ^ 
si  l'on  observe  que 

X  —  x*+  x^  —  x^  +  etc.  = / 

l+x 

X  X*        X^  X*  X 

1*  2^        2*  2^  2(2  +  :*) 

etc. 
*et  il  viendra  ensuite 

— j!  =  —iA:.o,5772i  5664901 5325 

li(i+x)  2(n-.i;)  3(3+^)  4v4+-^)     > 

959.  Pouvant  ainsi  trouver  ce  que  devient  la  fonction  S^ 
lorsque  x  se  change  en  x-^-uy  on  obtiendra  sans  peine  la  vraie 
valeur  des  expressions  composées  de  ces  fonctions ,  et  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  de  \  :  telle  est  la  suivante 

II  1 

2       3  .V  I 


a(,v—  I  )  (.V— I  )(l.\*—  1  )  * 

lorsqu'on  y  fait  .v  =  i. 


DES    Différences.  163 

Si  on  fait        iH — | — ....+  -  =  S ^  on  aura  (  n%  9^5  ) 

5=      ;,(i+i-+±.+±  +  etC.) 

*      3       4 
— **(i+^+4+^  +  etc.) 

2*      3*      4* 
—  etc. 

ce  qu'il  est  facile  de  convertir  en 

I  I  I  I 

•y=i+    —    +    —    +    —    +—   +  etc., 

^345 

I  I  I  I 

-etc. 


L+AT        2  +  Ar        3+jt       4+ar 

•:r  —  I  a? —  I  X  —  I 

=  i'+  —f — \ — r+-7 r+-7 — ; r  +  etc. 

La  substitution  de  i  +  »  9  à  1^  place  de  ^ ,  dans  ce  dernier  résultat  \ 
donnera 

^»=i  +  -7 — ; — xH — 7—- — r+-7 — ; r  +  etc. 

2(2  +  «)     3(3+«)    4(4+«)^ 

ou        5»=  I  +  Z)j«  +  Dy+  Dj^cà^+  etc. 

en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  »  ;  par  ces  opérations , 

la  fonction  proposée  deviendra 

_  (1  4- i«)(i +!?,«  +  Z?X+-P^<^^+e^cO  —  (  I  +  « ) 

w(l  4-  «)(  1  -h  2  w) 

2?,»  +  Z>^ft)*+  etc.  +  ft)  +  2  6)  (  Z?,<tf  +  Z)X+  etc.) 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  a»  ^  et  supposant 
ensuite  «=o,  on  aura  D^+i  pour  la  vraie  valeur  de  la  fonction 
proposée  dans  le  cas  oîi  jc=o  ;  or  il  est  facile  de  voir  que 

2?,=  —+-7"! — T  +  ^^^'  ^^  ?^^  P^^  conséquent 
2^     3       4 

A+i  =  i  +  ^+-^+-^+  etc.  =  ^  (  Ti\  942  ). 

X  2 
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960.  Venons  maintenant  à  quelques  exemples  d'Interpolation  : 
sole  la  suite 

III  III 

_  _j «.j I 

a  a     a-i- 1  a     a-\' b     a+zb 

III  I 

"+— -T  +  -T— ; + 


a     tf  + /»     a-^-xb  fl  +  (:c^i)A 

En  désignant  par  S  le  terme  général  de  cette  suite ,  on  aura 

«3  ^=  — -{-         -  -f-  -  •  •  •  •  -4* 


a     u-^-b     a+xb  a-^Çx — i)b^ 

et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à  s'évanouir ,  on 
trouvera  par  le  n-.  957  , 

^'"^  a  +  bx    '  ^""-^'^ 

V-— L_         V    - 

a  +  r-t-TA"  ^ 

etc. 
5«=5+    — ^—    +      ^  ■    '      .       +         .    ",  .  .        +ctc. 

tf  +  TA*  il  +  ^  +  r;c 


tf  +  ^a:  +  ^« 

I 

a  +  b  +  bx  +  b» 

1 

tf+i*+^^ 

1 

OU  bien 


— etc. 


.S\.=  5+  bu^ 


f  ' 


I  ^  I  V 

—  r'ft- 1 1 4.  etc.    V 

,  .j        ï  I  1  T 

f  *-'|^ — ;-- — r.T; — —; ^-rr--; ; — — rr  +  CtC.    \ 


—  etc. 


en  employant  la  vàîour  de  5*. ,  exprimée  par  les  cotiHcîens  dlffé* 
renlUls.  Appliquons  ces  tbrmul<s  à  h  scile 

i>       i-r,,       ï'r.Tj,       i-Ti-rj-rï,  etw. 
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nous  aurons      ^  =  i , 

b       i^       S      !-{ 1 — ....+^ 

23                X 

X                          I                           I 

+                         + 
2  +  ^                3+.r                4+a; 

I 

I                         I                        I 

<^5 


+  etc. 


—etc. 

l  +  -^  +  «         2+Ar  +  »         3  +  ^+«        44-^  +  6) 

Il  est  évident  par  la  forme  de  la  série  que  si  T  désigne  le  terme 
qui  répond  à  Tindice  fractionnaire  « ,  les  termes  T, ,  T. ,  etc. 
correspondans  aux  indices  1+6)9  ^  +  ^9  ^tc.  seront 

r+  — —  ,         7-+  ——+——,  etc. 

I  +«  1  +»       2  +  » 

or  en  faisant  ;t=o  ^  dans  5» ,  on  aura  S=zo ,  et 

r=     I     +     1     +     f     +     1     +      I     +  etc. 

I  I  X  I  I 

«» «-« «M. — ^  ■        — -« ..»  etc. 

ï  +  «       2+»       3+û)       4  +  «       5+« 

et  la  seconde  expression  de  Sa  ,  rapportée  dans  la  page  précédente  , 

deviendra  par  les  mêmes  hypothèses 

r=  +  «  (  1  + -V+-T+-T  +  e^c.) 

134 

— «•(ï  +  i+^+-^  +  etc.) 
234 

+  «'(  I  +^4-+-T+'T  +  ^^^-  ) 

^  l*        j4        ^4  / 

—  etc. 
Lorsque  •  = }-,  il  vient ,  par  la  première  de  ces  valeurs  de  T, 

7=     i-f+i-f  +  i-7  +  i-^î+etc. 
=  i(î-J+i-T+i-4+i-i-Hetc.) 
ctcomme  l2=l(i  +  i)=     i—{-^\  —  \  +  \  —  j+\  —  \+  tic. 
il  est  visible  que  7=2 — 12;  on  a  donc  dans  ce  cas  T  sous  une 
forme  finie ,  de  laquelle  il  résulte  qu'aux  indices 

répondent  les  termes 

2 — 2I2,  2+j — 2I2,  2+-j+f — 2I2,  etc. 
Prenons  pour  second  exemple  la  série 

I  II  III 

2  23  234 


i^M. 
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nous  aurons       X  =  — - ,       A»= ,  et  en  faisant  x=:o  i 

il  viendra  ,  pour  le  terme  correspondant  à  l'indice  a , 

III 

Sco=         I  +      -T         +         —       +         -T       +^tC. 

1"  l"  4* 

I  I  I  I 

—  etc. 


Si  Ton  prend  «=  5;,  on  trouvera 


i**       I        2*       I        2"       I       2" 


5,=         I ;^  +  — ;;■  +  — -  +— r+ ^tC. 

î  3'»      2^        5*      2-       f      4"       9- 

ce  qui  revient  à 

/IIITIIII  V 

et  si  Ton  représente  par  j4  la  série 

1       I         I       I         I       I         I 

2^     3"      4"      5"       6*     8"      9" 

on  obtiendra  5_,  =  2"—  2"-.^/ ,  d'oîi  Ton  conclura  pour  les  indices 

les  termes 

2^—2"^,  i"+l._2"^,  i-+l.+l__2-^,  etc. 

3  3       î 

961.  Occupons-nous  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
J,      yiB,      ABC^      ABCD^  tic. 
et  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  suivante 

a        tfrt-4-t*        a  a  +  c  a  -^ic  a  a-hc         tf+(jf— i)c 

7»  Â*M^'  r/'+c7+77''**^*r-r^***"*+(A:— i)c' 

Nous  aurons  par  le  n\  957  , 

en  supposant  que  les  logarithmes  dos  tactcurs  tendent  à  s'évanouir, 
et  en  t'iusant  .v:=o ,  d.uis  -\\  y  A' , ,  A'j  9  et  dans  -X.»^, ,  -X*^^  9  etCt 
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Si  Ton  prend  tf=  I ,  ^=1,  c=i,  on  aura  la  série 

a>  a'4>  a-4'6*  a'4'6'8*  a    4  •  6  •  Jf  •  »  o  >  ^^^» 

pour  laquelle  on  trouvera 

^  _  i(i  +  i«)  3(4+^^0   s(6+2^0  7(^  +  ^^) 
**      i(i  +  i»)  4(3  +  2«)*6(54-iw)'8(7  +  ift>)* 

et  les  termes  qui  répondent  aux  indices  »+i,  w  +  i,  etc.  seront 
nécessairement 

*  1  +  1  « 

^       I  +  la,   3  +  la, 

«><»j.j=  — —  • *>« 

^        14-16)4-1-16» 

I  +2«    3  +i^    î  +  i«  C  * 

2+2«4-l-2«6+l6) 

etc. 

ainsi  qu'on  peut  s'en  convaincre  par  leurs  logarithmes ,  qui  se  rap- 
portent au  premier  exemple  du  n"".  précédent. 
Soit  «  =  7,  il  viendra 

ç  _i-3  3-5  5-7  7-9    9-"     ^.^ 
2.Z-  4*4  6.6  o.o   lo.io 

résultat  qui  se  change  en  -  ^  d*après  l'expression 

ir 2.2   4.4   (i.(ï    8.8     10.10 

—     ■■  — — ^  f  — —  ^  — — ^ ,  — — ^  ^  —___———  ^    ç  j  ç^ 

1      1-3  3-5  5-7  7-9     9-^1 
rapportée  dans  le  n"".  945  ;  on  aura  donc  pour  les  indices 

-  -^  ^  ^  exe 

a>a>  a>  a>  ^'^» 

les  termes 

2         22         2.4  2  2.4.6    2 

■"  j       — .  — ,  .—  y         '■  •—  ^  etc. 

^  3    cr  3.5    X  3.5.7    ^ 

Proposons-nous  encore  la  série 
a^     a{d-\'b)y     a{a  +  b){a-\-xh)  , .  • .  ^(^  +  ^)..,.  (^-^-(a; — i)^),  etc. 
dans  laquelle  ce  sont  les  différences  des  logarithmes  qui  tendent  à 
s'évanouir;  la  seconde  formule  du  n**.  9^7  ,  nous  donnera  pour  ce  cas 

I— û>  »  I— «  a  1 — 5)  a 

.          «  tf        (a-h^)       (.^  +  *)         {a  +  xF)      {u  +  ib)        {a+^b) 
o^^=a  •  ■  • ' — 7 • ■ — ' — ~ .tic. 
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d'où  nous  coDcInrons  ensuite 

5*4'^^= (j  +  ^»)(^  +  ^  +  ^»)  (^  +  2^  +  i»)S^  i 
etc. 

Soit  pour  exemple  fl  =  i,      A=i,ou 

i^       1.1,       I.1.3,       i.2.3.4>  etc. 
et  faisons  «*  =  î  j  nous  obtiendrons 


Il  II  I      r  I      r 


1   1*2*     2*3»     3M*    4M'    ^.^ 

Ofl»=  I  *  .  — —7  •  — • — ;  .  — —7  . ,  etc. 

I  +  î    i+T    3  +  T    4+7 

passant  aux  quasrés  >  nous  aurons 

2. 44. 66. 88. 10 

*j  fli"^~        •    ""    •  ^""^  •  — —  «  etc. 

3-3    5-5   7-7    9-9 

En  rapprochant  cette  expression  de  celle  de  -^  on  verra  que 

5"  =  -,  d'où  on  conclura  qu'aux  indices 
4 

répondent  les  termes 

_  ^  — . 

2  22  2.2      2  2.2.2.     2 

962.  Ces  dernières  interpolations  s'obtiennent  avecla  plus  grande 
facilité  par  la  théorie  des  puissances  du  second  ordre.  Il  suffit  pour 

n 

cela  de  changer  l'expression   [/»],  en  produits  infinis.  Or  on  a 
(  ïi\  902  ), 

ou  [/']  =  [/'][.''+•']• —* 

en  observant  que  L/'  +  r — r.  ]  = --.  Il  viendra  de  même 


LvJ-Lv-iCv+'i.— 


-,  » 

d'ob 
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d*oii  on  tirera 


i>][î]=i>+''][f+''j. 


r\    [/'][?]  • 


— r 


-r» 


^  b  +  ^llî  — '^l 

Maintenant  il  est  visible ,  soit  par  le  développement ,  soit  par  ce  qui 
a  été  dit  ^  n"".  902  9  que  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

C/'+^][?+'']ià  mesure  que  le  nombre  indéterminé  r  augmente  par 

rapport  aux  nombres/'^  y>et;ï,est[A][rJ,et  que  cette  dernière 
tend  à  son  tour  vers  y^r'"''=i.  En  supposant  donc  r  infini ,  on  aura 


—  r 


(-pTr^î—    [/^]         [?]    _(/^+^+0(;>+/»+i)etc.   (q—n+  t)(g— /2+i)etc. 

H-^I'C^-^T]  (/^+0  (/'+-)  etc.      •       (^+0(f+Oetc. 

valeur  dans  laquelle  le  nombre  n  n'entre  plus  comme  exposant. 
Prenons  pour  exemple  la  série 


>       ^    .  • 


1.4        2.4.6'        2. 4.6. 8. ...2:1?    ' 
dont  le  terme  général  est        ^^''~"^*^*^  =  ^'C^—il  _j-^_ ^^j--^ . 

dans  ce  cas  on  a      /»  =  x  —  î,      f  =  o,       «  =  *,  et  il  vient 


[*-i][o]  = 


— r  — r 


Si  Ton  fait  at  =  7 ,  on  trouvera  ^  en  développant  les  puissances  af- 
fectées de  l'exposant  infini  r , 

.■n^rl_(r+0(7+^)(T+3)etc.   (r-0(t-{)(3~7)etc. 

I o\  loi  =  '     '  •  — — — 

^  "^*-  -*  1 .2.3  .etc.  1.2.3  -etc. 

3  . 5  .7. etc.  .1 .3. 5. etc.  _  1.3.3.5.5  'T'C^C' 

2. 4. 6.  etc.*  2. 4. 6.  etc.       2. 2. 4. 4. 6. 6  .etc.' 

résultat  semblable  à  celui  du  n%  précédent. 

963.  En  changeant  dans  Téquation 

•   [y'+/]=i>"]+[?kôk«!i[7i+[î][oî[«][?J* 

+[/]  (ô)  [«]î7]+[/]  [o][«  JW+  etc. 

Jppcndici.  Y 
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à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n*".  904 j  q  tn  m^  p  tn 
p  +  n  ^tt  multipliant  ses  deux  membres  par    [/>] ,  il  viendra 

lP+mJtnJp]=[p^nXp^+lm][^^^^^ 


+  M44[/'+«]I>]      , 

+  [/w][0][72][/.  +  /,][/,] 

+  etc. 
Qr  il  est  visible  que 

n    — «  «—1      — »  —1  n— »     —Il  —4 

[/»+«][;']  =  l,     [/»+«][/']  =  [/'],     [/'+«][/']  =  [/'],... 

Il— «     — rt  — » 

on  aura  donc 

+  [/7/][ô^][nn/']  +  [/wKo][«K/']  +  etc^ 
et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  même 
lorsqu'on  y  échange  les  quantités  m  et  n  entr'elles ,  il  s'ensuit  que 

Ip+m+n ][/>]  =  [/^  +n  +  m']  [p  ]. 

Si  Ton  remplace  /^  par  ^ ,  et  qu'on  écrive  ensuite/'  à  la  place  de 
q+m+n,  on  aura  cette  expression 

dans  laquelle  la  quantité  n  n'entre  plus  comme  exposant,  et  qui 
peut  par  conséquent  servir  à  l'interpolation. 
En  l'appliquant  à  l'exemple  du  n"".  précédent ,  elle  donnera 

+  C-i][ô][*][o]  +  [-îî[ô][*-]W+etc. 
résultat  qui  revient  à 

,*-?  T    X       1.3  x(x — i)       i,i.%  x(x — i)(x — 2) 

21. I       2.2  1. 1.2. 2         2.2.2     I. 1.2. 2. 3. 3 
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9^4.  Nous  pouvons ,  à  l'aide  de  ce  qui  précède ,  trouver  Tex- 
pression  de  9-  ^  dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n"*.  945  ,  et  plusieurs 
autres  très-remarquables.  Pour  cela  il  faut  développer  la  quantité 
(1 — x^y^  dans  l'intégrale  /2r/;t"'~"^;t:(  i  —  jt')'",  ce  qui  donnera 

nrfx'''"dr{i'^x'Y—nrfx'''^'dx{i—{p}\  [o>'+[/n]  \p]x^'—\m]  \p]x^'+  etc.} 
Intégrant  chaque  terme  ^  depuis  x=Oy  jusqu'à  :t-==i ,  il  viendra 
n        *  -'        n        *  -*        n        ?  -î        n        4-4 

72+1  /2-f-2  n  +  3  '*  +  4  • 

expression  équivalente  à  celle-ci 

+       («+x)(«+x)(«+3)(«+4)      ^"^^°^^  **'' 
que  l'on  peut  écrire  comme  il  ,suit 

4-4  4—4 

+  [/n][o][— /ï][/2]+etC. 

Cette  dernière,   devenant  identique  avec  le  développement  de 

n    —Il 

[^+iw-H/î][/'],  rapporté  dans  len*.  précéd.  lorsqu'on  y  change  n 
en  — n  tXpttifi^  est  par  conséquent  celui  de  la  quantité  \n  4-  m — ri]  [rî] , 

— n      n 

ou  [/»][/i]  9  d'où  il  suit  que  la  valeur  de  l'intégrale  /2//3c"""  Vjk-(i — x')\ 

prise  depuis  x=o^  jusqu'à  :f=i ,  est  [^]  [n],  ou 

1.1.3'" (m+n+  i){m+n+  x^m^n-i'  3). . . , 

(/2+i)(/2+i)(/2  +  3)...  {m+iXm+iXm+i)...  ^  n^.QÔi). 

Appliquons  maintenant  ces  formules  au  cercle ,  dont  la  demi-cir- 

conférenceestdonnéeparTintégrale /-— 3=::  (  n*.  410  ) 


nous 


aurons  pour  ce  cas  r=i ,  «=7,  /»  =  — f,  et  nous  tirerons  du  dé- 
veloppement en  série 

9r  !•  I      1. 1.3        I.I.3«^ 

-  =  I  +  — + L+ LJ-  +  etc. 

À  ^.3      x.4«5       1. 4^6.7 

Y  2 
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résultat  qui  n'est  que  celui  du  n''.  410  ;  mais  en  faisant  usage  du  dé- 
veloppement en  puissances  du  second  ordre  ^  nous  obtiendrons 


m  A— M 


et  en  observant  que  l'équation      L/']  —  C/']  [p^^ff^l  (n^  901  ), 

>         I       _i  i 

donne     l{\=W\i—Ù^  nous  déduirons  de  là  t^  =  2([î])% 

I  ^2 

dou       9r  =  4(  [^])%  ou  enfin  ^  =  2.[î]« 

Cette  expression  est  bien  digne  de  remarque ,  car  la  quantité  ana« 
2 

logue  à  2  [^]  ydans  les  puissances  ordinaires  ou  du  premier  ordre, 
étant  z(j)»=—: :=K  z,  exprime  la  diagonale  du  quarré  dont  le 

côté  =1  ,  tandis  que  V  v   est  le  côté  du  quarré  dont  Taire  est 

égale  à  celle  du  cercle  ayant  pour  rayon  Tunité. 

2  2 

T  T 

Si  Ton  développe  le  produit  [7]  [  —  7]  ,  d'après  le  n**.  961 ,  on 

tombera  sur  l'expression  de  Wallîs  tt  =  - ^ ,    rap- 

portée  dans  le  (  n".  945  ). 

On  parvient  encore  à  ce  résultat  sans  le  secours  d'aucune  inté- 
grale y  ainsi  qu'il  suit  :  on  a 


ii^i 


riir— ii  = î —  I 

L.JL       .J       (_!+,) 

a  -1  1(L — il  , 

r ■  1  r-"i = T(r-î)(T~x)  _  « 


etc. 


I 

3» 


n  — n  f 

d'oii  il  faut  conclure  [;-][  —  ï]  =  ± ,  suivant  que  n  est 

2/2—1  ^ 

impair  ou  pair;  et  avec  un  peu  d'attention  on  reconnoit  que 


.  d 


s 
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.    %n  —  I 
sm T 


•   I» 


Texpression donne  précisément  les    mêmes  valeurs 

1/2— •! 

lorsque  l'indice  n  est  entier ,  d'où  il  résulte  que  les  deux  expressions 

•    in  —  I 
sm 7f 

[î][— 7]  et ,  ont  une  infinité  de  valeurs  communes* 

2/2—  I 

En  interpolant  donc  la  première  par  la  seconde  ^  on  en  déduira 

2  I       sinox- 

mais  la  vraie  valeur  du  second  membre  de  cette  équation  étant  ^  9r  ^ 

1  s 

il  viendra      [î][  —  r]  =  "">  comme  ci-dessus ,  et  nous  apprenons 

en  même  tems  par  là  que  le  terme  qui  répond  à  l'indice  \  dans 
la  série 

\9       +li      ""^T^       +7>      -—etc. 


\ 

7 


<rt     [4]t-î]. 
Si  l'on  fait  n=^~  ou  7  >  on  trouvera 

3*9*  9« i5«i5«ii»2i.27. ..        1 
puisque  sin-g^  =v 

Prenant  encore  /i  =  i,  ou  ^,  on  parviendroit  à 

x«o»o» io« 10* 14* • • • 

à  cause  de  singer  =  7  Vi. 

96^.  On  peut  obtenir  dans  cet  algorithme  un  nombre  infini  de  ré- 
sultats semblables  à  ceux  que  nous  venons  de  rapporter ,  et  parmi 
lesquels  il  s'en  trouver^a  qui  seront  transcendans ,  d'autres  qui  seront 
seulement  irrationnels ,  et  d'autres  enfin  qui  seront  rationnels,  ce 
qui  établit  une  difFérence  essentielle  entre  les  puissances  du  premier 
ordre  et  celles  du  second ,  puisque  par  les  unes  on  n*a  pu  exprimer 
en  termes  finis  que  des  quantités  rationnelles  ou  irrationnelles,  et  que 
les  autres  s'appliquent  aussi  à  certaines  transcendantes.  Il  est  incon- 
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testable  que  les  puissances  du  troisième  ordre ,  nécessairement  plus 
générales  que  celles  du  premier  et  du  second ,  doivent  s'étendre  à  des  • 
quantités  qui  ne  peuvent  s'exprimer  en  termes  finis  par  celles-ci. 
Vandermonde ,  dans  le  Mémoire  dont  nous  avons  tiré  ce  qui  pré- 
cède, comprend  toutes  ces  quantités  sous  la  dénomination. géné« 
raie  HirrationnilUs ,  et  il  les  distingue  en  ordres  ,  en  appelant  irra- 
tionnelles du  premier  ordre ,  celles  qui  résultent  de  l'extraction  des 
racines  ,  irrationnelles  du  second ,  celles  qui  répondent  à  des  ex- 
posans  fractionnaires  dans  la  série  des  puissances  de  cet  ordre  et 
qui  sont  irréductibles  aux  précédentes ,  et  ainsi  de  suite.  Non-seu- 
lement cette  nomenclature ,  et  la  notation  dont  elle  dérive  ^  ont 
l'avantage  de  conserver  l'analogie  des  idées  y  mais  elles  me  pa« 
roissent  propres  à  mettre  sur  la  voie  pour  résoudre  des  questions 
importantes  qui  se  lient  avec  le;s  réflexions  exposées  dans  les 
n"  675  et  697. 

Jusqu'à  présent  on  ne  s'est  guère  occupé  que  du  problême  direct 
de  l'interpolation  ;  cette  recherche  présente  y  comme  toutes  les 
autres,  une  question  inverse  qui  peut  être  plus  difficile  que  la 
question  directe  »  mais  aussi  qui  semble  intéresser  beaucoup  les 
progrès  de  l'analyse.  L'extraction  des  racines  n'est  évidemment  que 
l'interpolation  par  rapport  aux  puissances  du  premier  ordre ,  et  la 
recherche  des  logarithmes ,  la  question  inverse  dont  nous  parlons  , 
puisqu'il  s'agit ,  dans  le  premier  cas ,  de  trouver  la  quantité  qui  ré- 
pond à  un  exposant  fractionnaire  %  et  dans  le  second  l'exposant  ou 
l'indice  qui  répond  à  une  quantité  donnée.  Dans  l'interpolation  on 
connoit  l'indice  et  on  cherche  le  terme  intermédiaire  ;  dans  la  ques- 
tion inverse  c'est  ce  terme  que  l'on  connoît ,  et  l'on  veut  trouver  à 
quel  indice  il  répond.  Il  résulteroit  de  ta  solution  de  cette  question 
une  manière  d'exprimer  toutes  les  grandeurs  en  les  regardant  comme 
faisant  partie  d'une  suite  proposée  ^  et  il  doit  nécessairement 
arriver  que  quelques-unes  répondent  à  des  indices  entiers  ^ 
d'autres  à  des  indices  fractionnaires  ,  d'autres  enfin  à  des  indices  dont 
la  valeur  ne  seroit  susceptible ,  en  nombres ,  que  d'une  expression  ap- 
prochée ;  et  comme  toute  série ,  dont  les  termes  croissent  indéfi^ 
niment ,  peut  comprendre  >  au  moins  par  approximation ,  une  quan* 
tité  qui  surpasse  son  premier  terme  ^  quelle  qu'elle  soit  d'ailleurs , 
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il  existe  un  nombre  indéfini  de  manières  de  représenter  une  quantité 
quelconque  parmi  lesquelles  il  doit  s'en  trouver  d'utiles  pour  classer 
les  transcendantes,  pour  les  réduire  les  unes  aux  autres  lorsque 
cela  est  possible ,  et  enfin  pour  en  dresser  des  tables ,  ce  qui  paroît 
le  seul  progrès  qui  reste  à  faire  dans  le  Calcul  intégral  des  différen- 
tielles d'une  seule  variable. 

<s66.  Nous  avons  montré  dans  len*.  191,  les  inconvéniens  de  „,,P'?^*"'^"  ^"^ 

-,,,:..  ...  ...  •   ,      .  1  élimination  dans 

l'élimmation  successive  de»  inconnues ,  inconvéniens  qui  deviennent  les  équations  algé- 
d'autant  plus  grands  que  Ton  a  plus  d'équations  à  combiner  en-  ^"^"^*' 
tr'elles  ;  nous  allons  faire  connoîtrç  la  méthode]qu  a  donnée  Bézout 
pour  les  éviter.  Pour  faire  concourir  de  la  même  manière  chacune 
des  équations  proposées  à  la  formation  de  l'équation  finale  ^  le  moyen 
qui  se  présente  d'abord  à  l'esprit ',  et  que  Ton  trouve  appliqué  dans 
les  élémens ,  aux  équations  du  premier  degré ,  consiste  à  les  multiplier 
par  des  facteurs  indéterminés ,  puis  à  les  ajouter  entr'elles ,  et  à 
égaler  à  zéro  les  quantités  qui  multiplient  les  inconnues  que  l'on 
veut  faire  disparoître. 
Si  l'on  avoit ,  par  exemple ,  les  trois  équations 

a  x*+by  +  c  xy  +  d  x-i-ey-hf  =0 

a''x-+by+c''xy^d''x  +  ey+rz=zo, 

et  qu'on  les  multipliât  respectivement  par  trois  polynômes  de  leur 
degré ,  savoir  :  par 

j4  x^+By^+  C  xy+D  x+Ey+F 
jt'x^-hBy-hCxy+D'x  +  E'y  +  F' 
A"x^+By+C'xy+D''x+Ey+F^, 

en  réunissant  les  produits  qui  seroient  du  quatrième  degré  et  en  les 
ordonnant  par  rapport  et  x  tty^  onauroit  une  équation*  somtfie  ^  qui 
contiendroit  quinze  termes  ,  respectivement  affectés  de 

X*^  X     y  X     j  X    y 

*>*      *'y»      xy,      y 


X 


lyS  C  H.    l.    D  ir     Calcul 

mais  comme  on  auroit  introduit  dix-huit  coefHciens  indéterminés , 
on  pourroit  égaler  à  zéro  les  coefficiens  des  quatorze  termes  qui 
contiennent  :t:  etj^,  et  ne  conserver  que  celui  qui  en  est  indépendant 
ou  qui  est  multiplié  par  x""  :  on  obtiendroit  ainsi  l'équation 

Ff+F'f+FT=o. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  AjBy...A\B\... A'^j  B"... 
se  détermineroient  par  des  équations  du  premier  degré  ;  mais  leur 
nombre  total  étant  1 8 ,  il  en  resteroit  quatre  d'arbitraires. 

Pour  appliquer  cette  méthode  à  des  équations  plus  élevées ,  ou  qui 

soient  en  plus  grand  nombre ,  il  faut  avoir  préalablement  résolu  les 

questions  suivantes:   i"*.  déterminer  quel  est  le  nombre  de  urmeî  qut 

doit  renfermer  un  polynôme  complet  d'un  degré  quelconque  et  comprenant 

un  nombre  quelconque  ^inconnues  ;  .  i"*.  déterminer  parmi  ces  termes  h 

nombre  de  ceux  qui  contiennent  telle  de  ces  inconnues  que  ton  voudra 

et  U  nombre  de  ceux  où  elle  ri  entre  pas  j  car  ce  n'est  que  d'après  la 

solution  de  ces  questions  qu'on  pourra  prévoir  à  quel  degré  doit 

monter  l'équation  finale ,  choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui 

doivent  muhiplier  les  équations  proposées ,  et  s'assurer  qu'ils  con« 

tiendront  un  nombre  de  coefiliciens  indéterminés  suffisant  pour  qu'il 

soit  permis  d'égaler  à  zéro  tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les 

inconnues  que  Ton  veut  éliminer. 

967,  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  question.  Lorsque  le 
polynôme  ne  renferme  qu'une  inconnue  »  il  est  vbible  que  son  degré 
étant  désigné  par  fn ,  le  nombre  des  termes  qui  le  composent  ^  sll 
est  complet ,  sera  m  + 1 9  car  il  contiendra  les  termes 

*5         •       9        *       f        *        ••••r^        e  ^ 

et  si  l'on  rend  ces  termes  homogènes  par  l'introduction  d'une  nou« 
velle  inconnue  u,  on  aura  précisément  tous  ceux  qui  composent  U 
puissance  m  du  binôme  /  +  '^>  dont  le  nombre  est  encore  m-^^i. 
Réciproquement  si  l'on  fait  «=19  on  reviendra  de  la  puissance 
du  binôme  t+u  au  polynôme  à  une  seule  inconnue  ;  on  passera 
delà  même  manière  de  {t+u+xy zn  polynôme  complet  à  deux 
inconnues  /  et  x^  ^  en  faisant  at  =  i  :  il  suffit  donc  de  trouver  le 
nombre  des  termes  que  doit  contenir  (  /+  1/  +  ^  )".  Or,  en  mettant 
cette  expression  sous  la  forme  {(^+^)+^)}'">  et  en  la  développant 

seulement 
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seulement  par  rapport  ï,  Xj  on  obtient  /7z+ 1  termes  dont  l'un  quel- 
conque est  multiplié  par  (r+i/)"*"";!?".  Si  maintenant  on  développe 
celui-ci  par  rapport  à  r  et  à  u ,  il  en  fournira  m  — n  +  i ,  d*oîi  il 
suit  que  le  nombre  total  des  termes  du  polynôme  proposa  sera  la 
somme  de  la  quantité  m — ^72+  i ,  prise  en  faisant  varier  n  depuis  o 
jusqu'à  m  ,  c'est-à-dire  ^  la  somme  de  la  série 

dont  le  terme  général  est  [/»+  /] ,  et  qui  revient  à [/w+  2]  ^  ou  à 

i^±iil^^  (  n%  930  ).  .       ' 

En  mettant  le  quadrinomô  (/+«^  +  ^  +  >')'"  sous  la  forme 
{(/+«+^)+J^}"',  et  en  le  développant  par  rapport  à  j^  seulement , 
on  trouvera  m+i  termes  dont  l'un  quelconque  sera  multiplié  par 
(j+u+xY'^y^,  et  par  le  développement  de  la  puissance  du  trinôme 

en  fournira  ^  d'après  ce  qui  précède  >  un  nombre ■      — -^ . 

La  somme  de  cette  expression ,  prise  depuis  /^  =  o  »  jusqu'à  p  =  m  ^ 

I  1 

c'est-à-dire,  celle  de  —  [iw+i],  donnera  le  nombre  des  termes 

contenus  dans  le  développement  de  la  puissance  m  du  quadrinome , 
ou  dans  le  polynôme  complet  à  trois  Inconnues  :  on  aura  donc ,  pour 

ce  nombre  de  termes^ [^+3]j  oui j^v    ^    /v   -r  y^ 

I»2«  3  I • 2«  3 

De  même  9  puisque  le  terme  (r+M+^+jr)'"-^»  du  développe- 
ment de  {(r+tt  +  *+J^)  +  î}''  en  fournit 

i^ H^^ ^ — i-V-^ ,  et  que  la  sommme  de  cette  ex- 

1.Z.3 

pression  y  prise  depuis  q^=o,  jusqu'à  q'=m^   revient  à   celle  de 

l  5  I  4 

[/«+  3],  on  aura  [/w  +  4],  ou 


1.2.3.  1.2.3.4 

V   -r^M    ^>j\    ^  J^ — i_J    pQ^^  jç  nombre  de  termes  du  déve- 
1.2.3.4 

loppement  de  la  puissance  m  du  quintinome,  ou  celui  des  termes  du 

polynôme  complet  à  quatre  inconnues, 

appendice,  Z 
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En  général  le  développement  de  la  puissance  m   du  polynôme 
formé  de  yt.  termes /^  u^  ^»y>  {>  etc.  en  contiendra  un  nombre 

exprimé  par  — == =î—  ,  ou  par 

I    «âM^ct*   «^ 

^  •■.■.-•■' 

-  I 

et  ce  nombre  sera  aussi  celui  des  termes  du  polynôme  complet 
contenant  fA  inconnues.  Passons  maintenant  à  la  seconde  question,' 

968.  Pour  envisager  cette  question  dan$  toute  son  étendue  »  neuf; 
l'énoncerons  ainsi  :  trouver  dans  un  pofynorru  complu  du  degfri  m^  et 
renfermant  un  nombre  quelconque  J  inconnues  t  ^  u^  x^y^  etc.  combUn 
il  y  a  de  termes  divisibles  par  t"  ;  combien  ,  outre  ceux-là  ^  il  y  en  a  de 
divisibles  par  \x^  ;  combien ,  outre  les  précédens  ^  il  y  en  a  de  divisUks . 
par  x%  etc.  en  supposant  d'ailleurs  n+p+q+etc.<m. 

On  voit  aisément  que  si  Ton  rassemble  tous  les  termes  divisibles  r 
par  r^,  et  qu'on  supprime  ce  facteur  ^  le  quotient  sera  un  polynôme  < 
du  degré  m — n.  Si  on  avoit ,  par  exemple ,  le  polynôme  complet 
du  sixième  degré  et  à  trois  inconnues  t  ^  u  ^i  x ,  dont  les  termes 
seroient 

t^        ^u    ^x  t^u^  t^ux  /♦*•          /V     e^u*x    fux^    ^x^ 

t^u^  t^u^x  t^u^x^  ^ux^  /"x* 

ti^  tu^x    eu^x^  tu^x^  tux^  tx^ 

u^  u^x     u/^x^  u^x'^  u^x^  ux^     x^ 

^         t^u     ^x  t^u*'   ^ux     t^x*  t*u^     t^u^x     i^ux*     /"x*         "^ 

tu^     ti^x     tu^x*      tux^      tx^ 

u^       u^x     «^v'        u*x^    ux^     x^ 

r*         ^u     êx  t^u*     t*ux     t^x^  tv?     tu^x       tux^      tx^ 

là       u^x     u^x*       ux^       x^ 

t^  t^U       ^X  tU^      tUX         tX^  U^  U^X  JOf'  *' 

r*         tu      tx  «*       ux       X* 

t  u        X» 

En  réunissant  ceux  qui  peuvent  être  divisés  par  t^^  savoir,  toiis 
ceux  qui  sont  multipliés  par  des  puissances  de  /,  supérieures  à  la 
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seconde,  et  en  effectuant  la  division,  on  formeroit  le  polynôme 
du  troisième  degré ,  dont  le  nombre  des  termes  seroit  par  conséquent 

■       =  10. 

1.1.3 

En  général  ^  dans  le  polynôme  du  degré  m  ^  (a  inconnues ,  que 
nous  désignerons  ainsi  (  ^.  •  •  ,fA  y^  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  t  sera  égal  au  nombre  des  termes  du  polynôme  (^••.,fA)"~% 

ou  à  [/»  —  'ï  +  mIEo]. 

Après  qu'on  auraef&cé  du  polynôme  du  sixième  degré,  qui  nous 
sert  d'exemple,  les  termes  divisibles  par  1%  si  Ton  se  propose 
de  trouver  ceux  qui  sont  divisibles  par  «<%  il  faut ,  du  nombre  de 
ceux  qui  Tétoient  avant  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  /', 
retrancher  celui  des  termes  divisibles  par  u^  ^  contenus  dans  le 
polynôme  dont  ^  est  le  facteur  commun  ;  or  les  termes  divisibles 
par  u^  dans  le  polynôme  total  sont  au  nombre  >   de 

(4  +  3X4+0(4+0  ^         ç^  ççj^j  j^^  ^^^^^5  divisibles  par  «• 
i.a.j  ,  ^ 

dans  le  polynôme  du  troisième  degré  formé  des  termes  divisibles 

par  ^\  étant  le  même  que  celui  des  termes  du  polynôme  du  degré  3 — 2, 

ou  du  degré  i  ^  est  égal  à  4  ;  la  différence  3  5 — ^4 ,  ou  3 1 ,  sera  donc 

le  nombre  des  termes  divisibles  par  &%  après  l'expulsion  de  ceux 

qui  le  sont  par  â. 

En  général  [/n^-^+/^][o]  étant  le  nombre  des  termes  divisibles 

par  uF  dans  le  polynôme  proposé,  et  [m — n — ^/'  +  ^t][o],  celui 
de;  mêmes  termes  dans  le  polynôme  du  degré  m — n ,  formé  des  termes 

divisibles  et  ^ ,  la  différence  [/w— ;'+At]  [o]— [/w — /2— -p+^]  [o]  , 
sera  le  nombre  des  termes  divisibles  par  m%  après  l'exclusion  de  ceux 
qui  le  sont  par  t\ 

Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite 

^r  x^  s'obtiendra ,  en  retranchant  du  nombre  total  des  termes  de 

cette  espèce   contenus  dans  le  polynôme  complet ,  le  nombre  de 

ceux  que  renferme  le  polynôme  divisible  par  r^  et  le  nombre  de  ceux 

Z  1 


•— AC 
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qui  sont  en  outre  divisibles  par  «%  et  que  Ton  aura 
■"  A*  M  ft  ft 

=  [0]  {  ['^— ?  +  ^]— [/72— .7— y  +  /Lt]— [/W_;,_y +/U]  +  [/72— «— /l— f  +  ^]}. 

On  trouveroit  de  la  même  manière  que  le  nombre  des  termes  divi- 
sibles ensuite  par  y"^  est  égal  à  celui  des  termes  de  «cette  espèce  que 
contient  le  polynôme  complet,  moins  le  nombre  de  ceux  que  con- 
tient le  polynôme  divisible  par  r%  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  u^  et  moins  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  en  outre  divisibles  par  x\  ce  qui  revient  à 

f^  At  (i.  ^  . 

^^  M  M  M  f*| 

— [/7Z — ^— T+^J  +  \m — n — q — r+^]  +  [/»—/' — y— r+/tA]— [/w — «— /i — j+^x] 

et  ainsi  de  suite. 

En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ^ 
on  reconnoît  bientôt,   i"".  que 

[O]  {  [,;2--p  +  ^]_[/W-.;2— ^  +  ^]  }  =A,,[o][/W— /F  +  ^j  , 

A^  marquant  que  la  quantité  m-^p+iJi  varie  de  — /»,  2*.  que 

— ^t  M  f*  At  A* 

[o]  {  [m — q + ^t]  -  [m—n^q + ^]— [;w— />— y  +  ^]  +  [/w— /i— /i— y  +  /a]  } 

=  [o](  {['7^— y+^]—['^—/^—y+^]}  —  {['"—^—î+^]— ['"—'*— /—?+/*]}> 
—  it^  ^        — ^  f^ 

A^.»  marquant  une  différence  du  second  ordre,  dans  laquelle  la 
quantité  m — q  +  fjL  varie  successivement  de  — p  et  de  — n  ;  et  d*après 
ces  considcraticns  on  verra  que  le  nombre  des  termçs  divisibles 
par  y\  après  TexcUision  des  termes  divisibles  par   r",  uF^  o?^ ,  est 

exprimé  par  a\^^^  „  [o][/7z—r+^]  ,  A%,  y,  «  marquant  que  la 
quantité  m — r+,u  varie  successivement  de   — y,    — p^  — n^  et 

enfin  que    A^r,î,i>,  n[o]  [/w — ■^+^]>  exprimera  le  nombre  des 
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ternVes  divisibles  par  {',  après  Texclusion  des  termes  divisibles  par 

/%  «%  x\  y. 

Quant  au  nombre  des  termes  restans  après  Texclusion  de  touv 
ceux  qu'on  vient  de  désigner  ,  il  s'obtiendra  en  observant  que  ceux 
qui  restent  après  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  t""  est 

[o]{[/w+/x]— [/72— ;:+^]}=A„[o]  [/7z+^], 
et  si  l'on  en  retranche  ceux  qui  restent  divisibles  par  u^  et  dont 

le  nombre  est  a„[o]  [/w— /^+/^] ,  il  viendra 

retranchant  encore  de  ce  résultat  le  nombre  des  termes  divisibles 
par  x\  après  1  exclusion  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  /^  et  uJ", 
on  aura  ^ 

^•»,,[o]['n  +  M]— A'p,„[o][«— f +/^]=A='„,,, ,  [o][m+/*]  , 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  r",  «%  x^ ,  et  on  arrivera  à 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  r",  a%  x%  y:  enfin  à 

^^;.;/».î,  r[0][^  +  f^]— A^,y,^,n[0][/72— i  +  f^]=A^,^,  j,  ,^  .[o][/W  +  /.]  ; 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  r%  «%  x\  y  et  ;['. 

969.  Maintenant ,  pour  procéder  à  l'élimination  entre  un  nombre 
quelconque //c  d'équations^  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues 
et  représentées  par 

(/,../u)"'=o,      (r,../iA)"=o,      (/,../t*y=o,  etc.... 

concevons  qu'on  multiplie  la  première  par  un  polynôme  complet, 
contenant  aussi  i^t  inconnues ,  mais  d'un  degré  indéterminé  wl ,  et  dé- 
signons le  résultat  ou  Miquation^produit  par  (r /u)"*'*^=o; 

les  autres  équations  pourroient  donner  immédiatement  les  valeurs 
de  2t^  x^^  y\  etc.  considérées  comme  des  inconnues  au  premier 
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degré,  et  serviroient  par  conséquent  à  chasser  ces  quantités  de 
réquatlon-produit ,  après  quoi  il  n'y  resteroit  plus  aucun  des  termes 
3ivisibles  par  «%  x^^  jy^%  etc.  Si  donc  Ton  ne  veut  conserver  que 
l'inconnue  f,  dans  i'équation-produit ,  qui  deviendra  dans  ce  cas 
réquation  finale  résultante  de  l'élimination  des  inconnues  u  ^x^y^  etc. 
il  faudra  faire  évanouir  tous  les  termes  qui  en  demeurent  affectés ,  en 
disposant  pour  cela  des  coefHciens  introduits  par  le  polynôme  multi- 
plicateur. 

Pour  ne  pas  embarrasser  le  Calcul  de  termes  inutiles  ,  il 
convient  d'abord  de  faire  disparoître  du  polynôme  multipli- 
cateur tous  ceux  qui  sont  divisibles  par  z^%  ^'yj'S  etc.  afin  de 
connoître  ensuite  le  nombre  de  ceux  qu'il  faudra  faire  évanouir  ; 
et  le  nombre  des  termes  restans  après  cette  opération  sera  exprimé 
par 

A  [o]  [  1»'+/^]  (  ïi\  précéd.  )  , 

puisque  /e^«— i  désigne  le  nombre  des  inconnues  que  l'on  élimiiie. 
Les  mêmes  substitutions  réduiront  l'équation-produit  à  un  nombre  de 
termes  marqué  par 

A  [o]  [/7I  +  ;72  +/u]. 

Si  donc  D  représente  le  degré  de  l'équation  finale  en  r ,  le  nombre^ 
de  ses  termes  sera  Z?+ 1  »  et  par  conséquent  le  nombre  de  ceux  qui 
resteront  affectés  des  inconnues  u^x^y ^  etc.  dans  l'équatiop-pro- 
duit,  après  les  substitutions  que  nous  venons  d'indiquer ,   aura 
pour  expression 

A  [o]/w+/w'+^t]— Z?--i; 

tandis  que  le  nombre  des  coefficiens  indéterminés ,  introduits  par  le 

polynôme  multiplicateur ,  sera 

IL — \  — /x  ft 

A  [0][/72'  +  i^]. 

Parmi  ces  coefHciens  il  en  doit  rester  un  qui  soit  arbitraire  ^  puisque 
l'on  peut  toujours  réduire  à  l'unité  le  coefficient  de  Tun  des 
termes  de  Téquation-produit ;  d'après   ces   considérations  oo  a. 
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pour  déterminer  m\  Téquation 

qui  donne 

-0=[o]{a  [/n+m'+f*]— a  [o][/w'+m]} 

r=:[o]A  C'^+^+i^lj 

— i« 

en  passant  hors  de  la  caractéristique  À ,  le  facteur  constant  [o] ,  et  en 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à  un  seuU  II  ne  reste 
plus  qu'à  développer  la  difiérence  indiquée ,  en  observant  que  les 
variations  de  la  quantité  m  +  m'+  gi  sont  successivement   — «  /n  ^ 

Pour  y  parvenir  il  suffit  de  remarquer  que  la  fonction  [//^ + /»' + fx]  , 
étant  développée,  par  rapport  aux  puissances  de  m+m\  sera  de 
la  forme 


:< 


et  que  Ton  aura  par  conséquent 


^«11  »  .    ..[m+'w'+^l^/'C/*—!  )(/*— !)••••  !•'»«/'? 


Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  Z> ,  on  aura  seulement 

D:=.mnp  q • 

cVst-à-dire  ,  le  théorème  de  Bézout,  énoncé  dans  le  n"".  1S9  ; 
savoir ,  que  U  degré  de  £  équation  finaU ,  résultante  de  H élimination  £un 
nombre  quelconque  £  équations  complètes  y  renfermant  un  pareil  nombre 
Jtiruonnuis  et  de  degrés  quelconques  ,  est  égal  au  produit  des  exposans  de 
ces  équations. 
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De  rintégratlon  970.  Jusqu'Ici  nous  avons  supposé  que  la  différence  de  la  fonction 
DffFé^^nceH^dcw  c^^^^hée  ctoit  donnée  explicitement  par  les  variables  îndépen- 
variables.  dantes,    nous  allons  maintenant  nous  occuper  des  cas  oîi  Ton  a 

seulement  une  équation  contenant  la  fonction  cherchée  ^  ses  difié- 
rences,  les  variables  indépendantes  et  leurs  ac^roissemens.  Supposons 
d'abord  que  la  fonction  cherchée  y  ne  dépende  que  de  la  seule  va- 
riable X  j  dont  l'accroissement ,  considéré  comme  constant  »  sera 
désigné  à  l'ordinaire  par  h.  L'équation  proposée  sera  comprise  dans 
la  formule  générale  ^^x^h^y^Uy^  tk^y  ^  etc.  )  =  o. 
Il  est  à  propos  d'observer  que  l'on  peut  en  faire  disparoître  les 
di^érences  uy ,  ù^y ,  etc.  en  les  remplaçant  par  les  valeurs  consér 
cutives  de  j^y  puisqu'on  a 

^y=yx—yy      ^>=y«— ^j^i+y»  etc. 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

d'après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  diilerçnces  fait  con« 
noître  la  valeur  de  la  fonction  cherchée ,  par  le  moyen  d'un  certain 
nombre  de  valeurs  antécédentes. 

Si  l'équation  étoit  du  premier  ordre,  par  exemple ,  on  auroîty,, 
par  le  moyen  de  y;  si  elle  étoit  du  second ,  on  en  tireroît j^.,  ex- 
primé par  y^  et  par  y ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  reconnoître  qu^une  équation  quelconque  aux  diffé- 
rences équivaut  à  une  série ,  dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme 
par  le  moyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précèdent  et  avec 
l'indice  qui  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet ,  lorsqu'on  a  , 
par  exemple,  ya  =  f(^*  *f^>yi)  •  on  en  déduit 

j.^=f(x,A,j',,j^J,      ^4  =  f(^,A,j'.,j^j),  etc. 
^t  l'on  forme  ainsi  la  série 

y  ^  yi\  y^y  y^\y^%  etc. 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  sufHt  pour  montrer  que  dans  la  série  diduiu 
£uni  équation  quelconque  aux  différences^  il  y  aura  toujoicrs  autant  dt 
termes  arbitraires  qùil  y  a  d^ unités  dans  C exposant  de  tordre  de  cetu 
équation^ 

On 
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971.  On  peutx  changer  toute  équation  aux  dîfFérences  en  une 
équation  diffiérentidlle  d'un  ordre  indéfini ,  en  substituant ,  an  Heu  de 
Ay»  ^V»  ^^c-  \^xf^  développemens  d'après  le  n"".  864,  et  il  n'est  pas 
moins  évident  que  l'on  convertiroit  aussi  toute  équation  différen- 
tielle en  une  équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini ,  en  rem- 
plaçant les  coefEdens  différentiels  par  leurs  développemens  tirés  de  la 
formule  du  n%  8^7, 

.  Il  ne  paroit  pas  que  ces  transformations ,  qui  ont  l'inconvénient 
d'introduire  un  nombre  infini  de  termes ,  puissent  être  ,  en  général , 
fort  utiles  pour  Hntégration  des  équations  ;  mais  elles  sont  très- 
propres  à  fiedre  sentir  la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  diffé* 
rentid  et  le  Calcul  aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature 
de  ce  dernier  »  les  différetures  de  Ia_yariable  indépendante  doivent 
avoir  nécessairement  une  valeur  déterminée  ;  car  si  l'onâvoit  une 
équation  entre  x  ^  y  ^  ajct  ,  Ay ,  ^y ,  etc.  dans  laquelle  aa:  de- 
meurât indéterminé,  qu'on  la  développât  suivant  les  puissances 
de  A^  y  A^  y  A*jr ,   etc.  ce  qui  lui  donneroit  la  forme 

Aux  +5Ay  ^'* 

'+ CAjc*  +  Z?A;cAj^+*ffAy+FA*j^  ^=o; 
-h  etc.  ^ 

on  y  pourroit  substituer ,  au  lieu  de  ty^  ù^y ,  etc.  leurs  développe- 
mens ,  et  comme  a  jvy  resteroit  encore  mdéterminé ,  il  faudroit  que 
les  cœfficiens  des  diverses  puissances  de  cet  accroissement  s'éva- 
nouissent d'eux-mêmes.  On  obtiendroit  ainsi ,  entre  les  variables  a:  ,^y 
et  leurs  différentielles  ;  un  nombre  infini  d'équations  qui  devroient 
s'accorder  entr'elles  pour  que  la  proposée  signifiât  quelque  chose  ;  et 
dans  ce  cas  elle  ne  seroit  équivalente  qu'à  la  première  de  ces  équa- 
tions ,  dont  les  autres  deviendroient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l'équation  aux  différences  que  du  premier  ordre , 
ce  qui  la  réduit  à 

Jax + BAy + Cax* + Dàxâiy + Eày*  +  etc.  =  o , 

et  prenant 

dy  Ax     d^y  A;c*      ê?y      A  x'^ 

^y  —  ^ -»-7-: +3—3 +  etc. 

dx    i       dx^  l.x      tf  JC^    I.1.3 

Appendice.  A  a 
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il  vient 

B'^XlX'^'E  -^    JAx'  +  ctc. 

+  c 

B    d'y 


+ 


d'où  l'on  tire 


i.i  dx' 


S^^A=o,      E^^^D-f+C-^ — _:L  =  o,etc. 

dx  dx  dx  i.l  dx* 

et  si  cette  suite  d'équations  ne  peut  avoir  lieu ,  la  proposé^  «e  pourra 
se  vérifier  qu'en  assignant  à  a  a:  une  valeur  particulière.     * 

971.  Ces  préliminaires  posé^  ^entrons  en  matière  par  lUntégration 
de  l'équation  générale  du  premier  degré  et  du  premier  ordre. 

Soit  réqiiatîon  Aj'-f-/'7=Q,  analogue  à  réquation  diflPéren* 
tielle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n"*.  547;  un  procédé  sem- 
blable à  felui  du  n"".  cité  va  nous  conduire  à  son  intégrale. 
Faisons   y  =  i/{,    et    nous   aurons    aj^  ==  h^a^^- :ji^«-{.  a«  Aç  , 

ce  qui  changera  l'équation  proposée  «n 

c 

U^[  +  :fA«+  A«A{  +  Pr/{=Q; 

en  posant  séparément 

[Lu  -{-  Pu[=zo y  ou  A«  +  -Pa  =  o, 
il  restera  i^a^-h  AttA{;=:  Q,  d'où  Ton  tirera 

A{=  — ^= —  et  {  =  z 


U  +  AU  *•  «-hAW 

La  question  se  réduit  donc  à  intégrer  l'équation  au+Pu^=o  ^  dans 
laquelle  on  peut  séparer  les  variables  en   lui  donnant  la  forme 

—  = — P ,  puisque  P  est  supposé  ne  contenir  que  x^  Prenons  «=<•, 

^'  Au  ^' 

il  en  résultera         ùu  =  c\c  — i)et    —  =  c  — 1=  —  P, 

u 

d'oii  nous  tirerons 

A/ 
e    =1— P,  Ar=l(l— P)  et  r  =  2l(i  — P); 
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maïs  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction    i— P,  repondant 
au  produit  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  i — P,  entie 

les  limites  de  Tintégrale ,  si  l'on  désigne  ce  produit  par  [  i  —  /*,_,], 

on  aura        '  =  I[i— -P^i],  d'où  on  conclura 


Le  sens  de  la  notation  que  nous  venons  d'introduire  est  facile  à 
saisir  d'après  celle  du  n*.  902 ,  car  il  est  visible  .que 

[i-/*-.]  =  (i-/',l.)(i-P._.)(i-/',_0 (!-/»,), 

en  $*arrètaût<à  la  première  des  valeurs  de  :r;  et  si  Ton  fait  attention 
que  u  +  ^u:=^u^i  on  oi^tiendra 

^   «  +  Aii  =  [i_/>,]  et  î  =  s î^-^, 

C9  qui  donnera  enfin 

la  constante  arbitraire  étant  comprise  dans  Tintcgrale  indiquée. 

Cest  à  peu  près  ainsi  que  Lagrange  ^  qui  le  premier  fit  voir  l'ana- 
logie que  les  équations  du  premier  degré  ^  aux  différences ,  ont  avec  les 
équations  différentielles  du  même  degré  ^  a  intégré ,  en  1761 ,  l'équa- 
tion traitée  ci-  dessus  ;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  l'équation 

qui  revient  à  j^  +  Ay  =  Ry  +  Q,   En  comparant  cette  dernière 
avec  Aj<+/*jK=Q>  il  vient  J^=i — /î,.i— P=/?,  et  l'on  a  par 

•  Q 

conséquent  ^  =  [  /?,.,  ]  z  — ^, 

X 

Dans  le  développement  du  produit  [i — P,..!]  ,  nous  avons  sup- 
posé 9  pour  plus  de  simplicité  9  la  différence  de  x  égale  à  l'unité  ; 
on  pourroit  conserver  la  même  expression  en  convenant  qu'elle 
répond  à  (i— p^^J(i_p,^^^)(i— P^_^J  etc.  lorsque  Ax=n ,  ou 
bien  transformer  l'équation  proposée  en  une  autre,  en  faisant  x=-nx\ 
ce  qui  donneroit  Ax:=n^x^  et  ax'=i. 

A  a  1 
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Si  l'on  suppose  que  le  coefficient  R  soit  constant,  on  aura 

.  L'întcgration  indiquée  s'effectue  facilement  lorsque  Q  est  constant; 
on  obtient  dans  ce  cas 


Q 


QR-^-' 


et 


En  général  on  obtiendra  la  valeur  de  y ,  délivrée  du  signe  d'inté- 
gration toutes  les  fois  que  Q  sera  une  fonction  rationnelle  et  en- 
tière de  :v  (  n°.  911  ). 

973.  Dans  les  recherches  citées  n''.  précéd.  Lagrange  applique  aux 
équations  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  aux  différences  ^ 
la  méthode  que  d*Âlembert  a  donnée  pour  les  équations  diffihrentielles 
du  premier  degré  et  dont  nous  avons  fait  connoître  Tesprit ,  n\  65.8  ; 
mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1775 ,  par  une  méthode  encore 
plus  simple ,  que  nous  allons  faire  connoître. 

Représfentons  par 

yr^f,+P^.^^^  +  Qa^yx+fi-*-  •  •  •  +  v^^y.  {A) , 

une  équation  d'un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  la  fonction  y,  ;  on^rouve ,  comme  dans  le  n**,  647,  que  son  inté- 
gration se  ramène  à  celle  de 

et  que  Ton  obtient  la  valeur  complète  de  {,  ,  lorsqu'on  en  connoît 
un  nombre  n  de  valeurs  particulières. 

Cette  dernière  proposition  est  évidente,  par  elle*même  ;  car  il  lest 
clair  que  si 

sont  des  fonctions  de  jc  ,  qui  satisfassent  à  l'équation  {JB) ,  l'expression 

y  s?itisf(!ra  pareillement  ;  et  quand  le  nombre  de  ses  termes  sup- 
posés absolument  réductibles  entr'eux  sera  n  ^  elle  sera  l'intégrale 


t. 
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complète   de  cette    équation  j  puisqu'elle  renfermera  n  constantes 
arbitraires,  C^C,C\^ic. 

Cela  posé ,  si  Ton  regarde  ces  constantes  commi;4es  fonctions  de  ^» 
et  que  dans  cette  hypothèse  on  change  {^  en  j^^,  ou  que  Ton  fasse 

^,=  C'^'.+^V.+  C'V"-+  etc. 
on  en  déduira  d*abord 

résultat  qui  se  transforme  en 

^.+.=c,64..  +<^xf.+.-+çr:r.+.  +etc. 

+6+.^<^'*+î"x+.A<:^+r^AC'",+  etc. 


en  fflettaot  pour  C^, ,  C",^, ,  etc.  leurs  valeurs 
T',+AÇ',i  r*,+AC".,  etc.  et  se  réduit  à 

lorsqu'on  ùàt  '   •*  »* 

<V.aC'.+î%,AC".+î%.aC"",+  etc.  =  0(1), 

de  même  que  si  les  quantités  C, ,  C", ,  C'"^ ,  etc.  fussent  demeuré^cs 
constantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  a:  ,  on  obtiendra 

y^t  I  ,     Ail  tt  I    /^It  lit  I   »_. 

'^^,+«=^^,^,44+0  ^,[  ,+,+c    ,+,î  ,+,+  etc. 

*-i'4H-^^'.+î'V.A<^".+t"W.^<^"'»+«c. 
résultat  que  l'on  réduira  à 

par  la  supposition  de 

Faisant  varier  x-  une  troisième  fois ,  on  parvient  à 

j'...,=C'.î',^  +  C".cVî  +  C"'^"'.+,  +  etc. 
en  posant  »  . 

î',^,A(r,+c;^,AC''.+f',^,A.c"'.+  etc.=o  (3), 

et  lV>n  continue  ainsi  jusqu'aux  équations 

î'.+._.  AC',+î''^..AC".+i"'^^_.AC"',+etc.=o  («-.). 


k 


f 
I 
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Maintenant ,  si  dans  la  valeur  de  j^^^.».,  on  change  x^n  x+  li 
on  trouvera 

yr+n=C',(^^,  +c",îV,  +<:'",?'%,  +etc. 

+  6-.n^C:',+î",^.AC",+î'",^,AC^+  etc. 

mettant  dans  l'équation  (J)  les  valeurs  dej',,  j^^.^.,  ). . .  'y^+n-nyx+n* 
en  observant  que  par  Thypothèse  et  d'après  l'équation  (B) , 

etc.  •:;.:=:. 

il  restera  * 

On  conçoit  facilement  qu'avec  le  secours  des  équations  (1)9 

(i)  ,  (3) , {n — i)  ,  («) ,  on  déterminera  en  fonctions  de  jc  , 

les  différences  a C", ,  ^C'',,  ^^''a:>  c^c.  ce  qui  réduira  la  recherche 
des  quantités  C,  C,  C%  etc.'à  l'intégration  des  fonctions  d'une 
seule  variable, 

974.  Il  convient  donc  de  nous  occuper  de  l'équation 

L+n  +  ^rîr+fi-i  +  Qxlr^n-u  +  ^xU4n~î  ••••-*-  £^^îx=0.  .  .  .  (5), 

I 

Lorsque  les  coefHciens  de  cette  équation  ,  au  lieu  d'être  des  fonctions 
de  X  j  sont  des  constantes ,  ou  que  l'on  a  seulement 

on  y  satisfait  en   faisant  i^^=^m' ,  d'où  il  résulte 

elle  devient 

rrr^Ptri""'  +  Q/w"-»+  /î  /w"-' +  £7=  o (Z?)  , 

et  sera  vérifiée  si  l'on  prend  pour  l'indéterminée  m  les  racines  de 
celte  dernière.  Si  donc  on  désigne  par  m\  w!\  nî'\  etc.  ces  diverses 
racines ,  on  aura  (  n^  préccd.  ) 

Cette  expression  présente,  parrapportauxquantités  m',  m\ni*\  etc. 
les  mêmes  circonstances  que  l'intégrale  de  Tcquaiion  différentielle 

dri^Pdxà--\^  q.ix^^'\-\^Rdx'dr'\. . . .  +  u^^u^^o  (  n%  648  ). 


»t 
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Il  peut  arriver  que  les  racines  de  l'équation  (Z>)  soient  toutes  réelles 
et  inégales ,  ou  qu'il  s'en  trouve  d'égales  entr'elles  ;  dans  le  premier  cas 
la  valeur  de  {  est  complète ,  mais  elle  cesse  de  l'être  dans  le  second. 
Il  faut  alors  recourir  à  des  artifices  d'analyse ,  semblables  à  ceux  que 
nous  avons  employés  pour  l'équation  différentielle  ;  mais  nous  pré- 
senterons cette  recherche  sous  un  point  de  vue  un  peu  différent ,  en  la 
ramenant  à  une  détermination  particulière  des  constantes  arbitraires. 

975.  L'équation  (C*),^ui  peut  être  considérée  comme  exprimant 
la  nature  d'une  série  dont  un  terme  quelconque  représenté  par  {,^^ 
dépend  des  n  termes  qui  le  précédent ,  suppose  nécessairement  que 
les  n  premiers  termes  de  cette  série  désignés  par 

sont  arbitraires  (n'.97o):  ce  sont  ces  termes  que  nous  allons 
introduire  à  la  place  des  constantes  C\  C\  C'\  etc.  Pour  cela  nous 
aurons  les  équations- 

î.    =C'         +C"  +C"" 

l,    ^C'm'     -{-Cm"      +C"'m"' 
.      ç.    z^C'm"    +C"m"'     +C"'m"'' 


î^_, = C  V—  +  C"m"'-' + Cm""-'  +  etc. 

dont  le  nombre  est  égal  à  celui  des  quantités  C,  C",  C",  etc. 
qui  n'y  montent  d'ailleurs  qu'au  premier  degré  ;  et  en  prenant  suc* 
cessirement  ff=i,  n  =  i,  n=3}  etc.  on  obtiendra  ces  résultats 
particuliers 

C  =  i» 

"~         (/«"—«')(/«"—«"') 

etc. 
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La  loi  de  ces  résultats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu'on  pi^isse 
les  pousser  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire;  mais  on  peu!  en  dé- 
couvrir la  forme  générale  sans  recourir  à  l'induction ,  en  faisant 
usage  du  procédé  d'élimination  donné  à  la  fin  du  n"".  '649* 
En  effet ,  si  Ton  représente  par 

e" +py-*+  QV-^ . . .  +  z7'=:o , 

réquation  dont  les  racines  sont  /ti*,  nî'\  etc.  et  que  Ton  multiplie 
ravant-dernière  des  équations  (£)  par  P\  la  précédente  par  Q', 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première ,  qui  sera  miiltipliée  par  l/^ 

« 

on  aura ,  en  ajoutant  les  produits , 

+ c"  (m""-'  +  /»'«"— + <i  «""-=» +  'i/')  \, 

+  etc V., , ...«,, 

toutes  les  lignes  du  second  membre ,  excepté  la  première ,  sont 
nécessairement  nulles ,  comme  n'offrant  que  les  résultats  dt  la  substi- 
tution des  quantités  m\  m'^'^  etc.  à  la  place  de  r:  il  viendra  donc 

On  trottveroit  de  la  même  manière  C'\  C'\  etc.  en  substituant 
successivement  les  racines  m",  m!" ,  etc.  à  la  place  de  m\  et  en 
formant  Téquatioti  t  avec  les  racines  m\  m!" ^  m""^  etc.  m\  m\  m""^  etc» 
Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  n"".  cité ,  que 

m'»-  +  P'/72'«-*+  qm"^' +  l/={m'—m'){m'—m'")  etc, 

=  n  m'-"'  +  (/ï—  I )P;ii'— + (/z— 1)  Qm"^'^ . . . .  +  T , 

ce  qui  se  déduit  évidemment  de 

pourvu  qu'après  la  différentiation  on  change  m  en  m\  Pour  former 
les  quantités  -P',  Q',  R'....U\  il  faut  multiplier  l'équation 

r«-'  +  PV-»  +  Q V-3  _  _  ^  j;/_^  ^ 

par  /-—m',  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

;il'»  +  P;»»-'+  Q"-». . . ,  +  Tm+  £^=0  J 

en 


■^ 
j 
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en  changeant  t  tn  m^tt  on  aura ,  par  la  comparaison  des  termes 

semblables 

é*oii  on  tirera 

P'=P  +  m' 

R'=R+  Qm'+Pm'^'i'ni^ 
S'z=:S+Rm'+Qm'*+Pm'^+^'^f 

etc. 

976.  Supposons  à  présent  que  Téquation  en  m  ait  des  racines 
imaginaires  et  des  racines  égales  ;  il  faudra ,  comme  on  Ta  indiqué 
dans  le  n^.  650 ,  réunir  les  premières  par  couple,  et  on  convenir» 
ensuite  chacune  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  ^  suivant  les  for* 
mules  connues  :  la  transformation  s'opéreroit  avec  un  peu  plus  de 
facilité  en  traitant  immédiatement  par  le  procédé  du  n%  648 ,  la 
valeur  obtenue  dans  le  n"*.  974» 

En  observant  que 

m'"X'  +  P"  /»'•-•+  Q'm"--^ +  «7'=(  m''^m'){m'—m'")(m''—m"') 


m 


+P'"/n'"«-+  Q"  «"'-^ . .  •  +  U'"=(  m"'— ni'X/»"  — /«OC'^"— ^") 


etc. 
on  peut  écrire  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  ( ,  ainsi 
qull  suit  9 

et  Ton  voit  qu'ils  se  réduisent  à  |  lorsque  ni—m\ 

Les  trois  premiers  termes  étant  écrits  de  cette  manière  : 

(/»  — */w    )  •  •  •  • 
^/w  —m    j.  •  •  • 

jtpptndlu.  B  b 


• 


I 
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La  loi  de  ces  résultats  est  déjà  assez  évidente  pour  qu'on  pi^isse 
les  pousser  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire  ;  mais  on  peut  en  dé* 
couvfîr  la  forme  générale  sans  recourir  à  Tinduction ,  en  faisant 
usage  du  procédé  d'élimination  donné  à  la  fin  du  n''/649« 
En  effet ,  si  Ton  représente  par 

e^'  +PV— +  QV-3 . . . .  +  V—  o  , 

réquation  dont  les  racines  sont  nt"^  nî'\  etc.  et  que  Ton  multiplie 
Ta vant- dernière  des  équations  (£)  par  F,  la  précédente  par  Q', 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première,  qui  sera  miiltipliée  par  l/^ 
on  aura  9  en  ajoutant  les  produits , 

c"" + /»  V    +  QV~' +  c^c 

+  C"  (m""-  +  P'/u""-  +  Q'  m"-' +  '^)     (  . 

+  etc V,. .  ,..*., 

tputes  les  lignes  du  second  membre ,  excepté  la  premièw ,  sont 
nécessairement  nulles ,  comme  n'offi-ant  que  les  résultats  d«  la  substi- 
tution des  quantités  m",  trl"t  etc.  à  la  place  de  «:  il  viendra  donc 

On  troflveroit  de  la  même  manière  C'y  C'\  etc.  en  substituant 
successivement  les  racines  m",  nJ" ,  etc.  à  la  place  de  m\  et  en 
formant  l'équation  t  avec  les  racines  ai',  m",  m!"^  etc.  w',  «i',  »»**,  etc. 
Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  n*.  cité ,  que 

«'»- +f  m'— +  Q'/b'"-' +  V={m'-^m')[m'-.m")  etc, 

=  n  m"-'  +  (/*—  I  )P»i'— + («—1)  Q/n'-» . . . .  +  7 , 

ce  qui  se  déduit  évidemment  de 

«/{«»+/>«—  +  Q«— . . . .  +  7*/»+  V) 

pourvu  qu'après  la  différentiation  on  change  m  en  m.  Pour  former 

les  quantités  /^',  Q',  R!.... Vj  il  faut  multiplier  l'équation 

/"-  +  P  V-»  +  QV-3  _  _  ^  j^/_^  ^ 

par  / — m\  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 


I 
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en  changeant  /en  m^tt  on  aura  |  par  la  comparaison  des  termes 
senïbldbles 

d^oii  on  tirera 

etc. 

976.  Supposons  à  présent  que  Téquation  en  m  ait  des  racines 
imaginaires  et  des  racines  égales  ;  il  faudra ,  comme  on  Ta  indiqué 
dans  le  n^  650,  réunir  les  premières  par  couple ,  et  on  convenira 
ensuite  chacune  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus ,  suivant  les  for* 
mules  connues  :  la  transformation  s'opéreroit  avec  un  peu  plus  de 
facilité  en  traitant  immédiatement  par  le  procédé  du  n%  648^  la 
valeur  obtenue  dans  le  n"*.  974. 

En  observant  que 

iff"T*  +  P'  /»'•-•+  Q*m'-' +  U'={  m'^m'){m'^m'"){m'—m"') 

etc. 
on  peut  écrire  les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  i ,  ainsi 
qu'il  suit  y 

et  Ton  voit  qu'ils  se  réduisent  à  l  lorsque  m'=m\ 

Les  trois  premiers  termes  étant  écrits  de  cette  manière  : 

(/lï  — OT     )  •  •  •  • 


m^mt^^imm 


\ÏÏl    — w    j  •  •  •  • 

Apptniict^  B  b 
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deviennent  visiblement  \ ,  lorsque  l'on  a  en  même  tems  m:=im!*=ini'\ 
et  ainsi  de  suite ,  à  mesure  que  le  nombre  des  racines  égales  aug- 
mente. Il  faut  f  pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  Tintégrale  , 
recourir  à  la  méthode  du  n"*.  139 ,  quand  il  n'y  a  que  deux  racines 
égales,  et  à  celle  du  n%  147  lorsque  le  nombre  de  ces  racines  surpasse 
deux.  L'usage  que  nous  avons  déjà  fait  de  ces  méthodes  dans  un  cas 
absolument  semblable  à  celui  qui  nous  occupe  (  n%  650  )  »  nous 
dispense  d'entrer  dans  aucun  détail ,  et  nous  nous  bornerons  en 
conséquence  à  donner  la  forme  des  résultats.  Il  faudra  substituer 
aux  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  [  la  quantité 

lorsque  /n'=  m%  aux  trois  premiers  ^  la  quantité 


J     fx   I    >.ff«-,^'«— I    I    J^* 


(^~0  ,,-. 


x\x 


cm   +  c  xm       +  c  ■         m 

2 

lorsque    m=.m^^=im^\   et   ainsi    de  suite:    dans   ces  expressions 
^>  ^%  ^"'9  c^c.  remplacent  les  constantes  arbitraires  C,  C%  C^,  etc. 

977.  Nous  indiquerons  succinctement  ici  la  route  qull  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantités  C\  C%  C,  etc.  par  le  moyen  des 
équations  (1) ,  (1). .  .{n — 1) ,  (n)  ,  du  n^  973  ,  afin  de  parvenir  à 
l'intégrale  de  l'équation  {J),  dans  le  cas  oh  les  coefficiens  P,  Q,  /î.  •  •  27 
sont  constans  et  F^  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Les  équations 
(i),  (i)....(/2 — i),  («),  deviennent  alors 

m'^'    AC+m''^'    aC+zw"'^'    AC"'+etc.=o 
772"+*    AC^m"'^^    ^C+m'"^    AC"'+etc.=o 

m'"^''AC'  +  m"^'"AC"+m*"'^"AC'"+  etc.  =0 
m"-^    AC'+m"^    AC"'  +  7n'"'+»    aC"'+ etc.  =r,  , 

■ 

en  y  substituant  pour  (, ,  i^^,, ,  j',^, ,.  •  •  «{"x  «te. 

m",  «"*',  to"+\...«"%   etc. 
si  l'on  fait 


m 


'■>¥■ 


'\C'T-.A'y^-^       m"^'£^C°=A'F,,       m'"^'AC"—Ay„    etc. 
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on  arrivera  aux  équations 

m'A  +  m'A'     +  m" A""      +  etc.  =  o 


w  «-*^  +  m"'-' A" + m"""-' A"  +  etc.  =  o 

traitées  dans  le  n'.  649 ,  et  Ton  terminera  l'opération  comme  dans 
le  n"".  975.  Si  parmi  les  valeurs  de  m,  il  s'en  trouve  d'imaginaires 
ou  d'haies  entr'elles ,  on  aura  égard  à  chacune  de  ces  circonstances 
par  des^procédés  absolument  semblables  à  ceux  qui  sont  développés 
dan^le  n**,  650. 

978.  L'on  n'a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  Téquation 

dans  le  cas  où  les  coefficiens  P^^  Qx  5  •  •  •  ^x  9  sont  des  fonctions 
de  X  ;  c'est  Laplace  qui  ^  dans  ce  genre ,  a  porté  le  plus  loin  ses 
recherches ,  et  pour  en  présenter  l'ensemble ,  nous  commencerons  par 
donner  la  méthode  qu'il  employé  pour  intégrer  l'équation  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre. 

Soit      j^,4:,==PaJ',+  Cx/ 
on  tire  successivement  de  cette  équation 

y.=P^yr'\'Q.^ 

yî=P^.+(l. 
yA=Piy^+Q^ 


etc. 


substituant  la  valeur  dey,',  dans  celle  de^, ,  puis  cette  dernière  dans 
^Ue  de  y^  et  ainsi  de  suite ,  il  viendra 

y,=P,P,P,y,    +PAQ0    +P,Q.    +Ç. 

y;j=/',p.p  .p^, + PjP.p.  <2„ + p,p,  Q. + /»,  ç. + Q, , 

Bb  1 
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et  en  général 


expression  que ,  d'après  la  convention  faite  dans  le  n*.  971 ,  Ton 
{;eut  encore  écrire  comme  il  suit: 


on  a  dans  cette  formule  la  valeur  de  y^  ^  exprimée  par  le  mftyen 
^c  y^  y  et  par  conséquent  le  terme  général  de  la  série  correspon- 
dante à  l'équation 

Si  Ton  représente  y^  par  une  quantité  arbitraire  C^  et  que  Ton 
observe  en  même  tems  que  la  série 


étant  mise  sous  la  forme 

([PJ]     IP.l     [A]  [^-.jV 

I 

que  Ton  peut  vérîHer  par  le  développement  ou  par  les  analogies  de 
la  notation  actuelle  avec  celle  du  n"".  901  ^  revient  à 

[P;,«,]s  -^^  (  n%  897  )  j  on  aura  de  même  que  dans  le  n%  $7% 
iP.-] 

Ce  procédé  doit  être  remarqué  parce  quil  conduit  directement  à 
l'intégrale  et  qu'il  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  for- 
mation des  valeurs  successives  de  la  fonction  cherchée  ^  pour  ea 
obtenir  l'expression  générale. 


T        ^  ^ 


*p 
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•     979«  Passons  aux  ordres  supérieurs:  soit 

et  faisons 

*••••• 

multipliant  successivement  les  n  —  f ,  premières  ^e  ces  équations  f 

par  «,  ^  «,^  et|y  etc <^h^\3   ^  ajoutant  les  résultais  avec  la 

dernière,  nous  obtiendrôAs  réquation 

+  (^/^-./'x+it-î— «»-0^*+iH-? +*i/'xyx 

+  f,4.»-i  +  <«,i-,fx+ii-i  +  «j^-rfx4«-.l +«ifxi 

comparant  celle-ci  avec  la  proposée  ,  nou»  en  déduirons  les  suivantes  > 

^x  =«»-«/^*^.ll-î *«»-? 


dont  le  nombre  est  évidemment  égal  à  /z+ 1.  On  tire  successivement 
dei  i»"»'!^  premières  , 


'»-l  — Pae^n-i^^^i 


• >•••••> 

«.=[/'x+7ï-il  — frx+n^ J^x— [/^X4*- jQar*  •  •  •  +  7^ 

et  à  cause  que  t^,=at,/>^,  il  viendra^ 

Il  H^t  JI—1  I 

>équatioa  qui  n'est  que  de  l'ordre  n— i  «  par  rapport  à  la  fonction 
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inconnue  -p^^  puisqu'elle  ne  comprend  que  les  valeurs 
Ps^Px+i^*  •  •/'x+ii-i  >  ni^is  qui  n'est  plus  du  premier  degré.  Il  n'est  pas 
nécessaire   de  l'intégrer  complètement ,  il   suffit  de    trouver  une 
seule  valeur  qui  y  satisfasse;  on   substituera   cette  valeur,   ainsi 
que  celles  de  tt^^^^  «n-t  > ^i»  ^^^  l'équation 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  ipconnue  que  q^  et  qui 
ne  sera  que  de  l'ordre  n — i  et  du  premier  degré  par  rapport  à 
cette  fonction.  Cette  dernière  étant  intégrée ,  donnera  uoe  ex- 
pression de  ^^  ,  avec/2 — i  constantes  arbitraires,  et  l'intégrale  de 
l'équation  du  premier  ordre  et  du  premier  degré  j^,^,=:p,y,+f,, 
deviendra  celle  de  la  proposée  ;  on  aura  ainsi  par  le  n^  972  , 


{"^-^1- 


980.  En  poursuivant  les  conséquences  de  cette  méthode  ^  Laplace 
étoit  parvenu  de  son  côté  au  théorème  que  nous  avons  démontré 
dans  le  n*.  973  ;  nous  renvoyons ,  pour  cet  objet,  le  lecteur  à  son 
Mémoire ,  mais  nous  intégrerons  avec  lui  l'équation  très-étendue 

I  2  j  n 

dans  laquelle  les  coefficiens  A ^  B ^  C^.^.L,  sont  constans;  mais 
oîi  X  désigne  une  fonction  quelconque  de  47.  L'équation  qui  donne p, 
devient  alors 

n  1  II— I  a  /:— 1  R-.I       I  „ 

et  si  l^on  prend  /'x=^-X,,p,_,i^,  ,  a  étant  une  quantité  constante , 
il  viendra 

ly  n  n— I  n— 1 

{>,+i.-.]=«"[-S^r4«]  »  [/'*+»-.]=«'"'[-X'^+.m-]  ,    etc. 

■ 

La  substitution  de  ces  valeurs  fait  disparoître  X^  et  il  ne  reste 
que  l'équation  algébrique 

Si ,  pour  simplifier ,  on  prend  m=n — i,  et  que  l'on  représente  v^r 
<^9  ^\  ^"\  c^^c.  les  valeurs  de  a ,  celles  de  p^  seront 

^'•^x  9         ^"-*^j(  9  ^"X^ ,  etc. 


DEsDlFFÉRENCES.  I99 

Il  est  visible  que  l'on  doit  supprimer  dans  ce  cas  la  quantité  q,,  • 

et  que  Ton  a  seulement  j^,=[/j^_,  ]  pour  l'intégrale  première  de 
l'équation  proposée ,  mais  à  cause  des  diverses  valeurs  de  p^ ,  on 
en  déduira ,  par  la  théorie  des  équations  du  premier  dogré , 


intégrale  complète  de  la  proposée ,  et  qui  revient  à 

j.,=[:yj{CV'+CV'4.rV''+etc.  ;...}. 
981.  Les  résultats  précédens  peuvent  être  changes  en  d'autres  d\]ne 
forme  plus  simpfe  à  quelques  égards ,  en  ipettant  à  y  l'indice  ^  ai  la 
place  de  Jt+72  :  l'équation  proposée  deviendra  par  là 

On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  du  n"".  979 ,  en  observant 
d'écrire  p^^^  et  y,^, ,  au  lieu  de  />,  et  de  q^ ,   dans  les  premières 
équations  de  la  page  197 ,  avant  d*y  changer  x+nçn  x  ^  et  de  les 
prendre  ensuite  dans  un  ordre  inverse. 
L'équation  du  n^  précédent  se  changera  ^  de  cette  manière ,  en 

si  l'on  fait  m=^n^  et  dépendra  alors  de  Téquation 

qu'on  transformera  encore  en 

d'-^AJ^-'—Ba^"^ — iîtf— 1=0  ; 

en  prenant        p,=:aXx ,  et  la  valeur  complète  de  y»  sera 

y,=[j:j  {  Ca''+  Ca"'Jr  C"a"'' ^ttc). 
981.  Passons  à  l'application  de  ces  derniers  résultats ,  et  prenons 
pour  cela  les  équations  comprises  dans  la  formule 

j^x=^Mrx..+^MVx-. +iM>',-n , 

qui  s'obtient  en  faisant  X^-zizx  dans  Téquation  proposée  ;  nous  trou* 
verons  qu'elle  dépend  de 

et  qu'elle  a  pour  intégrale 

J^*=  W  {  C'^''+C  V'+  C'"^"'+  etc.  }. 
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Supposons^  pour  particulariser  les  résultats,  que  Téquation  pro- 
posée ne  monte  qu'au  second  ordre  ;  nous  aurons  seulement 

I  1 

d'oii  nous  tirerons 

Si  Ton  veut  déterminer  C  et  C  par  le  moyen  des  termes  y.  ety^  p 

o 

on  aura ,  à  cause  de  [o]ae  i ,  les  équations 

y^=C  +  C\  y,=CV  +  C'a% 

lesquelles  donneront 

C/     ^yo   yt  ^t     ^ycT^yt 

==^■7 — 7—*        ^  = — ; — -*-"f 

a  —a  a  —a 

et  U  viendra  pour  résultat  final 

yx—\x\\—-u — -7— «  +  ~7 — ïT"^  f* 

Quand  les  deux  racines  J  et  a'  seront  égales  ^  on  fera  «"rrra'^.  i(  ^ 
il  viendra 

j'-=M| j[ ^  +    _^     (**  +*)'  j  ; 

en  développant  et  réduisant  ^  on  trouvera 

=  W{  J'.«''-(«>.-:kO(*«""'+  -^^^~«"-A  +  etc.)  }  ; 
posant  ensuite  A;=o>  on  aura  seulement 

^,=  [.v]a"-  {tf>o— (i>o— ^,)*} . 

$i  les  deux  rapines  a  et  a'  étoient  imaginaires ,  en  les  ramenant 

à 
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à  la  forme  a+^V — i ,      * — jSv — i,  on  changeront  l'expression 
de  j^,  en 


mM 


— 5X0)  (  (*+ 18  ^— 1  )'— (*— /3  /- 1  )') 


vci;). 


2.  -^ 

mais  on  a  par  le  n*.  165  • 

(a+fi  \/ZIiy=yrç  coslx+  VZITi  sin  i<x  ) 

(rt— .j8/^)'=3.'(  cos  J^  AT— t/H^  sin  <rr  ) , 
en  posant 

1/- ■  A  fi  m 

y  A^+  fi=y,  =  cos  J'f  ■  =SinJ: 

et  la  subsiitutîon  de  ces  valeurs  dans  celle  de  y,  donnera 
^,=W  >'{  J^ocos  J^x+  ^~^^''    sin  /a:  }  . 
Prenons  enfin  un  exemple  en  nombres  ;  sdt  Téquatîon 

ou  j^,=i  AT  j',-,+  3^(*— O-X*-.  > 

qui,  lorsqu'on  fait  j^o=i  j  J^i=4j  engendre  la  série  y-» 

I,      4»      *2.,      104,    ,>»«^  etc,    ^<tA    0^kM^ 
nous  aurons,  pour  déterminer  a^  l'équation 

«• —  1  tf  —  î  =  o , 
de  laquelle  nous  tirerons  a  =3  ^  «'=— 1  ;  puis  nous  obtiendrons 
avec  ces  valeurs 

""      4       ""4*  ~        4        ""      4* 

Si  Ton  prend,  par  exemple,  Af=  3  ,  on  déduira  de  ce  résultat  ^^=204, 
^e  même  que  ci-dessus. 

^ppcndicc^  C  c 
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L'équation  générale 

r  a  n 

se  traitérok  absohiment   comme  la  précédente,  et  son  intégrale 
seroit  de  k  forme 

y,=[x][C'a''+ra"'+C''a"''+  etc.}, 

a\  a\  a"'^  "etc.  étant  les  racines  de  Féquation 

tf"— ^  tf"-'— ^tf"-". . . .  —1=  o. 

Si  Ton  TDuloit  déterminer  les  constantes  C\  C,  C"^,  etc.  par  le 
moyen  des  n  premiers  termes  de  la  série  engendrée  par  Téquatioa 
proposée ,  on  auroit  ces  équations 

^,=r     +r     +r'      +etc. 

21  =  CV  +Ca"  +C"'V  +  etc. 
I 

^  r=  CV'+C"fl"+C"fl"'»+  etc, 

m 

€tc. 

qui  rentrent  dans  celtes  dn  n\  97c  ,  -tt  donl  on  tirerok  tes  vileurs 
de  C\  C\  C'y  etc.  par  le  pl-occdé  de  ce  numéro. 

Si  lequation  en  a  contenoit  des   racines  égales  ou  'des  racines 

imaginaires^  l'ornploi 'des  métfhodes 'indiqiiéès  n^  976 ^  condmfDit 

aux  résultats  relatifs  à  chacun  de  ces  '^as  ;  et  Texemple  du  second 

ordre  auquel  nous  nous  sommes  arrêtés ,  )oint  à  ceux  que  nous 

^       avons  donnés  pour  les  équations  difFérentiélles ,  doit  lever  toutes 

t^j^^les  (^f]^j;hcs  à  cet  égard. 

983.  Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  prend 

î^=CV'+CV^+r'a''"+  etc. 
la  fonction  {,  dépendra  de  l'équation 

dont  Texpression  ci-dessi|s  offrira  par  conséquent  T^ntégrale  Com- 
plète (  n°.  974  ) ,  -et  que  y^  étant  donné  par  -l-équation 

on  aura  j^,=[-Srj{:r ,  d'où  il  suit  que  le  terme  général  de  la  série 

Jx   9  J'^r+I  >  ^x+»»  •  •  • 


J 
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sera  âonné  par  le  moyen  de  celui  de  la  série  beaucoup  plus  simple 

dont  un  termç  quelconque  se  forme  d'un  nombre  n  des  précédens 
multipliés  chacun  par  uile  quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  générât  de  celles 
que  les  Analystes  ont  nommées  ricnrrentes.  Elles  jouissent  d'un  très- 
grand  nombre  de  belles  propriétés  ;  on  a  déjà  vu ,  dans  les  Elémens 
d'Algèbre,  qu'elles  tirent  leur  origine  du  développement  en  série 
des  fractions  rationnelles ,  et  nous  reviendrons  encore  sur  cet  objet 
dans  la  suite* 

L'équation  j^,=  [XJ{,  fait  voir  que  Ton  satîsferoît  à 

X 

en  prenant  yr=C-^x]^'>'  i^  P^^t  ^tre  utile  de  se  rappeler  cette  cir- 
constance ,  facile  à  reconnoître  d'ailleurs  lorsqu'on  est  exercé  dans 
l'Analyse  y  parce  qu^eHe  conduit  immédiatement  Tintégrale  par  le 
moyen  de  la  méthode  du  n*.  974. 

Nous  avons  supprimé  le  dernier  terme  F,  dans  Téquation  pro- 
posée ;  si  on  vouloit  restituer  cette  fonction ,  on  arriveroit  à  l'inté- 
grale au  4noyen  de  la  valeur  de  y^,  trouvée  ci-dessus,  que  l'on 
substituer  oit  à  i^  dans  les  formule&  du  n"".  977. 

984.  On  peut  encore  déduire  de  l'équation  en  p^  du  a*.  979  ^ 
d'autres  cas  d'intégrabilité  pour  les.  équations  du  premier  degré  aux 
différences.  En  s*arrêiant ,  par  exemple ,.  au  deuxième  ordre  ^  on  a 


[/'x+J— ^xt/'x]— Q,=o,  on  p,^,p,^P,p,^Q^=o, 
équation  de  laquelle  on  tire 

Ps 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

équation  intégrable ,  quelles  que  soient  les  fonctions  P,   et  Q^. 
Si  Ton  fait  /',=/w ,  m  désignant  une  constante ,  il  viendra 

Ce  1 


V 
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Il  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  considérée  n"*.  précédent,  en  y 
faisant  r,^,=y,. 

Voici  une  équation  qui  semble  indéfinie ,  ou  dont  Tordre  dépend 
de  la  valeur  de  la  variable  x  y  ^X  qui  pourtant  se  ramène  à  la 
forme  du  n''.  073  ;  cette  équation  est 

+  /'x-4y*-4+  Qx-8yx-5+^x-6y*-« 

+  ^î  y^    +Q.  y.    +^.  yr^ 

un  terme  quelconque  y^  s'y  trouve  rapporté  à  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent ;  mais  avec  cette  condition  que  les  fonctions  P ,  Q,  R,  qui 
multiplient  ces  termes ,  reviennent  les  mêmes  de  trois  en  trois.  On 
tire  de  là  cette  équation 

+  ^x-7yx-7"*-  Qx-8yx-8+^x~9yx-9 


+Pi  yi    +Q.  y.    -^Rr  y.i 

retranchant  cette  dernière  de  la  proposée  ^  on  a 

ow  r,   ^/'x.O^x-t  +  Qx-.;^x-u+ (  ^x-î  +  Oj^*-î  +  ^*— ^x.:j- 

Cet  exemple  suffit  pour  faire  connoitre  comment  il  faut  traiter  les 

équations  du  genre  de  la  précédente  ^   que  Ton  pourroit  nommer 

équations  périodiques. 

Nous  terminerons  cet  article  en  faisant  observer  que  les  équations 
de  la  forme 

yx^^^^y  x-ij'  x-aj^  x-î y  x^n 

se  ramènent  par  le  moyen  des  log^ithmes  à  xme  équation  du  premier 
degré  ;  on  en  tire  en  effet 

1j^x=i^x+*1j'x-i+^i^x-.+>1:kx-? •t'^hx^nf 

et  faisant  ly,=yx^  il  vient 

/*=  *y'x-i  +  ^/x-a + >y,-3  • . . .  +  »iy^„»  +  1/^,. 


\ 
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En  intégrant  cette  équation,  on  aura* donc  le  terme  général  des 
séries  dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d'un  certain  nombre 
de  ceux  qui  le  précèdent. 

985.  On  intègre  aussi  les  équations  aux  difFérences-  finies  par  la 
méthode  des  coefficiens  indéterminés ,  lorsqu'on  peut  découvrir  au 
moins  quelques  parties  de  la  loi  que  suivent  les  valeurs  successives 
de  la  fonction  cherchée.  Soît  l'équation  différentielle 

+  etc. . 

dans  laquelle  «e„,  0„ ,  et'^,  etc. représentent  des  fonctions 

de  la  variable  indépendante  n  ;  si  l'on  en  déduit  successivemeitC 

y^z^J^u'+B^u'  +  C^u  +  D^; 

on  supposera  en  général 

yn=Au' + B,it-  •  +  C.""'*  +  etc. 

et  substituant  cette  expression  dans  l'équation  proposée ,  on  aura 

A,    «•    +5,    a""'  +  C,   a— +etc. 
=     (^,_.«'"'  +  5._.«"-+C,_.K"-'  +  etc.)(«»«    +/3,) 

+  (^._.«— + i?,_.«-' + C^y-' + etc.)««* + i8>  +  >  'J 

+  (^,^,a"-^ + B,_y-''  -h  C^y-^ + etc.)(*".«' + j8".«* + /> + r\) 

+  etc.  ♦ 

comparant  entr'eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  Aa  u^ 
on  obtiendra 

An-=    *«-^«-,  +  *  „-^«^â+ ««/^«-î+etc;. 

+  K  ^n-.  +  f^'n^.^.  +  ^  V^î  +  etc. 

,    +rX-»+>.-^i.-.+/.^^î-+-etc. 
+  etc» 
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et  lorsqu'on  pourra  intégrer  chacune  de  ces  équations,   on  aura 
l'expression  générale  de  y^.   Voici  deux  exemples  qui  feront  bien 
connoître  le  parti  que  Ton  peut  tirer  de  cette  méthode. 
On  a 

s\nni=sin(n —  t  Jîcosç  +  cos(« — i){çinç 
et  'cos  (  /2  —  I  )  çsin  i  =  ^sinni  —  7sin(/2  — 1){, 

d'où  il  résulte  " 

sin  /2  ^  =  1  cos  {sin(/2  — 1){  —  sîn(;2  —  i)îî 

faisant  sin  rti=yn  ^^  cos{=«,  on  formera  l'équation 

de  laquelle  on  tirera  successivement 

etc. 

on  donnera  donc  à  la  valeur  de  ^„  cette  forme 

y„=y  .(^««'•""  +  ^X"'  +  Cy-'  +  etc.  ). 
Substituant  pour  y^_, ,  ^^yn-%  »  ^^urs  valeurs ,  et  comparant  entr'eux 
dans  l'équation  résultante  les  termes  aflfectés  de  la  même  pubsance 
de  2^^  on  obtiendra  les  équations  suivantes 

eic. 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qui  conduisent  très-simplement 
aux  valeurs  des  coefficiens  ^,,  5„,  Cn,  etc.  mais  pour  en  faire 
usage ,  il  faut  observer  qu'elles  n*ont  pas  toutes  la  même  étendue  , 
c'est-à-dire,  qu'elles  ne  commencent  à  exister  que  successivement: 
la  première  n'a  Heu  que  lorsque  n=2 ,  parce  que  l'équation  pro- 
posée laisse  arbitraires  les  valeurs  de  jr^  et  y,.  Avec  cette  attention 
on  trouve  que  le  plus  petit  indice  de  5  est  3  ,  parce  que  l'équation 
qui  le  détermine  ne  commence  que  quand  72=3  ;  celle  qui  détermine  C 
ne  commence  que  quand  n=4 ,  et  ainsi  de  suite. 
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Cela  posé,  en  intégrant  la  première  il  vient  -^n=  2"C',  C  étant  la 

constante  arbitraire;  et  comme  on  doit  avoir  A^tmx^  il «n résulte 

•C'=7,  d'oîi  -^«r^i""",  ce  qui  donne  -^„«.=  i"~'.  Par  cette  valeur 

réquation  en  B  devient      5;=i5^_., — 1""%  et  son  intégrale  sera 

B^=x\a^^^^:Li)=x\C'-ln)  (  n-.  971  et  981  ), 

ou  iî„-= — i"^^(C''+ «),  en  changeant  la  ^constante  arbitraire C 
en  •  — i-  j  C.  Pour  déterminer  la  constante  C\  il  feut  faire  «  =  i 
et  5^=0 ,  puisque  Téquation  en  B  ne  commence  que  lorsque  /2=3  j^, 
et  on  trouve  \{C"  +  i)  =  o,  ou  C''= — 1,  d'oii  il  résulte 
Bn^=L — i"""^(/i — 1),  Cette  détermination  donne  5^.»= — i^-^/z — 4) , 
et  si  on  substitue  cette  valeur  dans  celle  de  Cir^  on  aura  l'équation 

dont  l'intégrale  sera 

Qr=x-(c-+xi-fc:^)==a"(C-+^2(«--3)) 

==  x.(  C-+  JL  Ç^lrZf)  )=,-(c  "+±IZ^) , 

en  changeant  de  constante  arbitraire.  La  valeur  de  Cne  commençant 
que  lorsque  /z=4  9  on  doit  voir  £7^=0^  condition  de  laquelle  oa 

tire  -L(r'— 6)  =  o,  ou  C''=6,  et  d'oîi  il  résulte 

2 

**  \  1  /  1.2 

On  trouvera  de  même  les  autres  coefficiens ,  et  Ton  parviendra  ainsi 
au  développement  de  sin/s^^  sans  avoir  recours  à  l'induction  :  on 
obtiendra 


smn{=*sm{ 


2''-'cost''^'~^— ^2"^^C0Sf  ^H-       3  A^      ^^2""^COS  C 

I  I  •  2 

^^ ^^ ^-^ ^2''-^cos  f -^  +  etc. 

1.2.3 


986.  L*équationy„=2tty„_, — y^,^ ,  se  rapporte  à  celle  du  n*".  974, 
car  u  y  jBst  regardé  -comme  constant  5  en  y  faisant  donc  yj{==im''^ 
on  parvient  à  Téquation         m*=^um  —  i , 


mT^ 
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de  laquelle  on  tire  m=iuz±i  V  u^ —  i ,  et  par  conséquent 

remettant  pour  u  sa  valeur  cos  { ,  et  changeant^,, eq  sin «{,  il  viendra 

sin/2{  =  C'(cosç+  ^ — 1  sinç)"+ C''(cos{— V^ — isin^)'. 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires ,  il  faut  observer  qu'on  a 
sin/2{=o,  lorsque  «=o,  et  sin/î{  =  sin{,  lorsque  /2?=i  j  ce  qui 
^onne  les  deux  équations 

5Înç  =  C'(cos{+  V/III7sin{)  +  ^(cosî —  v — isin;;}^ 
qui  mènent  à         C=  — — zr  >         C'=  — 


2V/_i  iV^— I 

(cosr  +  K — I  sinrV — (cos — rV — isinrV 

résultat  conforme  à  celui  du  n"",  40  de  Tlntroduction,  Le  dévelop- 
pement auquel  il  conduit  ne  diffère  de  celui  du  n"*.  précédent  que 
parce  qu'il  contient  les  puissances  impaires  de  sin:(;,  qui  sont  ré« 
duites  à  la  première  dans  ce  dernier. 

987.  Pour  achever  d'éclaircir  Tapplication  du  Calcul  aux  difle* 
rences  à  la  recherche  des  lolx  que  suivent  les  formules,  nous  en 
donnerons  encore  un  second  exemple  sur  l'expression 

d"""' =^.arc(sin=.v\ 

lin  faisant  pour  abréger    — _         r=  « ,  on  trouve  d'abord 

V  i—x" 

du  X  d^u  Xx'+\  d^u        6x^  +  ^x 

d'oii  Ton  doit  conclure  qu'en  général 

d"u       J^x'^ + B^x"-* + C„*"-* + /?„*«-» + etc. 


I 


diâSérentiant 


DES      DiFFiRENCES,  IO9 

di£[ërentiant  cette  dernière  expression ,  on  obtient  le  résultat 
_,  f  (n+iM*""*''  +  («+3R  *"-+C«+5)CK-»+(«+7)0  fr"+'4-etc. 


+  (n—z)B„\        +{n—4]C, 


dont  la  comparaison  avec 
donne  les  équations  suivantes 

etc. 

Toutes  ces  équations  ont  la  même  origine ,  et  l'on  peut  en  consé- 
quence supposer  dans  toutes  /2=i.  La  première  Jn'^^s=:(n+l)J^^ 

n 

d'après  cette  remarque ,  a  pour  intégrale  An=\n\.  La  seconde  de« 

n 

venant  alors  -fl,rt-i=('^+3)-^»»+'*W  »  ^  P^"^  intégrale  (  n*.  971  ) , 


i^-=[«+.]"{c'+.^} 


[«+3] 


=[«  +  !]  JC+I.IS — ^ — l 

f  [«+3P 


et  comme 


— I 


S»[n]= L-J  — î: j  __ -(n%  910), 

on  aura 

expression  dans  laquelle  il  faudra  déterminer  C,  par  la  condition 
jippenduc,  D  d 
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que  Bn  soit  nul  lorsque  »=  i  ;   on  trouvera  ainsi  C'=. ,  et 

2  1    I  •  2 

Les  valeurs  de  C„ ,  /?«  et  des  coefficiens  ultérieurs ,  s'obtiendront 
de  la  même  manière ,  on  aura 

c„=[/ô.-î^[«][ô]=w[àô][«][ôî 

2«4 

^»=W.r^-IW[o]=[«]m[o]W[o] 

etc. 

en  changeant  n  en  ;z— i ,  on  en  conclura 

irarc(sîn  =  ji:) d"^^u  

7^  ■*"  dx^"'  ^ 


n— I 


-^^^-^{^-'+[7kok'^i]w*"-'+[i][ô]Cn-i]fl*^^ 

+  [î][ô][«— i][ô]*-'+[n[ô]t«-i][o]**-»+etc.}. 

988.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours  supposé  que  raccroissement 
de  la  variable  indépendante  x  étoit  constant  ;  il  existe  cependant 
des  questions  analytiques  dans  lesquelles  cet  accroissement  est  va- 
riable ,  telle  seroit  la  suivante  :  trouver  une  fonction  de  x,  dési- 
gnée par  (p(  v)  9  dans  laquelle  en  mettant  successivement  {{x)  et  T(x)^ 

au  lieu  de  X ,  on  ait  K^U))  =^xKf(*))+Q,  5  f(*),  F(x), 
Px  et  Q^ ,  étant  des  fonctions  données  de  x.  Laplace ,  par  un  pro* 
cédé  très-simple  ,  ramène  cette  question  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion aux  différences ,  dans  laquelle  l'accroissement  de  la  variable  indé* 
pendante  est  constant  ;  il  fait  f(.v)=M, ,  ^(^)=^^z^i9  ^»,  représentant 
une  fonction  inconnue  de  la  variable  [ ,  et  puisque  f(j;)  est  connue , 
on  peut  y  en  supposant  l'équation  algébrique  f  (  x  ):=//«  ^  résoluble 
par  rapport  à  a:  ,  tirer  de  là  xz={^(u^) ,  valeur  qui  transforme  l'équa- 
tion      F(a-)=w^,  ,  en  cette  autre       u^^,=V{f{u^)). 

Lorsqu^on  pourra  intégrer  cette  équation,  on  aura  l'expression 
de  u^  en  fonction  de  { ,  au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  aussi  x 
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en  fonction  deç:  les  fonctions  ?(F(.r))  et  ^(f(,v)),  deviendront 
respectivement  ?(w^^.,) ,  ^(wj  ;  on  pourra  les  représenter  par  j',^, ,  y^ , 
d*oii  il  résultera  une  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  la  variable  indépendante  {  ne  croîtra  que  de  Tunité. 
Après  la  détermination  de  y^ ,  on  y  substituera  la  valeur  de  {  en  jt  , 
pour  passer  à  l'expression  de  (p{i{x))  ,  que  Ton  ramènera  à  celle 
de  ^(at)  ,  en  y  changeant  f(ji:)  en  x. 

Pour  donner  un  exemple  de  la  recherche  précédente ,  faisons 
{[x)-=imxj  ?(x)=x^^  et  supposons  que  Ton  doive  trouver 

ç{x^)=9imx)+Q, 

Q  étant  un  coefficient  constant.  En  prenant  u^r^mx^  w^j=Ar%  on 

formera  l'équation  «^,=  —^  ,  qu'on  transformera  par  le  moyen  des 

logarithmes  en  1«^,=  jl«.— ylw;  l'intégrale  de  cette  dernière, 
par  rapport  à  1//.  est 

K=,(C-.|^)=KC-X1^)=,(C'--^^). 

Pour  déterminer  la  constante ,  soit  if,=tf  ;  il  viendra 


€ 


a' 


et  enfin,  en  passant  aux  nombres ,        «.=  — -717 


q — I 


Posant  ensuite  Km:r)==y.  et  ^{x^)=yu^, ,  on  aura  j^^,==y,+  Q , 
équation  dont  l'intégrale  donne  >'*=C'+2Q=C'+Çç,  d'où  l'on 
conclut  f(OT^)=C"+Q{,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  ^en  :t, 


f 


par  le  moyen  de  l'équation  u^r=:mxzs, — ^ — .En   reprenant 


q — I 


les  logarithmes ,  nous  obtiendrons         I/wat  =  q-^^la ? ?  1  /// 

q  —  i         ' 

Dd  1 


111  C  H.    I.    Du    Calcul 

résultat  que  nous  mettrons  sous  la  forme 


\mx  = 


—  1  N^  q — 1/      g  —  1 


q  q—l  \q  q 

et  d'oîi  nous  tirerons  alors 

^    \a  q  —  1/  q — I 


mx 


M* 


Si  nous  faisons  pour  abréger =  *  i  nous  aurons 

et  par  conséquent 


If 


;«^-^ 


Si  l'on  écrit  simplement  ;ir^  au  lieu  At  mx ^  on  obtiendra  poar 
dernier  résultat 

Occupons-nous  encore  de  Téquatioit      f(j^)'=9(i^)  +  x; 
nous  ferons  dans  cet  exemple  tf,=r,      »^,=2jt,  et  nous  aurons , 
en  conséquence  «^^i=i«,,  d'où  nous  déduirons  ».=  C.i'=ap; 
posant  ensuite  ^(jr)=y,  et  ^(iA:)=y^, ,  Téquation  à  intégrer  sera  / 

^x4.,=j%— 1.  Si  Ton  suppose  d'abord  ^,=ttf  +  — ,  on  trouvera 


^»=**    +— 


I 
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La  dernière  de  ces  valeurs  est  l'intégrale  complète  r  puisqu'elle  ren- 
ferme une  première  valeur  arbitraire  ^ ,  et  Téquation      C.x'zzzx^ 


X 

donnant  1'"'=  -^,  on  aura 

16 


X 


3C 


résultat  qui  revient  à 

p(x)  =  b'+h'% 


I 


si  Ton  prend  *  =  a»  C  (  «  j^ 


(*)  M.  DaTÎet  de  Foncenof  avoît  cru  que  l'équation  ç(*)*=<p  (a-r) +  d 
ne  pouvoit  êtrt  résolue  qu'en  supposant  ç(x)  égale  à  une  constante  (  Mélanges  de 
Turin  f  7.  II  ^  pagi  330  );  ce  qui  précède  montre  au  contraire  qu'elle  a  une 
.infinité  de  solution!  indéterminées.  Nous  remarquerons  ici  que  l'on  séroît  parvenu 
à  la  même  conclusion  en  faisant 

^{x)=A  +  Bx*+  Cx^+Dx^+ttc. 

d^A  il  seroit  résulté  ^équation 

A*+2ABx*+iiAC  x^+i^D^x^+etc\=S    A  +  4Sx*+  i6Cx*+6iDx^ 
+  B*         2BC\  S     ^+% 

de  laquelle  on  auroit  tiré 

^•=.rf  +  i,     aAi=iB,     ai<C  +  JB*=i6C,  etc. 

Les  racines  de  la  première  de  ces  équations  sont  A=z%y  u4=— 1  ;  ia  seconde 
équation  aif  8=48 ,  réduite  à  ^=a  ^  s'accorde  avec  Tune  de  ces  racines  et  laisse  B 
iifdéterminé;  on  trouve  ensuite 

^      B*  aB*  -       aBC  iB' 

la       1.2.3.4  60  1.2.3.4.5.6 

ce  qui  conduit  it.  la  série 

aB  aB*       ,  aB' 

^^    '  '  i.a         i.fl.3.4  1.2.3.4.5.6 

équivalente  à 

*  1 

^    X    -    .  B**,   Bx*  ,  B^x»      ■      B»*4 

^(jif)=i+ 1 "A 1-  etc. 

^^    '  1        i.a      i.a.3       1.2.3.4 

BS:,    Bx^      BV     .       B*jt4  r 

1 4 --—etc.  I 

I        i.a       1.3.3        1.2.}. 4  j 

BV     —B\x 


V 
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9S9.  La  même  méthode  s'applique  sans  difficulté  aux  équations 
des  ordres  supérieurs;  soit  par  exemple  l'équation 

dans  laquelle  les  valeurs 

y  a"-  y      ya""-'»    yt^^'^s  » y^M .    y, 

répondent  à  celles-ci 

En  faisant  x  =  u^,  on  aura  ax  =  u^,^  d'oîi  on  tirera  11^,4.,==  tf  ir« 
et  u^=  Ca'  ^  en  intégrant.  On  peut  en  prendre  C=i ,  et  il  viendra 
en  conséquence  x=a'  ;  avec  cette  expreSsion  de  x  ^  on  transfor- 
mera les  fonctions  P,,  Q,  >  •  •  •  •  7^*  ^  C^r  et  T, ,  en  fonctions  de  {  , 
on  écrira  ensuite  j^„,  j'.^^.i,  etc.  au  lieu  de  j^/,,  J'a""'*»»  ^^c. 
et  par  ce  moyen,  Téquation  proposée'sera  ramenée  à  celle  dun*".  973» 

En  supposant  que  les  coefficiens  P $  Q, 7,  U^  soient 

çonstanSy  la  transformée  sera  seulement 

y^+Py^^^.  +  Qyu^ +  Ty^.+Vy,^  V,  ; 

■• 

son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  de  Téquatiôn 

^M-»+  ^^H^.  +  Qj'm*-*'  •  •  •  +  ^J'h-.  +  ^y»=  o  » 
à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y^-=m^y  m  étant  Tune  des  racines  de 

wi"+iP !«""•+  Q»ï""% . . .  +  Tflï  +  V—Q  (  n".  974  ),   -^ 

et  qui  donnç  ' 

_y.=  C"/n"+  C'm"Jf  C'"«""+  etc. 

Pour  revenir  de  cette  expression  dej^.,  à  celle  dej^, ,  11  suffit  de 
mettre,  au  lieu  de  {,  sa  valeur  en  x;  or  par  l'équation  x  =  a'  ^ 

on  a  î  =  ;—,  et  en  observant  que  m''=c*''^'  (  Int.  n".  31   ),  il: 
en  résulte  ///'=  «  '•*      =  a:'  ** ,  d  oîi  Ton  conclut 


W  W  \m 


f,r 


y^^Cx^-'+Cx^"  +  C"x  *-   +  etc. 
Telle  est  l'intégrale  complète  de  l'équation 
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donnée  par  M.  Paoli,  dans  ses  Opuscules.  11  y  est  parvenu  enfaibânc 
y^z=itix^^  substitution  d'oîi  il  résulte 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  en 

le  coefficient  «  demeure  arbitraire,  et  si  Ton  pose  a^=m ,  on  aura , 

pour  déterminer  ;»  ^  la  même  équation  que  ci-dessus  :  quant  à  (x , 

II» 
il  viendra  /i  =a  j—  ,  ce  qui  rentre  dans  l'intégrale  précédente.  Il  y 

auroit  à  faire  sur  cette  équation  des  rémarques  analogues  à  celles 
du  n**.  976  ;  elles  ont  été  développées  par  M.  Paoli ,  mais  nous  ne 
saurions  nous  y  arrêter ,  non  plus  que  sur  llntégration  de  Téquation 

ya-.^Pya^-^s+  Qya^-^s'  • .  •  +  Ty^+  ^y.=  K , 

qui  se  réduit  d'ailleurs  à  déterminer  C\  C%  etc.  dans  la  valeur  de  j^. , 
suivant  la  méthode  du  n".  975. 

990.  C'est  aux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  que  se 
ramène  en  général  la  détermination ,  d*apr  es  des  conditions  données, 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles  ,  et  dont  nous  avons  traité  quelques  cas 
particuliers  dans  les  n"".  796  et  797.  Voici  à  peu  près  comme  Monge 
a  présenté  cette  recherche. 

Soit    Z=J»f?(£^)  +  J\r4(^)  l'intégrale  d^une  équation  diffé- 
rentielle partielle,  Z  désignant  une  fonction  des  trois    variables 
x^yy[ttM,N^U^   y,  des  fonctions  de  x  ^  y  seulement. 
Supposons  que  les  fonctions  arbitraires  indiquées  par  les  caractéris- 
tiques 9  et  4  9  doivent  se  déterminer  par  ces  conditions  : 
1%  qu'en  faisant  y  =  f(r)  on  ait  i  =  F(x)^ 
%\  qu'en  faisant  j^=^f, (a:)  on  ait  i=:FXx); 
à  Ton  représente  par  M\  N'y  l/\  F\  Z',  ce  que  deviennent  les 
fonctions  M^  N^  V^  ^,  Z,dans  la  première  hypothèse,  et  par 
M\ ,  Af\  ,  £^'i  >  ^, ,  Z\ ,  leurs  valeurs  dans  la  seconde ,  on  aura 
ces  deux  équations 

Z' =Ar  ?(£/') +  A7'^(r) 
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m 

faisant  dans  la  première  F'=v^  on  déduira  de  celle-ci  une  valeur 
de  a;  en  V ,  au  moyen  de  laquelle  on  changera  les  fonctions  iW',  N',  V 
et  Z\  en  fonctions  de  v,  et  en  les  désignant  dans  ce  nouvel  état  par 
M\  N\  U\  Z\  on  aura 

posant  ensuite  r',=  v,  on  obtiendra  de  la  même  manière  un  ré- 
sultat de  la  forme 

éliminant  4(^)7  entre  cette  équation  et  la  précédente ,  il  viendra 
l'équation 

Z"  Z"       Af"  M* 

que  Ton  convertira  en  une  équation  aux  différences ,  en  prenant 
U^^u,  U\=u,,  ^(27")  =  / et  KC^',)=^.  On  déduira 
de  là  une  relation  entre  u^  et  Uj  ou  l'expression  de  ak  en  «,  et 
on  tirera  aussi  de  l'équation  £^'^c=  u  une  valeur  de  v  en  u,  pour 
la  substituer  dans  M%  N%  Z\  M\,  N\  ,  Z\i  on  formera  par 
ce  moyen  une  équation  aux  différences  entre  la  fonction  t  et  la  va* 
riable  indépendante  u.  L'exemple  suivant  éclaircira  ce  procédé. 

Soit  l'équation  [^=.^(^ax — J')  +  4(**:— y), 

dans  Uquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  9 
et  4  par  ces  conditions  : 

I*.  qu'en  faisant      y-r^Ax,       j=5:c*, 
2".  y  =  Cx^      i  =  Dx\ 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs  l'équation  proposée  devient  suc* 

cessivement 

Bx^=^((a—.4)x)+4({b—J)x) 

Px''  =  ç{{a^C)x)+4Ul'—C)x); 

posant  (^-^^.v=v  ,  dans  la  première  de  celles-ci  »  et  (^ — C)a:=xv, 
dans  la  seconde,  on  trouve 


""-"b-A'       ^^t:!:' 


et 
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et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

en  en  déduit  ensuite  ^    ' 

(^_c)«  ""  (A— ^r  ~^  ^^^^^  /  ""  ^  v"îii;5  "  y  ' 

et  faisant 

a — A  a — C 

on  obtient  premièrement  l'équation 

{è—C)u,  _  (i—^u 

a—C    ~~      a^A    * 

puis  on  transforme  Tcquation  contenant  la  fonction  f ,  en  cette  autre 

{a-.A)\b-^Cf       {a— A)"  —'■""'* 

Cette  dernière  équation  s'intégreroit  facilement  par  le  procédé 
du  n\  988 ,  mais  on  en  peut  encore  tirer  plus  simplement  la  valeur 
de  t^  en  substituant  a/  à  t.-^e^  d'où  il  résulte 

D{b-Ay        y     B      \^ 

t  = ^ ' s  /Il  — s  u\ 

{a—A)\b^Cy  [a—AY         ' 

en  d>servant  que  les  intégrales  £2^'  et  S  2^"^  doivent  être  prises 
conformément  à  la  relation  qu'établit  entre  la  variable  indépendante  u 
et  sa  différence ,  l'équation» 

{b^C)u,         {b—A)u 

a — C  a — A 

qui  revient  à 

^— C  /  h^^A        b — C\ 

a—C  \a—A  a—CJ 

Monge  remarque  que  si  Ton  a  en  général  Au  =  Kuy  K  désignant 
un  rapport  constapt,  il  vient 

Appcndîct,  £  e 
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et  il  en  conclut  par  conséquent 

»"=  . =rr: *  £b"= 


K'0= 


avec  le  secours  de  ces  formules ,  on  obtient 

D(b—AY  a"  B  »"  .         . 

'— (fl_^)'(*— c)»  (I  +«:)'— I     (<»— ^)"  (i +^"— I 

en  faisant  pour  abréger 

Il  résulte  de  là        i  +X  =  ^''"^w^f"^?  ,  et 
Dib—AYu'  Bit—CTu" 


4('.}= 


en  remettant  ^(b),  au  lieu  de  r;  on  a  d6nc  ainsi  la  composition 
de  la  fonction  arbitraire  f. 

Pour  arriver  à  4  («)>  oû  peut  se  servir  indistinctement  de  l'une 

des  équations 

Bu"  f  a^A     N        ,  ,    ^ 

et  on  trouvera 


on  aura  donc  enHn 

^         (^— ^)"'(f_C)"— (^->rf)-(<i— C)" 

D{a-~Ar{bx^yr-D{b^J)-'{ax^yy  . 

(a— ^)X^— O'— (A— ^)  (a— O'       * 
en  écrivant  au  lieu  de  u  dans  la  valeur  de  ^(a),  la  quantité,«r---y, 
et  dans  celle  de  4('<)  «  la  quantité  bx — y. 

\\  est  bon  de  remarquer  que  la  valeur  précédente  de  r  devient  - 
quand  b=ia,  parce  qu'alors  l'équation 


rojM/, 
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qui  répond  à  l'équation  différentielle  partielle 

cesse  d'en  être  l'intégrale  complète ,  et  qu'on  a 

les  deux  fonctions  arbitraires  renfermant  dans  ce  cas  la  même  quan- 
'  tité  se  déterminent  suivant  le  procédé  des  n*"'.  334  et  suivans. 

On  voit  facilement  par  ce  qui  précède  que  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires  dans  toute  équation  de  la  forme 

dépendra  d'une  équation  aux  différences  de  la  forme 

dans  laquelle  ^ est  une  quantité  donnée  en  u^U  rapport  de  cette 
variable  à  sa  différence  étant  aussi  donné. 
991.  Prenons  pour  second  exemple  réqi.ation 

l^z=x*p(ax^y)  +y%{px'^y), 
et  pour  conditions ,  qu'en  faisant , 

I*.  y:=zAx^    or.   ait  [=:Bx^ 

i*.  y  =  Cx  i  =  Dx\ 

On  tire  de  ces  suppositions 

d'oh,  en  posant        {b — ^)^  =  v,        (* — C)^=v,  il  suit 

et  l'ëlimination  de  4  (  ^  )  >  entre  ces  équations ,  conduit  à 

Faisons  maintenant 

Ee  1 
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nous  aurons 


ce  qui  revient  à 

la  relation  entre  x/  et  2^,  sera  d'ailleurs  exprimée  par 


b—C 


tf_(7  '      a— A    '  (a— ^)(*— C) 

Si  l'on  prend  ^  =  ^(1^)  et  /,=:^(tf,),  on  aura  évidemment ,  poiir 
déterminer  t ,  une  équation  aux  différences ,  de  la  forme 

dans  laquelle  G  y  E^  Fj  désignent  des  coefEciens  constans;  et  le 
rapport  de  la  yariable  indépendante  «^  à  sa  différence  sera  donné 
par  une  équation  de  la  forme  Au=Kuy  en  sorte  que  si  l'on  regarde  u 
comme  une  fonction  indéterminée  de  la  variable  i  dont  la  diffé- 
rence est  égale  à  l'unîté ,  on  aura  l'équation  u^^=(K-^  i)y^. 
Il  est  très-facile  d'appliquer  le  procédé  du  n*.  988  à  l'intégration  de 
l'équation  r.—  G  t  =£«'''— —Fw'^'»-*, 

que  par  ce  procédé  on  transformera  d'abord  en 

/^ —(;/,=  £c'(â:+  i)cp'*-*>— fc'(a:+  xf^^^, 

C  étant  une  constante  arbitraire;  mais  au  lieu  de  poursuivre  ce 
calcul ,  nous  allons  faire  connoitre  un  artifice  d'analyse  fort  élégant  ^ 
employé  par  Monge. 
Nous  partirons  avec  lui  des  équations 

en  faisant  pour  abréger 

pn — i  =  j8,  /iB  — i  =  ee; 

et  en  observant  que  l'équation  h.u^=.Ku  conduit  à 

A.«-=  ((  I  +  iK )"—  1  )  »-  (  n'.  précéd.  )  , 


il  .■      '  \    Zt 
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puis  à  «'"=:  -; -jr- ,  nous  reconnoîtrons  la  possibî- 

lité  d'introduire  des  différences  dans  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion à  intégrer ,  de  manière  à  donner  à  ce  membre  une  forme  sem-* 
blable  à  celle  du  second.  Il  suffira  pour  cela  de  partager  les  coef- 
ficiens  £  et  /*  en  deux  parties  e  et  c\  f  et  f\  ce  qui  donnera  un 
résultat    x 

qu'on  pourra  transformer  en 
et  si  l'on  fait 


il  viendra 

on  aura  pour  déterminer  les  coefficiens  e ,  t\  /,  /',  ces  équations  : 


desquelles  on  tirera 

FG  ,_  E((t+K)'^i) 


G.+(i+K)*— i'  <;+(i+a:)*_i 

cela  fait,  on  obtiendra 

E                                                    F 
nlr    ^irTi {^'^*  +  ^-«**} +7^77 iF^i {Gu^+ A.u^} 

=  (?^(«)  + A^(//), 

équation  à  laquelle  il  est  aisé  de  voir  qu'on  satisfait ,  en  prenant 
f(u)=  •- — ; -— H  — ^ — ;^ „,^         +  consi» 
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En  substituant  pour  E ^  F^  G  et  K,  leurs  valeurs,   et  laissant 
toujours  A  et  fi  ^  on  obtiendra 

K  '0  —    c^i^a—jy{t—cy—A\î^jéy(a—cyr 

A^D\b—JYu<^ t  +  '^^''• 

avec  cette  expression  on  trouvera ,  pour  celle  de  l'autre  fonction 
arbitraire  ^ 

4(«)=    ^  '"'-'''''' 


B^(a—Cyu 


N*„*  ^-HCOTJ/. 


c\a—jy{b—cy—j\b—}4y{a—cy 

et  l'on  aura  enfin 

C^B^i  b—Cy^-^x'^ax—yy^'^—B^ia^Cy^'Yi  bx—yy^' 

Cette  équation ,  en  satisfaisant  aux  deux  conditions  imposées  , 
conserve  bien  évidemment  la  forme  i^=x*f(^ax'^y)+y*4(bx — y)^ 
déterminée  par  Téquation  différentielle  partielle  qui  lui  correspond; 
mais  elle  deviendroit  illusoire  si  l'on  avoit  a=b  ^  parce  qu'elle  cesse-* 
roit  alors  d'être  une  intégrée  complète. 

992.  Monge  parcourt  successivement  plusieurs  formes  d'équa- 
tions ;  il  s'occupe  du  cas  où  l'une  des  fc^nctions  arbitraires  entre 
dans  la  composition  de  l'autre  ,  et  prend  pour  exemple  général 
l'cquation  l=K^  +  4(^)), 

qui  peut  s'écrire  ainsi , 

f  ^  désignant  une  fonction  inverse  de  ^ ,  et  se  traite  alors  d'une  manière 
analogue  à  celle  du  n^  990. 
il  en  est  de  même  de  l'équation 

[i:=^{(fiax—y)){^bx—y)). 


DES    Différences.  iiy 

qui  9  lorsqu'on  passe  aux  logarithmes  ^  devient 

OU  simplement  V  % 

«n  changeant  de  fonctions  arbitraires. 

993.  Le  calcul 'se  complique  beaucoup  à  mesure  que  le  nombre 
des  fonctions  arbitraires  augmente ,  et  présente  de  nouvelles  diffi- 
cultés ,  ainsi  qu'on  en  jugera  par  ce  que  nous  allons  dire ,  d'après 
Monge,  sur  l'équation 

Soient  les  conditions  suivantes  : 

i\  quand  yz=zf{x)^       î=F  (:*:), 

supposons  qu'en  faisant  dans  l'équation  proposée  les  substitutions 
qu'elles  indiquent ,  on  ait 

z'  =3f'Kr)+jv'4(r'  )+/^^(^). 

on  fera  successivement  y'=  v ,  V\z=zv  ^  ^'*=^  y ,  on  tirera  de 
chacune  de  ces  dernières  équations  des  valeurs  de  x^  que  l'on  subs- 
tituera successivement  dans  la  première  y  la  seconde  et  la  troisième 
des  précédentes  ,  et  désignant  les  résultats  par 

Z''  =  M^p^^T  )+JV^  ^{ir  )+P'  ^(v), 

z^=i^^V(^^)+JV^4(£^^)+?V(v), 

on  pourra  éliminer  la  fonction  vtv)  :  il  viendra 

P'Z\^^P',Z'=iP'M\f^T':,)^P',M''p(r^^.P'N\^V\)^P\N'^U')^ 
P'Z\  -'P\Z'==P'M\p{T\)—P\M'f{T")  +  P'N'A{U\)  ^P"^hr^U')  , 
équations  que ,  pour  abréger ,  nous  représenterons  par 

^. = 5.  ♦(î".)-^  <r) + CA{u\)-c  ^u  7 , 

Soit  maintenant 

r=»,   r.=/.,   r.=  r'.,   c^'^»,   £^'.=«.,    u\^u':. 


/ 
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il  faut  bien  observer  qu'en  général  les  quantités  t\  et  « ,  ne  doivent  pas 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  t  et  de  u^  consécutives  à  r,  et  à  u^ 
parce  qu'elks  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  àtu^u^  et  de  r  à  r, ,  en  sorte  que  si  Ton  prend 
r, — t=z£it^  u^ — u^=.b.u^  il  faudra  faire  /,— r/=A'/,  u'^-^u^sr^àfu^ 
^à!  désignant  une  autre  difFérentiation  que  A.  L'élimination  de  v 
entre  les  équations  qui  déterminent  t^  t,  jt\y  u^  u^^  u\y  donnera 
les  diverses  relations  que  les  variables  r  et  »  ont  entr'elles  et 
avec  leurs  diâFérences  ;  posant  ensuite 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  de  la  forme 
qui  revient  à  celle-ci 

Nous  voici  donc  amenés  à  un  nouveau  genre  d'équations ,  dans 
lesquelles  les  différences  des  variables  $ont  relatives  à  diverses  hypo- 
thèses ,  et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  dif- 
férentes. Nous  ne  connoissons  jusqu'à  présent  aucun  travail  étendu 
sur  ces  équations  ^  qui  paroissent  devoir  présenter  encore  plu$  de 
difficultés  que  les  équations  ordinaires  aux  différences»  • 

Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  oii  les  fonctions  arbitraires 
ne  sont  qu'au  premier  degré  dans  l'équation  proposée  ;  en  variant  les 
circonstances  que  cette  dernière  peut  présenter  y  on  tomberoit  sur  de 
nouvelles  recherches  de  plus  en  plus  épineuses;  c'est  ainsi  que 
Condorcet  a  montré  que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d'une 
manière  transcendante  dans  l'équation  proposée ,  leur  détermination 
dépend  d'une  équation  cpntenant  à  la  fois  des  différences  et  des 
fioefiîciens  différentiels.  L'étendue  qu'a  déjà  acquise  l'ouvrage  que 
nous  présentons  au  public,  l'importance  des   matières  qui  nous 
restent  encore  à  traiter,  ne  nous  permettent  pas   d'entrer   dans 
l'examen  de  ces  diverses  questions ,  qui  n'ont  offert  jusqu'ici  que 
des  résultats  très-peu  satisfaisans ,  parce  qu'ils  sont  très-particuliers  ; 
nous  croyons  avoir  rempli  notretâcheen  faisant  seulement  connoître 

leur 
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leur  origine ,  leur  but ,  et  en  les  indiquant  aux.  recherches  des  )eunes 
gens  qui  se  proposent  de  cultiver  l'Analyse  pour  en  étendre  le  do- 
maine et  en  applanir  les  difficultés.^ 

994.  Lorsqu'on  a  un  nombre  m  d'équations  entre  m  + 1  variables 
et  leurs  différences  »  on  peut  appliquer  à  ces  équations  les  divers 
procédés  dont  on  a  fait  usage  dans  les  mêmes  circonstances  à 
regard  des  équations  différentielles  (  n",  651  et  suiv.  ).  Pour  donner 
d'abord  un  exemple  de  l'élimination ,  nous  prendrons  les  équations 

j^x+ny,.i=Q',{,+/î',îx-. ; W;^ 

en  chassant  premièrement  ;^., ,  comme  une  inconnue  algébrique  ^ 
il  vient 

(/î'.-/î,)j.,+(iî',p,-/î,p',)>'x-,=(^'.Q-^x(2',){,; 

écrivant  ensuite  dans  ce  résultat  x — i ,  au  lieu  de  at,  on  obtient 
cette  nouvelle  équation 

=  (  A;.-.Q',-.-/î.-.Q',-.)  î.-. (3) . 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  (i)  et  (2)  servira  à  chasser 
en  même  temps  {,  et  {;,.,.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par  *, 
l'équation  {2)  parV,  et  qu'on  ajoute  les  produits  avec  l'équation  (3) , 
on  aura  ^  après  avoir  égalé  à  zéro  les  quantités  qui  multiplient  {, 
«^  îx-€  »  ^^  P^^^  ^^5  équations 

réquatlon  finale 

+  (/î'x-./^x..— ^x-,^'x.,)j^,-s  =0  , 

qui  sera  encore  du  premier  degré  9  mais  •  qui  montera  au  second 
ordre. 

Il  tst  facile  de  généraliser  cette  méthode ,  si  l'on  observe  qu'elle 
se  déduit  de  celle  du  n*.  78,  en  remplaçant  les  différentiations  in- 
diquées dans  ce  n"".  par  les  substitutions  successives  àt  x  —  i  , 
JT— -3,'etc.  au  lieu  de  x. 

m 

995.  Laplace  s'est  occupé  en  particulier  d'un  genre  d'équations 
qu'il  nomme  rentrantes  en  elles-mêmes ,  et  dont  les  plus  simples 
Apptndiu.  Ff 
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sont  de  la  forme 

I         « 

3  4 


II)  n  ^ 

ys>yx^ysf y  »  désignant  des  fonctions  de  la  yariable  x^ 

telles  que  chacune  étant  exprimée  par  celle  qui  vient  après,  la 
dernière  Test  nécessairement  par  la  première.  On  rend  évidente 
la  composition  de  ces  équations  en  imaginant  que  les  fonctions 

yx^yxyy^^ yx^  soient  disposées  autour  de  la  circonférence 

n 

d'un  ^cercle  j  de  manière  que  la  dernière  y,  se  trouve  contigue  à  la 

I 
première  y^  ;  d'après  cet  arrangement  les  équations  rentrantes  en 

elles-mêmes  expriment  les  relations  de  chacune  de  ces  fonctions 

avec  un  certain  nombre  de  celles  qui  les  précèdent.  Si  la  loi  doit 

être  telle  que  chaque  fonction  soit ,  par  exemple  y  égale  au  double 

de  celle  qui  la  suit,  rapporté  à  l'indice  Jir-~i ,  plus  au  triple  de  celle 

qui  suit  cette   dernière,   rapporté  à  l'indice  ^— x,  les  équations 

rentrantes  qui  expriment  cette  condition  seront 

*  3  4 


«  I  2 


Il  est  évident  que  Ton  auroit  toujours  les  mêmes  équations  en 
commençant  par  celle  que  l'on  voudroit  des  fonctions  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes ,  il  £iut  commencer  par  en 
déduire  une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x  et  Tun^ 
des  fonctions  cherchées  ;  la  forme  des  équations  proposées  donne 


''  •  •  « 


t  ■ 
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Heu  à  des  simplifications  dans  le  procédé,  pour  lesqudles  nous 
renvoyons  au  Mémoire  de  Laplace,  cité  dans  la  table  et  dont 
nous  avons  tiré  ce  qui  précède. 

996.  La  méthode  du  n\  656 ,  par  laquelle  nous  avons  intégré 
conjointement  plusieurs  équations  différentielles,  s'applique  aussi 
aux  équations  contenant  des  différences  ;  cVst  ce  que  nous  allons 
montrer  sur  deux  équations  du  premier  ordre,  auxquelles  nous 
donnerons  la  forme 

M,y,+N',l,+F,t^y,JrQ[,^=y'.  (  n*.  970  ), 

pour  les  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles.  Nous 
multiplierons  la  seconde  par  un  facteur  0  ^  et  l'ajoutant  à  la  pre- 
mière, il  viendra 

si  l'on  met  cette  équation  sous  la  forme 

die  se  changera  évidemment  en  une  équation  à  deux  variables ,  toutes 
les  fbk  qa'oA  aura 


C3X  en  faisant  alors  y,  +  j^  ,tjJ  î»=y«»  ^  viendra  l'équation 

gui  rentre  dans  celle  qu'on  a  traitée,  n*.  971. 

Les  conditions  à  remplir  dans  cette  circonstance  sont  exprimées 
par  les  équations 

La  première  donne  0 ,  et  l'autre  est  purement  une  équation  de 
condition,  qui  sera  satbfaite,  en  faisant  9  constant,  lorsque  les 

Ff  2 


.  /• 


t 
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coefEciens  M,  N, M',  N'y seront  constaos  ;  dans  ce 

cas,  8  sera  déterminé  par  Téquation  du  second  degré 

(Q+9Q;)(M+9M')z={N+iN'){P+iP'). 

Lorsqu'on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité ,  on  en  déduira 
deux  valeurs  de  y, ,  qui  conduiront  à  deux  équations  de  la  forme 

N+6N\   _ 

N+6N'     __ 
^'"^  M+9M'  ^'-^'> 

à  l'aide  desquelles  on  déterminera  séparément  y^  et  ç^ 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe ,  on  peut  aussi , 
par  une  méthode  analogue  à  celle  du  n°.  653  ,  ramener  les  équations 

M.  yr  +  ^s  Ir  +  P.  ^ys+  Q.  t^^-=y. 

à  celles-ci 

qui  n*en  diffèrent  que  par  l'absence  des  termes  V^  et  V ^.  En  effet , 
^î  y' X  et  y\  >  i^  et  :^^ ,  sont  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent 
à  ces  équations ,  on  aura ,  pour  les  valeurs  complètes , 


si  maintenant  on  prend  les  différences,  en  faisant  varier  les  quantités 
C'y  C'y  et  que  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  proposées  , 
elles  deviendront 


"  iP.ys^.+  Q,Ù^,)  +  ^C'iP,y'^,+  Q,l',^,)   ] 


C  { M'y, + jvx  +  P',  Ay,+  Q'.Aî', } 
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les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  chacune  de  ces 
équations  sont  nulles  en  vertu  de 

il  ne  r^ste  donc  que  les  équations 

qui  serviront  à  déterminer  a  C  et  a  C\ 

Ces  Indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu'elles  peuvent 
aller  les  méthodes  que  nous  venons  de  rappeler,  en  s'aidant 
d'ailleurs  de  leur  application  aux  équations  différentielles  dans 
les  n***.  cités. 

997*  Pour  ne  laisser  inconnue  aucune  des  méthodes  que  Ton 
peut  employer  avec  succès  à  l'intégration  des  équations  du  premier 
degré  aux  différences  ;  nous  montrerons  y  d'après  M.  Paoli ,  l'usage 
que  Ton  peut  faire  à  cet  égard  de  la  méthode  du  facteur. 

Soit  l'équation 

en  la  multipliant  par  un  facteur  quelconque  i^^, ,  et  supposant  que 
son  intégrale  première  soit  alors 

hX^^ys+n^x+P'^yx^^^-^  Q'^yr^n^^  —  +  T',y,)=7:r^, , 

on  prendra  la  différence  de  cette  dernière  équation  ,  qui  sera 

— /**  («,  yx^n^i+P'm  yM^^%+Q's  >'*+7i-r***+^'*  y*    ) 

et  on  la  comparera  avec  l'équation  proposée  multipliée  par  ^^  , 
ce  qui  donnera 

/*x+i  Q'x+i— f*x^'x=f^xQ» 
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Si  l'on  prend  ces  équations  dans  un  ordre  inverse ,  on  en  tirera 


M. 


l^T 


d*oii  Ton  conclura 
T'  = — 1/ 

V' !^f±LU     T 

,  — '—  — *^x+ii-â •*  x+n-î'  •  •  •  —  V:* 

f*x  '^x 
Mx-H«-t    y/                        f^x4.|t->  >7»  ^x4-r  ri  D     . 

*,— -^     ;^      «^x+ii-i         -      -«x+ii-»*  •  •  •       TT  v+i'~'^»  » 

f^x  ^^x  f*x 

déduisant  de  cette  dernière  la  valeur  de  «t^^,  ^  pour  la  mettre  dans 
réquation      tfx4.if*x4.i=^x  >  on  aura 

Il  est  visible  que  cette  équation  répond  à  celle  du  n*.  979 ,  cv  si 
Ton  fait        — ^*^  =  — ,  il  s'ensuivra 

/*x  f^x+i*   ^*  /'«/''^.t  '      i*x  Mx4*Vx+,'   ^x    ~PJfT^tP^ 

ce  qui  donnera  -^^^=- ^,  et  conduira  par  conséquent  à 

^x+I»  ,        'x+a-t  ,        Xx4>«       ,    '^x^.i 
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ou  à  •  ' 

H  II— I    •.  lï— 1  1 

Nous  ne- nous  arrêterons  point  ici  sur  les  propriétés  de  cette  équa- 
tion ,  nous  nous  bornerons  à  observer  que  lorsqu'on  aura  trouvé  n 
valeurs  particulières  qui  y  satisfassent ,  on  pourra  former  un  pareil 
nombre  d'équations  semblables  à 

au  moyen  desquelles  on  obtiendra  l'expression  y^^  en  éliminant 

les  /z— i  quantités        y^, ,      y^ y^^n^x* 

Si  on  navoit  que/z — m  valeurs  de  /t<,,  on  ne  pourroit  chasser  que 
r — m —  I  de  ces  quantités  ^  et  on  rameneroit  par  conséquent  l'équa- 
tion proposée  à  une  autre  contenant  y^ ,  j^,^, , . . .  •  •yr^m  9  c'est- 

.s 

a-dire,  de  l'ordre  m. 

998.  Les  quantités  arbitraires,  introduites  par  l'intégration  des     De  la  nature  de* 

équations  aux  différences  à  deux  variables ,  ne  sont  pas  nécessai-  aAitraircs    intro- 
ït •  IX  1      •      f       f        ,      duites   par  linto- 

rement  constantes  comme  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  ^ration  des  équa- 
équations  différentielles  ;  mais  pour  donner  aux  résultats  toute  la  ^'^"*  *"*  ^'ff^»^^"* 
généralité  dont  ils  sont  susceptibles ,  on  doit  regarder  ces  arbitraires  tructîon   de    cet 
comme  variables.  En  effet,  l'équation  a^  =  o,  n'exprime  pas  abso*  q"**^^*^^** 
lument  que  la  fonction  y  soit  constante ,  mais  seulement  qu'elle  ne 
change  point  de  valeur  lorsque  la  variable  indépendante  x  devient 
x-^Lx.  Si,  par  exemple,  ax  est  constant  et  égal  à  â^  on  pourra 
prendre  pour  y  toutes  les  fonctions  de  x  ^  qui  conservent  la  même 
valeur  quand  on  y  met  :r+i,  au  lieu  de  x.   Or  il  est  facile  de 
voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  il  s'en  trouve  un  nom- 
bre infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  :  telles  sont  les  fonctions 

'3FX  IfX 

de  sin  —,      cos  — - ,  lorsque  »  désigne  la  circonférence ,  car  U| 
substitution  de  a: + â  ,  au  lieu  de  x ,  dans  ces  quantités ,  donne 

Sin  f  7r+  —  j=:  sm  —  ,  cos  (  ?r+  ~J  =C0S  9r  , 

on  peut  donc ,  dans  cette  hypothèse ,  prendre 

^=^Lsin  — ,  cos— J,  pour  l'intégrale  de   a^  =  o,  au   lieu 
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de  j=C,  en  considérant  d'ailleurs  la  fonction  f  comme  entièrement 
arbitraire  et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles. 
Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l'intégrale  de  l'équa- 
tion Lyzzzo ,  prise  dans  l'hypothèse  de  A;i-=A ,  corapléteroit  aussi 
toute  autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre  prise  dans  la 
môme  hypothèse;  il  faut  donc  substituer  dans  l'intégrale  de  l'équa- 
tion quelconque  du  premier  ordre  (  n*.  971)  »  au  lieu  de  C,  la 
quantité  ^(sin'Tjr,  cos^i-x-),  puisqu'on  y  suppose  Ar,  ou  A=;i. 

999.  C'est  Euler ,  qui  le  premier ,  fit  cette  remarque  importante  y  en 
cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  (  n*.  983  ) ,  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  indéfini;  la 
marche  qu'il  a  suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour 
n'en  pas  donner  une  idée.  Il  se  propose  d'abord  it  trouver  U  terme 
gênerai  de  la  strie  dans  laquelle  chaque  terme  est  égal  à  celai  qui  U  pré* 
cède  y  ce  qui  lui  donne  l'équation  y^^i=y^y  et  en  observant  que 

^  i  dx      i.a  dx*       ï.2.3    dx- 

il  la  change  en  cette  autre 

^yx    I  ^yx        ï      ^y^ 

o  =  ^+-  -/f + /f  +  etc, 

dx  .   2  dx*       1.1.3    ^ 

équation  différentielle  du  premier  degré ,  mais  d'un  ordre  indéfini  ^ 
et  à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y^'=e'^'  »  pourvu  que  m  soit 
déterminée  par  l'équation 

— + — H +  etc.  =  o, 

I      i.i      1.2.3 

qui  revient  à  «"* — j=o.  Cette  dernière  donne  d'abord  /w=o,  et 
par  conséquent  j^=C;  mais  ce  résultat  n'est  pas  l'intégrale  com- 
plète qui  doit  nécessairement  renfermer  un  nombre  de  constantes 
arbitraires  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  la  proposée ,  et  par  con- 
séquent infini  ;  pour  y  parvenir  il  faut  donner  successivement  à  m 
toutes  les  valeurs  qui  peuvent  satisfaire  à  l'équationc"" —  i  =Q  i  or 
en  passant  aux  logarithmes ,  on  a 

iT:  =  li=o=tzW^ — 1  {  n^  181), 

expression 


.4 
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«xpfessîoii  dans  laquelle  i  représente  tous  les  pombres  entiers  pos- 
sibles j  y  compris  o.  Si  Ton  réunit ,  comme  dans  le  n"".  64$  ^ 
chaque  couple  de  valeurs  semblables ,  on  en  déduira  ^  pour  l'inté- 
grale complète  demandée  deux  termes  de  la  forme 

cçosî'^x  +^iSÎn/Vx, 
€  et  c,  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires  ;  il  suit  d^  là 
que  l'expression  de  y,  sera  "Be  la  forme 

+  €'^sin9r;r+c'',sin2.'r:ir+c*',sin  '^'jrx. . . . ... . . 

ce  qui  revient  évidemment  à  une  fonction  arbitraire ,  des  quantités 

sin7r:r^  cosx;^  (Int.  n'".4Z ,  43  )^  Euler  traite  succe9sivement  de  la 
même  manière  les  progressions  par  différences  (  ou  arithmétiques  )  , 
les  progressions  par  quotiens  (  ou  gigmisn^uês  }  ^  les  séries  ré- 
currentes, et  parvient  à  des  résultats  analogues  au  précédent, 
mais  nous  ne  saurions  le  suivre  dans  ces  détails. 

1000.  Lorsque  la  différence  de  la  variable  indépendante  x  n'est  pas 
constante  >  le  procédé  donné  n"".  988  y  appliqué  à  l'équation  Ay,=o  y 
conduit  à  la  composition  de  la  quantité  qui  doit  entrer  dans  la 
fonction  arbitraire;  car  ayant  changé  cette  équation  en  Ay«=o^ 
son  intégrale  doit  être^.?=4(sin^î,  cos^{),  et  il  n'y  a  plus  qu'à 
substituer  au  Heu  de  [  sa  valeur  en  x. 

Âyaiit  trouvé  pour  le  cas  oîi  Ajtr=jr^ — mx,  dans  le  n%  988, 

I     -  ^ .      mx  .    ^ 

il  en  résulte  que  la  constante  C  doit  être  remplacée  par 

mx 


et  que  par  conséquent  l'expression  complète  de  y. ,  ou  de  ^{mx)  » 
qui  satisfait  à  l'équation  f  (x*)  =  p{mx)^Q^,  fl$| 

f(;ii;r)î=c4[sinp(ll-- — ^,^^1*}  ,    cos 


1^     ''     if 


«f— »  j 
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Dans  réquation  f{x^)—p(ix)  +  z,  du  même  mimércx,  on  ai 

obtenu  i*=  x ,  ce  quF  donne  ;[=  —  ;la  fonction  arbitraire  doit  donc. 

Il 

être  ^Csin^ — ,.      cos^\  et  Ton  doit  avoir  par  conséquent 

Nil  IX  / 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  à  un  ordre  quelconque  ;. 
réquation  du  n"".  989.  nous  servira  d'exemple.  En  y  supposant  les» 
coefficiens  conçtans  ^  elle  se  réduit  à 

et  se  ramène  à 

y^+Py^^.  +  Qy^n^ +  7>^.+î^j^.=  ^, 

la  différence  de  la.  variable  i  étant  ^ale  à  l'unité  lorsqufon:  preîuE 
î  =  —  :  par  ce  moyen  Hutégrate 

qui  y  pour  être  complète ,  doit  s'écrire  ainsi 

J'^=/72'V(sin9r^,   COS9r;[)  +  /7l'''f^(sinfrç,   costfO  yi 

+/w"V(sin^î,  cos9r^  +  ... ......) 

9%  9' 9  9^f désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendante!» 

les  unes  des  autres^  devient 

77,/.    'JrXx  ^1^.     TT^ir/.    '^^x  7r\x\ 

^,=  xl-.(sm^,    cos— )+xl-',(sm-^,    cos^. 

' .    "TT"  «//  •    '"^^^  iA'x\ 

en  y  substituant ,  au  lieu  de  ^^  sa  valeur  en  or. 

looi.  La  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  complètentr 
les  intégrales  des  équations  aux  différences ,  ne  peut  s'opérer  en  assu- 
jettissant ces  intégrales  à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs- 
données^  car  il  est.  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend 
implicitement  un  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires..  Soit  pour 
exemple  l'équation  ^,=  JST  ^  (  sin  w  :r ,  cos  9r  j:  ) ,  de  laquelle  Ofti 
doive  tirer  un  certain  nombre  de  valeurs  ^^^=^,^,=^',^^,^4'^,  ctc*. 
Si  ces  valeurs  répondent  à  x=zo^  x=ii  ^  x=z  ,,etc.  on  nepournu 
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tâtisfaire  en  général  qu*à  la- première  des  conditions  imposées;  car 
dès  qu'on  aura  assigné  pour  ^{sin^x,  cos^:r),  une  première' 
Taleur  déterminée  ,  de  laquelle  il  résulte  ^0=  ^  9  cette  valeur 
devantseretrouver  la  même  pour  les  indices  Ar=i ,  :r=i,  :r=:3,etc* 
il  s^nsuit  que  les  valeurs  de  y^  y  relatives  à  ces  indices ,  sont  aussi 
déterminées.  Il  faut  donc  que  les  quantités  données  a\  u\  etc.  cor^ 
respondent  à  des  indices[intermédiaires. 

Si  au  lieu  d'un  nombre  limité  de  valeurs  isolées  ^  qui  ne  peuvent 
déterminer  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  arbitraire  ^ 
indépendantes  les  unes  des  autres ,  on  suppose  que  dans  l'intervalle 
compris  entreA:=o  et  jr=:i,  l'expression  dej^.  doive  fournir  les  mêmes 
valeurs  qu'une  équation  donnée j^,=f(:c)y  la  question  sera  déterminée. 
En  efFet  ^  s'il  s'agissoit  de  trouver  la  valeur àey.^  qui  corresponde  un'^ 
indice  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  m  ^  plus  une  fraction  ^  soit 
commensurable ,  soit  incommensurable ,  que  nous  désignerons  par  /z , 
oncalculeroit  la  valeur  dey^,  d'après  réquation^,=f(x);  comparant  le 
résultat  avec  celui  que  Jonne  alors  l'équation j^,=JSr^(sinTx  ^  cos^r^),  ^ 
on  auroit  pour  ce  cas  la  valeur  de  ^(sin^r^^  costjs)  ,  qui  doit  être 
là  même  que  celle  de  f  ( sin ^ ( /»  +  n )  ,    cos ^{ff^^  n)) ^ 

et  réquation  y^=>  X^  (sin  tt x ,  coscr;c) ,   devenant  par  là 

6eroit  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujettie  l'équation  donnée 

^,=  f(r) ,  c'est  qu'on  en  tire  pour^^  et^,  les  mêmes  valeurs  que 
de  l'équation j'.=-X'p (sin ta:,  cos^j:). 

1002.  Les  considérations  géométriques  jettent  un  grand  jour  sur 
la  théorie  analytique  que  nous  venons  d'exposer.  Gierchons  d'abord 
comment  on  peut  représenter ,  par  le  cours  d'une  ligne ,  les  circons- 
tances de  l'équation  Ay=o:  soit  AR^  fig.  i,  une  droite  indéfinie  ^^'  *• 
parallèle  à  l'axe  des  ^^  menée  à  une  distance  quelconque  de  cet  axe  j 
^  divisée  en  parties  AA\  A'A'^  A'A"^  etc.  égales  à  àx^,  toutes  les 
courbes  telles  que 
-  ABA'B'A'B"A"'S,  ACA^CA^CA^T,  ADA'jy A'D'A^V,  etc, 
passant.par  les  points  A  y  A'^  A",  A*\  et  composées ,  entre  ces  points , 
de  parties  égales  et  semblables  y  satisferont  à  l'équation  t^y  =  o. 
Cela  est  d'abord  évident  pour  les  points  ^^  A"^  A"',  etc.  et  l'on  voit 
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ensuite  que,  prenant  jiPz=LX  ^  j4F—x+ax^  les  zrcs  JL  etA^L\ 
JMçtA^M\  ANtiA'N\  etc.  étant  égaux  et  semblables»  les  ordonnées 
LP  et  L'F^  MF  et  M'P\  NP  et  N'Fy  etc.  seront  aussi  respective* 
ment  égales»  et  Ton  aura  par  conséquent  dans  chaque  courbe  Ay=ow 
Si  Ton  suppose»  par  exemple  »  que  la  courbe  ASdk  pour  équation 

j^=:f^sin  —  »    cos —  V  elle  remplira  évidemment  les  conditions^ 

exigées  au  commencement  de  cet  article  et  toutes  les  ordonnées 
PM  »  PN  »  etc.  élevées  sur  la  même  abscisse  »  seront  nécessaireoient 

TX  '  WX 

des  fonctions  de  PL ,  ou  de  sin  —  et  de  cos  —  ,  résultat  qui  5*^0- 

^X  AX 

corde  ave<5  celui  que  nous  avons  tiré  des  considérations  analytiques» 
La  condition  Ay=o  »  n'entraînant  point  la  continuité  dans  les  ré- 
sultats y  les  courbes  AS ,  AT,  AU ^  etc.  ne  seront  point  assujetties 
à  cette  loi.  Le  polygone  EFE'F^E\ . .  V,  composé  de  parties  sembla- 
blés  EFE\  E'F'E^  etc.  donne  également  Ay=o  ;  il  en  serûitdemêflie 
d'une  suite*  d'arcs  égaux  et  semblables  d'une  courbe  quelconque 
assemblés  d'une   manière  discontigue  »  comme  te  sont  les   arcs 

cjy,  Gn\  G'jr\  etc. 

1003.  La  construction  dès  équations  aux  différences  s'iKcorde  par- 
faitement  avec  ta  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires» 
En  effet  »  soit  û  j^  =  F(  a:  ,  j^) ,  une  équation  quelconque  de  ce  genre 
'  et  du  premier  ordre  ;  ayant  choisi  arbitrairement ,  ou  déterminé  ^ 
suivant  les  conditions  de  la  question  »  le  premier  point  if  »  de  1» 
riG  5.  courbe  cherchée ,  J%.  J  ^  comme  l'équation  n'apprend  rien  sur  tous 
les  points  correspondans  à  la  portion  d'abscisse  AA'=:Ax  »  et  qu'elle 
donne  seulement  l'ordonnée  A^B^=y,  »  on  pourra  faire  passer  par 
les  points  S  et  B"  une  portion  d'une  courbe  quelconque  ;.  cela  feît, 
pour  obtenir  la  portion  correspondante  à  Tabscisse  A'A^^  on 
prendra  en  arrière  d'un  pomt  quelconque  P^  de  cette  abscisse  »  uoe^ 
distance  PP':=^AA'^=ax,  et  élevant  l'ordonnée  PM,  on  mènera  MDf 
parallèle  hAR;  tirant  ensuite  de  l'équation  Ay=/'(x,  y)  la  valeur  de  Ay 
pour  l'abscisse  AJP*  j  cette  valeur  donnera  la  droite  VM',  qui  jointe 
à  JP'D'^=^PM^  fera  connoître  le  point  M\  On  trouvera  de  même 
tous  les  points  de  l'arc  B'B"  :  cet  arc  employé  à  son  tour  comme 
Tare  SB\  donnera  ceux  du  troisième  arc  B'B'^j^  et  ainsi  de  suite» 
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n  est  évident  que  Ton  pourroit ,  par  le  même  procédé ,  conti- 
naer  la  courbe  ea  arrière  du  point  ^ ,  et  que  dans  tous  les  cas  elle 
satisfera  à  l'équation  proposée,  puisque  les  différences  àyr=D'M' 
auront  des  valeurs  conclues  de  cette  équation:  nous  laissons  au 
licteur  à  faire  l'application  de  ce  procédé  aux  équations  du  second 
ordre  et  des  ordres  supérieurs, 

1004.  Nous  avons  supposé  plus  haut  que  la  diffîrence  de  l'abscisse  x 
étoit  constante;  si  le  cootraire  a  voit  lieu  ^^on  n'en  construtroit  pas 
moins  les  équations  aux  difiërences.  Dans  ce  cas^  les  équations 
proposées  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

la  première  se  construira  d'après  le  n%  précédent  ^  en  regardant  x 
comme  fonction  d^une  nouvelle  variable  u  dont  la  différence  soit 
constante.  Ayant  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  A^ ,  cor- 
respondante à  une  valeur  quelconque  de  1^ ,  on  se  servira  de  ce 
résultat  pour  construire  par  la  seconde  équation ,  le  ày  corres- 
pondant* 

£11  regardant  les  trois  varialades  u^  x^  y^  comme  les  coordonnées 
des  points  de  l'espace,  les  équations  proposées  représenteront  une 
courbe  à  double  courbure.  La  première  donnera  la  protection  sur  le 
plan  des  utt  at  ,  et  la  seconde  la  protection  sur  le  plan  des  x  ttyi 
si  l'on  éliminoit  x^  on  parviendront  à  l'équation  de  la  projection  ^ 
sur  le  plan  des  HT  et  >• 

X005.  La  correspondance  qu'on  a  dû  remarquer  entre  les  équa-     De  la  muliîplî- 
tions  difiërentielles  et  les  équations  aux  différences .  a  lieu  par  rapport  ^^^^  ^^  intégrales 

X  •     ,.  .  j  j       •!  «  .     ^       t  •       dont  les  équations 

a  la  liaison  de  ces  dermeres  avec  leurs  intégrales ,  et  repose  sur  des  aux    différences 
considérations  analogues  à  celles  que  nous  avons  exposées  dans  le  sontsusceptil^es» 
n%  ^^77 ,  à  l'égard  des  équations  différentielles.  Ces  considérations  ont 
été  mises  dans  tout  leur  )our  par  Biot,  Professeur  de  Mathématiques 
à  l'Ecole  centrale  du  Dépanement  de  l'Oise^  dans  un  Mémoire  qu'il  a 
présenté  à  l'Institut ,  et  duquel  nous  avons  tiré  ce  qui  suit^ 

Si  l'on  a  une  équation  quelconque F{a ,x, y)=o  ,  entre  les  deux 
variables  x^  ytil^  quantité  a  supposée  constante ,  que  Ton  passe  à 
Téquation  consécutive  F(tf ,  ^,  ,^J  =  0  ,  et  que  Ton  élimine  a  entre 
cette  dernière  et  la  précédente  ,  le  résultat  sera  une  équation  aux  diffé* 
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rences ,  ayant  pour  intégrale  complète  V{a  y  x ,  y)^=^o  ;  mais  l'équatioa 
aux  différences  ^  que  nous  désignerons  par  Z=o ,  resteroit  encore  la 
même  quand  la  quantité  a  seroit  variable  ^  pourvu  que  le  changement 
de  cette  quantité  n*influât  pas  sur  féquation  F  f  if ,  jt,  ,  j^.  )=t>.  Pour 
examiner  cette  circonstance  ^  dans  laquelle  il  faut  regarder  y  comme 
une  fonction  de  jt  et  de  n  ^  nous  écrirons  Téquation  primitive  pfO«' 
posée  ainsit  ^{^^^^yx.a}  =o...(^). 

et  lorsqu'on  fera  varier  x  et  a  en  même  temps ,  on  aura 

Cela  posé,  il  est  visible  que  Téquarion  Z=o  seroit  encore  satisfaite 
par  réquation  F  {«^j^^y»,*}  =0,  dans  lliypothèse  de  a  va- 
riable ,  si  Ton  avoit  y^ ,  fli=j^« ,  • ,  ce  qui  arriveroit  nécessairement 
si  les  équations 

pouvoient  s'accorder  lorsqu'on  changera  dans  la  seconde  jr^^ ,  «, 
tt  ^*i ,  «  •  dans  ce  cas ,  les  équations 

"^i^xf^yysi.a)  =0,       F{x,,tf,,jr„,«}=o....(r); 
auront  lieu  en  même  temps  ;  et  en  éliminant  y^x^mj  ^^^  conduiront 
à  une  équation  entre  x ^  x^^a^a^^  qui  exprimera  la  loi  suivant 
laquelle  doit  varier  a. 

Ce  résultat  n'est  pas  entièrement  semblable  à  celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n^.  577.  Dans  ce  numéro ,  la  relation  entre  a  et  ^r  est 
exprimée  par  une  équation  primitive  y  en  sorte  que  la  valeur  de  a  qu'on 
en  tire  n'est  que  particulière ,  et  l'équation  F  {  x^a^y,^^}  =  o ,  per- 
droit  sa  généralité  par  la  substitution  de  cette  valeur  ;  dans  le  cas  actuel 
au  contraire ,  la  relation  entre  x  et  ^  étant  exj^imée  par  une  nou- 
velle équation  aux  différences  y  conduit  à  une  valeur  de  tf  j  complétée 
par  une  quantité  arbitraire ,  à  l'aide  de  laquelle  l'équation 
F  {  x,ii,j',,^}  =0,  conserve  toute  son  étendue^  et  offre  par 
conséquent  encore  une  intégrale  complète  de  l'équation  aux  diffé- 
rences Z=o  y  au  lieu  d'une  solution  particulière  qu'auroit  eue  dans 
les  mêmes  circonstances  une  équation  différentielle. 

ioo6.  Pour  approfondir  davantage  la  liaison  qui  existe  entre  les 
diverses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  l'existence ,  il  faut 
se  rappeler  que,  considérée  analytiquement,  une  équation  aux  cfiffé- 
rcnces  donne  le  terme  général  d'une  série ,  et  que ,  sous  le  point  de  vue 
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géométrique  elle  est  le  lieu  d'une  suite  de  points  correspondans  à  de$ 
abscisses  déteioiinées  suivant  une  cert^ne  loi.  Quand  la  constante  a 
reçoit  une  valeur  particulière ,  Téquatioa  F  {  a?  ,  ^ , j^^ ,  «}  =^»  •  •  CO 
devient  une  imigraU  panicul'ârt  de  Z=a,  d'après  le  sens  que  nous 
avons  attaché  à  cette  expression  dans  le  n"*.  576;  les  équations 
'  {  *">^. ^y^. Ml  }=o. .  -CO 9  F{ ^> ^oy*>a,}=o.  • .( A',) ,  etc. 
appartiennent  donc  à  des  lignes  représentant  les  diverses  intégrales* 
particulières  qui  naissent  des  valeurs  a^f  a^$  etc.  attribuées  à  la 
constante  tf  ^  et  il  est  évident  que  l'éqpation  F  {  x, ,  ^1  >yn ,  01}  =^» 
vépond  dans  la  première  au  point  consécutif  à  celui  que  désignent 
les  coordonnées  jp  ety»,  aw  ^^  établissant  donc  l'identité  de  j^^^^^^  et 
de  y,^,  aj  et  considérant  les  équations 

comme  ayant  lieu  simultanément  «.  on  exprime  que  les  lignes  données 
par  les  équations  (f^)tt  (  V^ }  se  coupent  au  point  dont  l'abscisse 
est  X,  et  l'ordonnée  y^,  a=^*i  ,ai>  ou  que  la  série  dont  le  terme 
général  est  déterminé  par  la  première  équation ,  coïncide  dans  son 
deuxième  terme  ^avec  celle  dont  le  terme  général  dépend  de  la  se*^ 
conde  équation.. 

Maintenant  si,  dans  les* équations  (^9  la  quantité^  reçoit  des 
valeurs  successives  conformément  à  la  relation  qu'elles  assignent  entras 
cette  quantité  et  les  autres  variables ,  on  aura  ces  nouvelles^équations 

d*6U  il  résultera  encore  jTi»,  «^  ==y«i.  «  >  «t  qui  par  conséquent  éta- 
bliront l'intersection  de  la  courbe  désignée  par  (  rj)  avec  celle  que 
représente  (^,) ,  au  point  dont  les  coordonnées^sont  »^ ,  j^  j^^^,==y 
En  continuant  ainsi  de  proche  en.  proche ,  on  obtiendra,  une  suite  de 
r^ulats  compris  dans  les  équations 

'{^n  9  ^(it-o  jy^in), «(«-!) }  =0,  F {:r^,  ^itf  J^*('io. o(«-.i)}  =0. .  .(F'jl, 
qui  supposent  que  j'^»),  •(»)=y#(n),fl(«-i)  s  et  établissent  par  conséquent 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x^,y^^),^^^)=y^n).  in..),  une  in- 
tersection  entre  lies  courbes  désignées  par  (^,^_,)  et  (^„)i 

Les  coordonnées  des  divers  points  d'intersection  que  nous  venons 
de  faire  remarquer ,  étant  comprises  dans  là  suite 
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vérifient  l'équation  Z=o,  car  j^^^.  «i  se  trouve  (ians  la  seconde  ligne 
consécutif  à  ^«,  «  et  antécédent  à  y^^^  ^t  9  ^^  ^îc^si  des  autres.  Il  suit 
•  de  là  que  le  système  des  équations  (W)  exprime  la  loi  suivant  laqueUe  il 
Jaut  faire  varier  ^^  pour  que  Us  averses  intégrales  particulières  résuliames 
de  cette  variation  se  coupent  successivement  dans  des  points  qui  vdri^fitni 
tiquaàon  aux  diffUrences  Z  =:r  o« 

Si  donc  l'on  détermine  au  moyen  de  ces  équations ,  la  valeur  de  m 
en  JT  y  et  qu'on  la  substitue  dans  ¥{x ,  a  ,yg^  «)=<>  9  on  aura  Téquar 
lion  commune  à  tous  ces  points  9  d'oh  dépend  le  terme  général  des 
valeurs  de^,,  «,  formées  d*après  la  série  précédente* 

Il  fiéiut  remarquer  que  cette  série  n'emporte  pas  nécessairement 
l'équation  y^ ,  «  =J*a,  «i  9  et  celles  qui* en  dérivent ,  et  que  par  con- 
séquent elle  vérifie  bien  l'équation  aux  différences  premières  Zz=to  , 
mais  non  pas  la  différence  de  celle-ci  ^  ou  l'équation  aux  diAérenoes 
secondes. 

Si  l'équation  F(x,tf,^,^«)  =  Oy  que  pour  abréger ,  nous  repré- 
senterons par  F^=Oj  contient  des  radicaux ,  ou  si,  lorsqu'elle  en  est 
dragée 9  la  constante  a  y  monte  au-delà  du  premier  degré,  les 
équations  (  JF)  conduiront  à  une  nouvelle  intégrale  que  nous  nom- 
merons intégrale  indirecte^  mais  elles  n'en  donneront  pas  d'antres 
que  V=^o^  si  tf  ne  passe  pas  la  première  puissance.  Edairossons  ceci 
par  quelques  exemples. 

1007.  Soit  l'équation  y^^^'^àx-^a^. .  .{V).  Si  l'on  en  prend 
la  différence  dans  l'hypothèse  de  Ax:=sr,  on  aura  ùyz=utx^  d'oà  on 

tirera  tf  =  —  et  par  conséquent 

X  X 

les  équations  (  ff^)  deviendront  alors 

ysi.a=a^,—a^,       yxi.a=a,x,—a,^.  •  •  -C^)» 
et  donneront  par  conséquent  la  suivante 

qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

a,—  a  =  o^       x,'^{a,+  a)  =  o. 
Le  premier ,  d'oîi  il  résulte  a  =  const.  nous  ramène  à  l'équation 

primitive 


\ 
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primhîve  (A') ,  et  le  second  étant  intégré  par  le  procvdé  du  n^,  988, 
après  avoir  mis  xx  au  lieu  de  x^  ^  conduit  à 

\x 
substituant  cette  valeur  de  a  dans  Téquation  {V)^  on  la  changera  en 

Ix  .   alx 

Pour  construire  cette  nouvelle  intégrale ,  il  faut  d'abord  déter- 
miner les  arbitraires  a  et  b ,  de  manière  qu'au  premier  point ,  que  Ton 
suppose  donné ,  on  ait  jr^^  5  =y*,  «•  E-n  désignant  donc  par  «  et  /l 

les  coordonnées  de  ce  point ,  on  aura 

1«         il* 

d'oïl  l'on  tirera  deux  valeurs  pour  a  et  autant  pour  b  ,  qui  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à  Téquatiqn  (Z). 
U  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  b  seront  de  la  forme 

et  que  par  conséquent  Ton  aura  ces  deux  équations 


%x*        Vx  ^   '         .  .»  »       ^ 

j'..*/=  — -— (-1)  '*  -n-0 


■^^ 


.»  V, 


k— 1«  a(U — \tC^ 


Soit  maintenant  AX^fig.  4 ,  Taxe  des  abscisses  sur  lequel  on  ait    FIG.  4. 
pris  AP=<t  :  les  valeurs  ^P^ ,  AP,, ,  ^P, ,  et  ^P" ,  ^P* ,  ^Pf%. . . 
les  unes  antécédentes  à  AP  et  les  autres  suivantes ,  seront  déterminées 
par  rintégrale  de  Téquation  x'=ix  y  qui  donne  x=i*ct;  d'où  Ton 

voit  qu'à  chacune  de  ces  abscisses  ^  la  quantité  -— ^ ^  est  égale 

1«— lot 

à  un  nombre  entier ,  que  (— i)  ^*    =+ 1  ou  — t ,  selon  que  n  est 

un  nombre  pair  ou  impair,  et  qu'enfin  ( — i)      *^     =t.  Cela  posé,  . 
Appendice.  H  h 
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^9  on  construira  la  parabole  CQ  donnée  par  Téquation. 

y= b'^y  et  la  àïoixtJRj  représentant  réquatîony=+i^'jrt 

9 
on  obtiendra  les  ordonnées  de  rang  impabr ,  savoir  r 

en  ajoutant  Tordonnée  de  la  ligne  droite  AR ,  à  celle  de  la  para* 
bole ,  et  les  ordonnées  de  rang  pair ,  savoir  : 

....P„M^j        P'M'.... 
en  retranchant  l'ordonnée  de  la  ligne  droite.  Cela  fait  ^  toutes  les  * 
droites  M^M^^ ,      ^«^^  9  ^^*  9^^^  joignent  deux  points  consécutifs 
de  la  nouvelle  intégrale ,  seront  comprises  dans  réquation^=stfr — 4% 
ce  qui  vérifie  la  conclusion  du  n"*.  précédent. 

.  Une  semblable  construction  appliquée  à  Téquation  formée  par  la 
seconde  valeur  de  h^  donne  une  troisième  intégrale  ~donC  les  points 
successif  sont  désignés  par  les  lettres 

m  If  mf 

Ces  points ,  ainsi  que  ceux  de  l'intégrale  précédente ,  sont  joints  par 
des  droites  afin  d'en  rendre  Tensemble  plus  évident. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  deux  intégrales^  indirectes  se  ré^ 
duîroient  à  une  seule ,  si  Ton  aVoit      jS  =  ^  ct\ 

ioo8.  La  méthode  précédente  suppose  que  l'équation  aux  diffiii- 
f  ences  passe  le  premier  degré  et  qu'elle  ne  puisse  se  décomposer  tn 
fecteurs  rationnels.  Si  Ton  avoit ,  par  exemple ,  ùy^z=zc^  ^  dans  l'hy- 
pothèse de  Aâp=i  y  cette  équation  donnant  ày^L+c^  aj<=s-— c ,  » 
deux  intégrales  distinctes 

y*,«=^**  +  tff  J^*,a= — cx  +  a. 
En  faisant  varier  les  constantes  de  ces  équations  on  n'obtiendroît 
point  de  nouvelles  int^rales  ,  quoiqull  soit  évident  que  les  inté- 
grales particulières  que  fournit  la  première  ^  puissent  coïncider  avec 
celles  qui  résultent  de  la  seconde ,  de  manière  à  satisfaire  à 
Téqmrtion  aux  différences  comme  le  montreal  les  séries 

X  y  1*1  y  x^  y  eic» 

formées  d'après  celles  du  n*.  ioo6, 

U  est  facile  d'appercevolr  pourquoi  ce  cas  diflire  de  celui  que 
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nous  avons  considéré  en  premier  lieu,  JLei  deux  intégrales  de  l'équa- 
tion  ày^=ic^,  consîdirées  s<lparcment|  ne  fournissent  que  des  droites 
parallèles  qui  ne  sauroient  se  rencontrer  ;  de  plus  ces  intégrales 
n'étant  point  liées  entr'elles  par  une  irrationalité  commune  ^  et  se 
trouvant  exprimées  par  deux  équations  distinctes ,  on  ne  sauroit , 
par  une  même  opération ,  faire  varier  à  la  fois ,  les  arbitraires  m  et  a' 
de  manière  que  les  droites  données  par  Tune  coupent  celles  qui  résul- 
tent de  Tautre  ;  mais  cette  difficulté  dtsparoit  lorsqu'on  a  recours  à 
réquation  aux  différences. 

En  effet,  les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une 
équation  aux  différences  ^  ne  sauroient  s'accorder  indéfiniment  dans 
les  différences  de  tous  les  ordres  ^  sans  quoi  elles  seroient  identiques  ; 
lorsqu'on    fait  ^^,,«=y,,,«,  il  en  résulte  bien  j^„,^  =j^,,^^,^ 
mais  non  pas  j^M,«=r««^«t,  ainsi  qu'il  le  faudroît  pour  que  les  diffé- 
rences secondes  fussent  communes  aux  deux  équations.  Nous  con-^ 
clurons  de  là  que  les  diverses  intégrales  d'une  même  équation  du 
premier  ordre  ^  doivent ,  en  général  ^  répondre  à  diverses  équations 
Jài  second  ordre  ;  et  Monge  a  montré  le  premier  que  Ton  obtenoit 
ces  dernières  en  diffërentiant  l'équation  du  premier  ordre  ,  parce  que 
le  résultat  se  décompose  en  plusieurs  facteurs  rationnels.  Cest  l'ap- 
plication du  procédé  exposé  dans  le  n"",  673  ^  qiù  l'a  conduit  à  cette 
remarque. 

Si  l'oD  prend  la  différence  de  Téquaiion  ^j^^pnc^,  on  auim  réquation 

cm  se  décompose  dans  les  facteurs 

le  premier  donne  ^y^^^^ >  ^  éxwt  une  constante,  et  par  vne  nbu** 
Telle  imégration  mène  à  yz:i:Ax^a^  La  CMuslanle  A  n'est  pas  arbi« 
traire ,  puisque  l'équation  Ay=^  doit  nécessairement  s'accorder  avec 
la  proposée  Ay*=t*  ;  on  a  donc  A=^±c  et  y:=  dc^cx^a  :  telle  est 
intégrale  qui  se  présente  la  première.  Le  second  facteur  iAy+  a*jc=o 
slnti^re  facilement  et  conduit  dabçcd  k  %y  i-  Ayes^J,  ce  dernier 
résultat  donne ,  par  le  n%  97a , 


j.=  (-i)'S 


(-ir+i 


(^in»--(-^i)— } 


*+^(*ir 


Hh 
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en  réduisant  et  changeant  Tarbitratre  b   en  i^.  Tirant  ensuite  de 

cette  expression  la  valeur  de  Ay  pourla  comparer  à  Téquation  aj*=i:*, 

s  fin  de  déterminer  Tunedesarbitraires^  on  trouvera  Ay= — 15( — 1)% 

c 
d'où  on  déduira  J5==b —  ;  on  aura  donc  pour  Téqualion  propo- 

2 

sce  Ay*=c*  les  quatre  intégrales  suivantes , 

>'x,a=^^+^ (0>  J'xja  =  — ^^  +  ^*-*(*) 

Voilà  ce  que  Monge  a  voit  trouvé  y  et  Biot  a  fait  voir  ensuite  que  y 

e 
si ,  au  lieu  de  prendre  simplement  J9 ==b  — ,  on  supposoit 

2 
C 

B  =^dtz  —  ( —  I  y,  en  désignant  par  «  Tabscisse  qui  répond  à  l'oti- 

2 

gine ,  que  Ton  fit  varier  x  de  manière  que  x  —  et  fût  toujours  un 
nombre  entier,  c'est-à-dire,  que  ( — i )'('""*)=+ 1 ,  les  deux  inté- 
grales indirectes  devenant 

2  2 

donneroient  pour  les  abscisses 

*5  «+i,  *+i^  «e+3,*etc. 
des  ordonnées  communes  aux  droites  qui  résultent  des  intégrdes 
directes  9  lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  tf  et  ^  par  la  condi* 
tion  que  la  valeur  de  ^«,  «  de  Téquation  (i)  soit  égale  à  celle  de^,,  ^ 
de  réquation  (4),  quand  x=^a^  ou  que  dans  la  même  hypothèse 
y^^m^  pris  dans  Téquation  (2) ,  soit  égal  à^jr>  »  »  pris  dans  l'équation  (3). 
ioo9«  Pour  appliquer  commodément  le  procédé  de  Mange  à 
l'équation  du  n%  1007, 

dans  laquelle  a  jt  =  jt ,  Biot  la  cHange  en 

y  =  Px—P\ 

en  faisant  P  =  —  ;  et  prenant  la  différence ,  il  obtient 

A^  =  PAJf  +  «AP+ aPaa:  —  xPù.P — A/>% 
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ce  qui  se  réduit  à  ^ 

en  mettant  pour  a^y  sa  valeur  P  >r ,  et  en  observant  que  Lxs=^x. 

Le  premier  facteur  aP=:  o  ^  étant  intégré  donne  Ps  —  =  ^  qu 

Ay=^ji;  ^  valeur  qui  substituée  dans  Véquation  proposée  aux  diffé- 
rences, conduit  immédiatement  à  l'intégrale  directe  j«^=tfjc — a\ 

Le  second  facteur  xP  +  aP=i  ar,  peut  être  écrit  ainsi  Py  +  P=ijc, 
En  y  appliquant  le  procédé  du  n*.  988 ,  on  a  d  abord  à  intégrer 
l'équation  x^^=z%x^^  puisque  Jir,:=2af ,  et  on  parvient  à  x,=2*; 
puis  en  opérant  sur  Téquation 


on  trouve 

mais  de  P.=^  =  ^ ,  il  résulte 

■  i 

Aj^.=-(-.i)'{c.i'-i(-4r}=-<^-i)'+ï(4)',  ■ . 

d'ofa  l'on  déduit 

■  \x      ' 

remettant  pour  ^  sa  valeur  —  tirée  de  l'équation  Xj,=:i' ,  on  aura 

9  3 

Cette  équation  contenant  deux  arbitraires ,  il  s'en  trouve  une  de 
surabondante  qu'il  faut  déterminer ,  en  substituant  cette  valeur  àty, 

dans  l'équation  aux  différences  ^  y:=i  Ly ^^  qui  se  réduit  alors 

X 

à  C'=  —  —  ( —  i)^^>  et  Ton  a  par  conséquent 

9  3 
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résultat  qui  devient  identique  à  celui  du  n"*.  1007  ,    en  prenant 

loto.  L'analogie  des  nouvelles  intégrales  que  nous  venons  de 
trouver  pour  les  équations  aux  différences ,  avec  les  solutions  parti- 
culières des  équations  différentielles  est  frappante  :  les  unes  et  les 
autr^  s'obtiennent,  soit  en  Elisant  varier  la  constante  arbitraire 
dans  rintégrale  complète  ,  soit  en  diflSrentiant  de  nouveau  l'équation 
auic  différences  dans  un  cas  et  Tiquation  diâërentielle  dans  1  autre; 
mais  malgré  ces  diverses  conformités ,  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles  ont,  dans  l'absence  de  la  constante  arbitraire  , 
un  caractère  distinctif ,  auquel  il  faut  bien  faire  attention  pour  éviter 
Terreur  dans  laquelle  Charles  9  Géomètre  mort  il  y  a  quelques 
années ,  est  tombé ,  et  qui  Ta  conduit  aux  plus  étranges  paradoxes 
relativement  au  Calcul  intégral.  Il  remarqua  le  premier ,  dans  le 
tome  X  9  des  Savans  étrangers ,  la  pluralité  d'intégrales  dont  pouvoit 
être  susceptible  une  équation  aux  différences  ;  mais  il  crut  dans  la 
suite  (  Mem.  de  tAcad.  annt!e  1788  )  en  pouvoir  conclure  les  so« 
lutions  particulières  des  équations  différentielles  correspondantes  , 
en  faisant  seulement  i2kx-r=:o ,  pour  répondre  à  la  supposition  de  dx 
infiniment  petit;  «  par  ce  moyen,  dit*il,  on  obtiendra  des  so« 
^  lutions  particulières  plus  générales  que  celles  qui  sont  connues 
M  jusqu'à  présent ,  et  l'on  en  pourra  déduire ,  comme  un  cas  par* 
»  ticulier ,  la  solution  particulière  ordinaire ,  dans  tout  ceci  on  sup- 
»  pose  Lx  constante  h.  Charles  appuie  cette  assertion  sur  le  raison- 
nement suivant  l'équation  aux  différences:  «<  Téquation  aux  diffé- 
vi  rences  infiniment  petites  (  c'est-à-dire ,  Téquation  différentielle  ) 
t»  est  la  limite  de  l'équation  aux  différences  finies  correspondantes  ; 
M  donc  la  solution  particulière  de  l'équation  aux  différences  infi- 
»  niment  petites  est  ce  que  devient  l'intégrale  nouvelle  de  l'équation 
H  aux  différences  finies ,  quand  on  fait  dans  cette  intégrale  Axs=:o  >»« 

Il  est  bien  vrai  qu'en  faisant  ^xz=.Oy  Ay=o,  dans  une  équation 
aux  différences ,  on  en  tire  Téquation  différentielle  qui  en  est  la  li- 
mite ;  parce  que  dans  cette  hypothèse  on  supprime  tous  les  termes 
qui  ne  sont  pas  homogènes  ta  lx^  ày  {^  n"*.  65  );  mais  on  ne 
$auroit  en  conclure  que  les  équations  primitives  correspondantes  à 
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fune  et  à  l'autre  de  ces  équations  soient  liées  eiltr*eUes  de  la  même 
manière  ;  car  $i  on  tire  les  équations  {W)à\x  n"*.  1006  ^y^x,  «=^4:, ,  é^ 
et  J^,o«,=  f(*o^«)i  on  aura  f(*,,tf.)— f{^,,  tf)  =  o,  résultat 
qui  prendra  la  forme  ùa{^{x,^a^àa)=o  lorsqu'on  le  développera 
après  y  avoir  changé  a,tn  a+àai  il  donnera  d'abord  Aa=^o^  ou 
a^=consi.  valeur  qui  ne  conduit  qu'à  l'intégrale  directe.  Il  reste  à  traiter 
l'cquation  f,(x+Ajr,  a^  Aa)  =  o^  laquelle  demeure  encore 
susceptibfl^  d'une  véritable  intégration  j  mais  si  om  y  fait  a  jt  et  a  a 
infiniment  petits  ^  elle  se  transforme  en  une  équation  primitive  »  et 
ne  donne  plus  qu'une  valeur  particulière  pour  a.  Lors  donc  que  Ton 
veut  passer  de  la  nouvelle  intégrale  de  l'équation  aux  différences,  à 
la  solution  particulière  de  l'équation  différentielle,  il  faut  faire 
disparoitre  la  constante ,  sans  néanmoins  lui  assigner  aucune  valeur 
particulière  9  ce  qui  ne  se  peut  qu'en  revenant  aux  différences  et 
en  effectuant  ensuite  sur  le  risjultat  le  passage  des  différences  aux 
différentielles» 

En  prenant  une  marche  contraire,  Charles  obtenoit  une  équation 
primitive  qui  ne  pouvoit  pas  satisfaire  à  l'équation  différentielle  ,  et 
po«r  parer  à  cet  inconvénient ,  il  introduisoit  dans  l'intégrale  de 
réquation  aux  différences  un  terme  affecté  '  des  différences  ,  qui 
devenait  une  différentielle  du  premier  ordre  et  détruisoit  ainsi  l'ho^ 
mo^éité  qui  fait  la  base  du  Calcul  diffifrentiel  ;  cette  conséqaence 
auroit  suffi  seule  pour  montrer  rerreur  dans  laquelle  il  étoit  tombé  s 
mais  il  y  en  ajoutoit  une  autre  qui  n'étoit  pas  moins  paradoxale. 
Cest  que  tous  les  polygones  inscrits  à  une  même  courbe  ne  se  con* 
fondent  pas  avec  elle  quand  on  suppose  le  nombre  de  leurs  côtet 
infinies  et  qu'il  y  a  un  choix  à  £iire  entre  ces  polygones  pour  tomber 
s\ir  celui  dont  la  limite  conduise  à  l'expression  de  Hnclinaison 
de  la  tangente.  .^ 

*  1011.  Nous  avons  fait  voir  (n^  894  ),  que  les  fonctions  de  De  Tintlgratioa 
deux  variables  cngendroient  des  séries  formant  des  ubles  à  double  différenTelTtro^ 
entrée  ;  un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par  ^^  ^  ?°  P^"*  8^^"^ 

•  t        jij  if\«  ji        .  ..ym  nombre  de  vawa- 

^ceux  qm  le  précèdent^  et  de  là  naissent  ta  équations  aux  difflrencts  blés. 
partielles. 
Soit  y^,t  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x  et  /  ; 
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on  en  déduira  par  les  variations  de  ;r  et  de  /  la  table  suivante  \ 
trouble  entrée , 

j^wjo»     yt>o>     y%%  fi  ^     y^^  fi y*  «  ©  %     y«+i  »  ©  >   etc. 

yo9oy     yi9i9     y%9if     y\9i j^r^i»     «Xx^-t^iy    ^tc. 

yo9^j     yi9%j     ya>.>     ^î»» y^y^^     ^*+oâi    etc. 

j'oM»     J'iJî»     y^*i9     y\9i ya:j^f     j^x+iM»    etc. 

:...# 

^oj#f      yiytf'   J^.io       ^3>i •J'x,^,       J'x+oo     etc. 

.  ^'o  »  /+i  >    y I  »  i+i  *    J'»  »  «+1 9    «Xî  >  *4-i  •  •  •  'J^*  >  i+i  j    y*+i  »  «+I  f  etc. 
etc.  etc.  etc..        etc etc.  etc.  etc. 

-   Supposons  que  la  loi  de  cette  série  soit  exprimée  par  Téquation 
du  premier  degré 

^y,9*+^yx^i9i+^yT^*9i +^j'x4.»jf 

+cy.yf^ +^y.^^.y 


dans  laquelle  les  coefficiens  A,B,B\C^  C,  C\...N^  N\  etc. 
sont  constans  ^  elle  sera  formée  sur  le  modèle  de  celles  que  nous 
avons  nommées  récurrentes  (  n^  98 3  ) ,  et  nous  Ten  distinguerons 
en  l'appelant ,  avec  Lagrange ,  séries  récurrentes  doubles. 

1012.    Occupons*nous  d'abord  du  cas  oii  l'équation  proposée 
n'ayant  que  quatre  termes  ^  est  de  la  forme 

^j^.,#+-»^x+T>i+^>,,«+i+C>,+.;^„=o; 

faisons j', ,  1=  tf *'^',  «  et  i8  étant  des  constantes  indéterminées^ 
nous  aurons 

en  substituant  les  valeurs  dans  l'équation  proposée ,  nous  obtiendrons 

A^BtL  +  B'&^Ca(^  =  o. 
Cette  équation  donne  la  valeur  de  l'une  des  deux  indéterminées  a  et  fi, 

par  le  moyen  de  l'autre  ;  on  en  tire  ;3  =  -p.  -~ —      d^îi     l'oa 

conclut       ^„  .=«  «  (^-^  ^r;:^)  , 

expression 


; 
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expression  dans  laquelle  la  quantité  et  demeure  entièrement  arbi- 
traire ,  aussi  bien  que  a  ,  mais  qui  n'est  pas  la  plus  générale  de  celles 
qui  satisfont  à  Téquatîon  proposée. 

Si  Ton  réduit  en  série  descendante ,  ordonnée  suivant  les  puis- 

sances  de  * ,  la  quantité  ^—  b'+Ca)  *  ^"  ^^^^^  ^^'^"  ^' 
(^  ji±I±^  =  7*^*'+  Taf'-'  +  T  V-+  T'^a,^'-'  +  etc. 

les  coéfficiens  T,  T',  T'',  etc.  contenant  avec  les  lettres  À,  B , 
B\  C'y  la  variable/,  l'expression  dej^,,^  prendra  alors  la  forme 
y, ,  ,= Ta  cl'^^'  +  Ta  a*^^'"'  +  T'a  *'+'*'-•  +  T^'a  a'^^'"^  +  etc. 

changeant  successivement  les  constantes  a  ti  a^  en  £  et  )8 ,  en  € 
et  7  9  etc.  on  auroit  aussi 

y^, ,'=.lcy'^^^ArTcy^^^-^^Tcy^^'--Jc T'cy'^^'''-^  etc. 

etc. 
ces  diverses  valeurs  satisfaisant  en  particulier  à  l'équation  proposée  ^ 
qui  n'est  que  du  premier  degré  ^  leur  somme  y  satisfera  pareîllcr 
ment,  et  Ton  pourra  prendre 

y,,i^T  {^aa^^^    +*i8^^'     ^cy^^'    +  etc) 
+  r  (tfct^'*'-'  +  *i8^^'-*+^7.^'*'-'+  etc.) 

+  T  (^*'+^'--+i^*+^'-*+c7'*^'*'--+  etc.  ) 
+  r>a'*'*'-^  +  *i3'-*-'*'-^+c>*+'*'-'+  etc.) 
etc. 
Chacune  des  lignes  de  cette  expression ,  qui  contient  un  nombre  in- 
défini  de  constantes  arbitraires  ,  peut  être  remplacée  par  une  fonc* 
tion  arbitraire  de  l'exposant  variable  dont  ses  termes  sont  affectés  , 
tX  l'on  obtient  alors 

y,M=rK*+^0  +  r>(^+/^^— 0  +  7"'f(a;+f^/— 2)+etc. 
en  désignant  par  f  cette  fonction  arbitraire. 

JPour  se  convaincre  de  la  possibilité  de  substituer  une  fonction 
vbitraire  à  la  place  des  séries 

asC^^'    +bfi'^f*'      +cy'^^'    +etc. 

etc. 
appendice.  I  i 
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îl  suffit  d'observer  que  l'expression  de  j',, ,  ne  satisfait  à  l'équation 
proposée ,  indépendamment  de  toute  valeur  particulière  des  quan- 
tités et ,  /S ,  >  9  etc.  que  parce  que  les  termes  oh  ces  quantités  se  trou» 
vent  affectées  des  mêmes  exposans ,  après  la  substitution  des  valeurs 

de  ^,,0  J',,t4-.  >  J^x+«,o  j^r+ot4., ,  se  détruisent  mutuellement 
d'après  la  forme  des  coefficiens  T  ^  T\  T'\  etc.  car  il  est  visible 
que  ces  conditions  seront  également  remplies  par  la  fonction  9 , 
puisque  les  termes  affectés  des  mêmes  exposans  dans  le  premier  cas 
se  trouveront  multipliés  par  une  même  fonction  dans  le  second  ^  et 
se  détruiront  de  même  indépendamment  de  la  forme  de  cette  fonction» 
Quand  on  a  r  =  o ,  l'expression  de^,,  ^  devient  d'abord 

y,y.=T^{x)  +  T>(:c— i)  +  r^K*— 0+ ^'K*— 3)+  etc. 
et  se  réduit  à  y^^^^=i^{x)y  parce  que  dans  ce  cas 

r=i,  r=o,  r'=o,  t''=o,  etc. 

d'où  l'on  voit  que  ^{x)  n'est  autre  que  la  valeur  àt  y^^^^  lorsqu'on 
y  fait  /=o ,  que  l'on  doit  avoir  en  général  p{x + ^)=^y ^^^^  i  •  »  et 
que  par  conséquent 

yx  y  <=  TïT^Mn  c + T'y^^i^, ,  ^  +  T'y,^^^ ,  ^  +  etc. 
Les  quantités  ^,4^,  « ,  J'x-m»/-,  »  • ,  yx^Mt^M  1  o ,  ne  sont  autre  chose 
que  les  termes  pris  à  partir  de  l'indice  x+fju  ^  et  en  revenant  vers 
rindice  o  ^  dans  la  première  ligne  horizontale  de  la  série  à  double 
entrée ,  correspondante  à  l'équation  proposée.  Il  suit  de  là  que  la 
détermination  de  la  fonction  arbitraire  suppose  que  l'on  connoisse 
tous  les  termes  qui  forment  cette  première  ligne,  et  qu'il  faut  même 
pouvoir  la  continuer  en  arrière ,  c'est-à-dire ,  l'étendre  aux  indices 
négatifs  — 1 ,  -^1,  —3  ,  etc.  La  valeur  dej^,,^  se  trouvera  formée 
ainsi  d'un  nombre  infini  de  termes;  mais  elle  n'en  contiendroit  qu*un 
nombre  fini ,  si  tous  ceux  qui  répondent  aux  indices  négatifs  de- 
venoient  nuls ,  comme  cela  arrive  dans  quelques  séries ,  et  l'on  auroit 
seulement 

La  même  expression  se  termineroit  encore  si  l'on  a  voit  if'=o, 
ou  C'=o;  car  dans  l'un  et  Tautre  cas,  le  développement  de  la 

quantité  — (-^7 — 7^7~)  n'aura  qu'un  nombre  /+ 1  de  termes ,  tant 

\  ^  -f-  C  et  / 

que  /  sera  un  nombre  entier  positif. 
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1013.  Prenons  pour  exemple  la  série  récurrente  double 

m 

I*  I»  ïf  I>  I»  « 

o,  I,  i,  3>  4f  5 

o,  o,  I,  3,  6,  10 

o,  o,  o,  I,  4,  10 

o,  o,  o,  o,  I,  5 

.    O9        O9        O^       O^        O9  I 

etc. 

dont  chaque  tergie  se  forme  en  prenant  la  somme  de  celui  qui  le 
précède  dans  la  ligne  horizontale  oii  il  se  trouve  placé  9  et  de  celui 
qui  précède  ce  dernier  dans  la  colonne  verticale:  le  terme  10 ^  par 
exemple 9  placé  à  la  troisième  ligne  dans  la  sixième  colonne,  est 
égal  à  6  qui  le  précède  plus  à  4  qui  se  trouve  au-dessus  de  6. 
Cette  propriété  donne  évidemment  Téquation 

j'^+i  >  tf  1  ^^^  y*  »  M-i  T  y*  >  <  • 

en  la  rapportant  à  l'équation  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans 
le  n"*.  précédent ,  nous  aurons 

la  quantité  (^—  n'^C  )  ^^^^^^^^  {  ^  \  '  "°^^  donnera  la 
série 

«-'+  -  *-'- +-i i  *-'-•+  -^ il-J_i  «"'-»+  etc. 

1  1.2  I.2.3 

et  comparant  cette  série  avec  la  série  correspondante  du  n*.  dté  » 
il  en  résultera 


,,     r=i,      r'=iil±l2 


f*= — Il      ^  =  i>      -«  =-f        i  =— = ^,  etc. 

i  i.x 

à  Taide  de  ces  valeurs ,  la  formule  générale  de  ce  n"".  se  change  en 

>',M=y*-o«+  7>'r-«-«>.+ — — — J^x-i.i,*  +  etc 
Faisons  à  présent  a:  =  0  9  pour  avoir 

j^o, *=J'-i,  0+  -J^-i-, , 0+  — J'-t-.j  •+  etc. 

et  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  verticale 

lii 
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de  la  série  proposée  sont  nuls ,  à  Texception  du  premier^  nous  en 
conclurons  que  l'expression  de  ^'o  m  doit  être  nulle  pour  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  /,  condition  de  laquelle  il  résulte 

y-i  »  o=  o.,        y^^ ,  ^=  o ,. . .  .y^sjo—  o  f 
s  désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  j^,,,  de- 
vient donc  finie  pour  le  cas  qui  nous  occupe  >  et  nous  aurons 
seulement 


I  I  •  2 


,  K^+0 (^— 0 

1.2 (a: — t) 


mais  comme  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  pro- 
posée sont  égaux  à  Tunité ,  nous  pourrons  écrire 

I  1.2  I.2,...(^ 1) 

tt,  en  sommant  le  second  membre , 

_(^+  i)(^+2)(r+3),...jf 
"'  i.2.3...,(x  —  e) 

Nous  ferons  remarquer  que  la  série  proposée  renferme  le  trîangU 
arithmétique  de  Pascal ,  dans  lequel  chaque  colonne  verticale  donne 
les  coefEciens  numériques  des  termes  de  la  puissance  du  binôme 
ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la  colonne  , 
diminué  de  l'unité. 

1014.  Discutons  en  particulier  les  cas  oîi  Ton  a  C"=Oy  ou 
bien  B'=o ,  et  dans  lesquels  l'expression  de  j^, , ,  s'arrête  (  n®.  i  o  1 2  ) . 

i*.  Lorsque  C"=  o,  l'équation  proposée  qui  devient 

n'est  plus  que  du   premier  ordre  ;  et  si  pour  abréger  ^  on  fait 

B  A 

—  ■g7=/'>      •j  =  y,on  trouvera 

( — ^)=K^+;)' 

développant  et  comparant  à  la  série  générale  ^  on  obtiendra 

H=2,    T=p\    r=.-p'ù    r=  \  /  p'q\  etc. 

j  j  •  2 
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d^oii  on  déduira 

Cette  expression^  évidemment  finie  lorsque  r  est  un  nombre  entier 
positif,  ne  contient  que  des  termes  de  la  forme  Xio>  ^  désignant 
un  nombre  entier  positif. 

i\  Lorsque  -B'=o ,  Téquatîon  proposée  réduite  à 

est  encore  du  second  ordre;  faisant  *^  —  '=p^  "^^f  1  ^^^us  aurons 

j4+B 


(-^")=K-+D> 


tirant  de  là  les  valeurs  des  lettres  >>  T,  T,  T\  etc.  nous  arriverons  à 
y,  i  t—p'{y.*  o+-Vj'»-i  »  0+  — -- —  î*7,-o .+  etc.  ) , 

I  I  •  2 

expression  qui  demeure  finie  tant  que  t  est  un|nombre  entier  positif,, 
mais  qui  renferme  un  nombre  limité  de  termes  de  la  forme  y^^^  ^ , 
lorsque  ^>^;  il  ne  suffit  donc  pas  dans  ce  cas,  comme  pour  le 
précédent ,  de  connoître  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la 
proposée ,  correspondans  à  des  indices  positifs ,  il  faut  encore  pou* 
Toir  prolonger  cette  ligne  en  arrière  pour  obtenir  ceux  qui  répondent 
aux  indices  négatifs  ;  savoir ,  >'_, , .  ^  ^'-t  5  o  •  •  •  •>'-(«-*)>•• 

Si  pourtant  on  ne  connoissoit  pas  immédiatement  ces  derniers 
termes ,  on  pourroit  les  déduire  de  ceux  de  la  première  colonne  ver- 
ticale ainsi  qu'il  suit  :  on  prendroit  x=:o ,  et  donnant  successive- 
ment à  t  les  valeurs  x  9 1  ^  3  9  etc.  on  auroit 

yc9^=p{yoJo+^9y^t'^o+3fy^^,o+q'y^^~Jo)f 

etc. 

y.$i—Ayo7 •+  7 iy^if.+  '  {'Z'  î'J^-^i •+  etc. ) , 
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d'où  on  tireroit 

t 

P 

z'  p 

133 

?  .Z'  ■      Z' 

1  *  j(i— l) 

L'analogie  de  ces  expressions  avec  les  formules  des   différences 
successives  (  n*.  860  )  est  frappante  ;  et  si  on  représente  par 

les  termes  de  la  série 

III  I  ^ 

J^«|o>       ""yi^o»       ^yt9o9       "T.J^P»>    ^^^*       "TJ^»)»> 
9  19  9 

et  par 

r,   r,   r',   T-',  etc. 

ceux  de  la  série 

I  X  I 

,    yofo9     rJ^»>i>     "tJ^omï     ■:t^om>  ^^^* 

p  p  p 

on  aura  par  ce  qui  précède 

etc. 
d'où  Ton  conclura 

I  I  •  1 

+  — 77^7^— n-,+etc.}, 

en  observant  de  'remplacer  dans  la  série  du  second  membre ,  les 
termes  affectés  d'indices  négatifs ,  par  des  différences  dont  l'exposant 
soit  égal  à  cet  indice  ^  cest-à-dirô>  de  substituer  aT  à  Y_,. 
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1015.  La  méthode  du  n*«  lOiipeut  s'appliquer  aux  équations 
de  tous  les  ordres  ^  comprises  dans  la  formule  générale  du  h*.  10 1 1. 
En  y  faisant ,  comme  pour  celles  du  second  ordre  dont  nous  nous 
sommes  occupés  ,  j^„,=  tf  a'/3',  elle  devient 

+  C'(^\ . . .  +  JVV-iS*  }=o... (i)  ; 


mais  cette  dernière  ne  pouvant  donner  en  général  la  valeur  de  i3  en  « 
que  par  une  série  infinie  »  ne  fournira  non  plus ,  pour  exprimer  j^,,,, 
qu'une  série  infinie.  Il  s'offre  ,  à  la  vérité ,  un  assez  grand  nombre 
de  cas  particuliers ,  dans  lesquels  on  peut  exprimer  d'une  manière 
rationnelle  et  sans  dénominateur  complexe  les  quantités  «  et  jS  par 
le  moyen  d'une  nouvelle  indéterminée  ^  :  l'équation 

j4+Ba+C  «t*    ^ 
+  B'fi+Ccifi  >  =0, 

dérivée  de  l'équation  complète  du  second  ordre 

est  dans  un  de  ces  cas  ;  mais  au  lieu  de  nous  y  arrêter ,  nous  allons 
exposer  la  méthode  qui  convient  à  tous  les  cas.  en  général. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que  l'expression  de  y  ne  contient 
que/3'^  et  que  t  étant  >;z^  il  est  toujours  possible ,  au  moyen  de 
l'équation  (  i  ) ,  d'exprimer  jS'  par  a  et  par  les  puissances  de  $ 
inférieures  à  j6".  En  effet,  puisque  Ton  aura /=:/77/z+/'5/ï  désignant 
un  nombre  entier  quelconque ,  et  /^  un  nombre  entier  moindre 
que  n,  on  pourra  donc  écrire  j8'=(i8")'".iS'';  on  prendra  la  valeur 
de  jS""  dans  Téquation  (i)  ^  pour  l'élever  à  la  puissance  de  m  et  la 
multiplier  ensuite  par  g^^y  puis^  toujours  avec  le  secours  de  Téqua* 
tion  (1)9  on  éliminera  successivement  du  résultat  toutes  les 
puissances  de  j8 ,  égales  ou  supérieures  à  (S".  On  conçoit  facilement 
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que  le  résultat  de  cette  opération  doit  être  de  la  forme 

(l-n+i)  . 

:+  r,_,^"- , +  T  _    «— +'^'— , 

les  coefficiens  T,  r'....r, ,  T', ,  etc.  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  r»  et  des  coefficiens  A^B^  etc.  de  Téquation  (i). 

On  obtiendra  d'abord  une  valeur  particulière  de  y^^^ty  en  muiti* 
pliant  cette  expression  de  f!  par  4  a'  ^  et  changeant  les  constantes 
arbitraires  at\  <Ly  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  le  n\  1012 ,  on  formera 
une  suite  de  valeurs  particulières  de  y^^ty  dont  la  somme  satisfera 
encore  à  l'équation  proposée ,  parce  qu'elle  est  du  premier  degré  ; 
enfin  y  les  considérations  du  n"**  cité ,  étant  applicables  au  cas  actuel  ^ 
permettront  de  changer  en 

Tf(.v),       rf(A:+i),       TY(;^+i),  etc, 
Içs  termes  de  la  première  ligne  , 

T*%  •TV+^,  TV+%etc. 

en  r.f.Gr),      r.f.(x+i),       r.f,(:t-+2),  etç, 

les  termes  de  la  seconde  ligne  » 

r,et'/3, .    r,(t-*-'ia,        rv"*"*^,  etc. 

etc. 

en  désignant  par  f(x),  f,(Ar),  f,(A:) ,  etc.  des  fonctions  arbitraires 
de  .r  y  indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces  fonction^ 
sera  évidemment  égal  an,  car  la  dernière  ligne 

fournira  les  termes 


?;,../,-«(*')•  •••  +  ^^f  *^»-i(^+^— ^+1), 


el 
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et  l'on  aura 

y.„=Tf(*)+rf(*  +  i)+rf(x+i)+r'f(*+3) 

+rC)f(Ar+/) 

+  r.f.(;.)+r.f.(«+i)+r.f,(*+z) 

+r    f.(^+/-i) 


+  r.f.(;.)+r.f.(*+-i) 


+  T^'  ''£(*+/—!) 


+  T-f^O^^^C*) 4.rJ^yV„_,(A;+^-n+i). 

La  détermination  de  ces  fonctions  arbitraires  s'opère  au  moyen 
clés  n  premiers  rangs  horizontaux  de  la  table  du  n%  loii  ^  c'est-à- 
dire  ,  en  supposant  que  Ton  connoisse  les  valeurs  de 

y^j  o  9      y*  »  t  >      y^  >  â»  •  •y»  »  n^i  > 

quelle  que  soit  celle  de  x\  car  il  est  visible  que  l'expression  de  ff 
devant  se  réduire  successivement  à  i ,  jd  ^  ^3%  /3^,  etc.  il  en  résulte 
que  dans  ces  hypothèses ,  lorsqu'on  y  fait  /  =  o  ,=i ,  =i ,  etc. 

r=i,      r=o,      r=o,      r'"=o,etc, 

r.=i  ,        T\=o  ,        T\  =0 ,        r^=o ,  etc. 

r,= I ,      r'.=o ,      r''.  =o ,      t\  =o  ,  etc. 

etc.' 
et  que  l'expression  générale  de  y, , ,  donne  p3r  conséquent 

.   ^r»o=f(^)>      J^x>«=fi(^),     -y^f«=?f.(;^),  etc.  . 
d'oïl  l'on  conclura 

y9u'=T^y'^^+'^'  y'-^^^^^^'^'  y^'^^'^c'^'^^'yT^^^o^^^'+T^'^yr^n. 


I  o  1 6.  On  peut  aussi  parvenir  à  déterminer^, ,  f  par  la  connoissance 
des  m  premiers  rangs  horizontaux  et  des  n-. — m  premières  colonnes 
verticales  de  la  table  du  n"".  loi  i  ;  c'est-à-dire ,  lorsque  les  valeurs  de 
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seront  données  aussi  bien  que  celles  de 

En  faisant  toujours ^,,,=tf£t'i3',  ce  qui  conduit  à  réqitation  (i), 
on  peut  tirer  de  certe  dernière  la  valeur  du  produit  «"""iS",  au  lieu 
de  celle  de  jd" ,  pour  la  substituer  dans  l'expression  «'j3'^  décomposée 
en  (  A""""/S"yA')0',  afin  d'en  éliminer  tous  les  termes  affectés  da  pro- 
duit de  «"'"jS"*,  Ou  des  puissances  de  ce  produit ,  et  qu'il  n'y  reste 
plus  .par  conséquent  que  des  termes  dans  lesquels  les  exposans  de  « 
soient  moindres  que  n — m^  lorsque  celui  de  fi  est  égal  à  n,  ou  sur- 
passe n^  et  des  termes  où  l'exposant  de  «  étant  n — m  ^  ou  surpassant 
Vf^m^  celui  de  jS  soit  toujours  moindre  que  n.  Il  est  facile  de  voir 
quecette  équation  doit  donner  un  résultat  de  la  forme 
*V=^  +^  *  +f''  *• +f^'^0**H 

+  ^«*        +^.*i8'        +A^.«*i8 +  ^"*^**^^'j8 


+ ^«+a/î"+*+  ^«+.«/P^ + v^w^^^tr-^.  • .  +  f'  !*?*"*  *""^"i* 


dans  laquelle  les  lettres  V^  V*^  etc.  f^, ,    f^, ,  etc.   désignent  des 
fonctions  rationnelles  de  t  et  des  coefficiens  de  l'équation  (i). 

Il  suit  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques  des  racines  des 
équations ,  que  les  différens  termes  de  l'expression  précédente  soot 
absolument  irréductibles^  parce  que  le  terme  «"^"/a*  ne  s'y  trouvant 
plus  j  toutes  les  autres  puissances  et  produits  des  lettres  «  et  ii  ren- 
ferment nécessairement  des  quantités  irrationnelles  distinctes  et  irré-^ 
ductibles  entr'elles.  Si  donc  on  subtitue ,  dans  l'équation  jMroposée 
aux  différences ,  la  valeur  de  j^,|  t,  déduite  de  cette  expression  >  il 
iaudra  que  tous  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  «  et  de  |l 
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se  détruisent  séparément ,  ce  qui  arriveroit  encore  si  Ton  remplaçoit 
chaque  produit  de  la  forme  a' fi'  par  une  fonction  quelconque  de  r  et 
de  s.  Au  moyen  de  cette  remarque ,  nous  obtiendrons ,  pour  la  valeur 
complète  de  y^t^,  l'expression  suivante: 

y.,F=^f(o,o)  +  f"f(ï,o)+f'"f(i,o)+^'"£(3,o) ; 

+f^'+')f(*+/,o) 

+  ^.f(o,i)+^'.f(i,i)+^'.f(i,i)+^".f(î,0 .• 

......  +r     f(*+f— 1,1); 


i   1 


+  ^.f(o,  2)+ r\f(i ,  t) + r\f(2 , 1) + F\f('i ,  2) 


+y       t(x+t — 1,1) 


+^(-.)f(o,«)  +f"^  fo,»)  +r'-.  f(*,'«) 


(n— m— ») 


+^j^[^'^(«— w—ijw+i) 


+  ^Jj7~'  ^("""^  —  I  »  "» + 1) 


(l»-W-l) 

:  .  .  +  ^.^       f(n— m— 1,*+/). 


Il  nous  reste  à  déterminer  la  fonction  f,  ce  que  nous  effec- 
tuerons en  faisant  successivement 

/  =  o,       =lf      =:^f      =3 ,  etc....(/w — l), 
puis      x=o,-     =if      =^>       =  3  ,  ctc.#*«(/z — m — i), 

indices  qui  répQndent  aux  valeurs  données  de  ^^ ,  f  ;  nous  connoî- 
trons  pour  chacune  de  ces  hypothèses  les  coefficiens  ^,  y^  etc. 
en  examinant  ce  que  devient  alors  le  produit  a'^'.  Lorsque  e=o^ 
ce  produit  se  réduisant  à  «%  il  ne  doit  rester  dans  son  développement 

que  le  seul  terme  f^W^t*  ;  l'on  doit  donc  avoir  f^')=i,  et  tous  les 

*        _ 

autres  coefficiens  deviennent  nécessatrement  nuls  dans  cette  hypothèse. 

Kk  1 
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Quand  x=i ,  il  vient  V^ff^  ce  qui  donne  V'{=\  ,  et  les  autres 
coefficiens  nuls. 
En  général  lorsque  x^n^^m — i ,  on  a 


*-"»-%      r         =1, 


V 

et  tous  les  autres  coefficiens  nuls. 

En  établissant  les  mêmes  hypothèses ,  et  leurs  conséquences  j  dans 
l'expression  générale  àty^^^y  on  reconnoît  que 

quel  que  soit  x,  et  ensuite  que 

quel  que  soit  r. 
On  aura  par  ce  moyen 

+^-^'6^,4^,. 


> 


(H-«-i) 


+  ''.      y 


.   -  *+«— 1>  t 


+ y,     ^,+/_, 


-,  »»» 


+  ^»    y.ym     +'"»     ^..»      +^"     J.» 

+^r^*!>'»_,_„» 


(n— m— i) 
•    ^     ^  J'l|.lll.t  9  ■»4-t 


-,(••-"•-1) 


^^      ^  »-«-i  y  ■*+* 
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1017.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n"".  1015  ,  pour 
obtenir  l'expression  de  j8',  peut  suffire  pour  chaque  cas  particulier  ; 
mais  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  exposer  un  autre  d'après 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales  ;  pour  cela  prenons 

'jf ,  -^g , .  •  •  ^n^i  f  désignant  des  polynômes  en  <t ,  le  premier  du 
degré  t ,  le  second  du  degré  r— i ,  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  -^„_, , 
dans  lequel  a  ne  doit  monter  qu'au  premier  degré.  Représentons 
par  0',  fi\  ^"'y  etc.  les  diverses  racines  de  l'équation  (i)  ,  nous 
aurons  ces  équations 

etc. 

dont  le  nombre  sera  suffisant  pour  déterminer  les  polynômes 
AjA^j  A^y  etc.  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre  pour  fi\  fi\  etc. 
leurs  expressions  en  a  ;  mais  l'équation  (2)  devant  être  identique , 
indépendamment  d'aucune  valeur  particulière  de  et^  il  suffira  d'y 
substituer  pour  fi  une  expression  en  série  ascendante  suivant  les 
puissances  de  «  ;  et  par  conséquent  on  n'aura  qu'à  chercher  par  de 
pareilles  séries  les  valeurs  des  racines  fi' y  fi" y  etc.  pour  les  substituer 
dans  les  valeurs  àt  A  y  A^^  A^^  etc.  en  observant  de  les  pousser 
jusqu'à  la  puissance  r  de  et  dans  le  premier  polynôme  A^kh  puis« 
sance  r — i  dans  A^ ,  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  Aj^_^  ^  ou  l'on  pouira 
s'arrêter  à  la  première  puissance  de  <t. 

Il  n'est  besoin  de  déterminer  par  cette  méthode  que  le  premier 
terme  de  chacun  des  polynômes  A  ^  A^^  A^^  etc.  parce  qu'on  peut 
trouver  la  relation  que  les  autres  ont  entr'eux  à  l'aide  de  la  difFéren* 
tiation  relative  à  a,  comme  dans  le  n*".  98.  L'équation  (1)  donne 
successivement 

t\fi  =  \{A+A,fi+j1J\  .  .  .  +  A^^,fi^'-'] 
tdfi  _  dJ+fidA,  + fi'JA^  +  etc.  +  (^A^  +  iAj+lA^fi'+ etc.)  J fi 
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on  éliminera  de  cette  dernière  dfi  ^  à  Taide  de  la  différentielle  !moié« 
diate  de  l'équation  (i)  ;  on  fera  disparoître  les  dénominateurs  du 
résultat  que  Ton  ordonnera  par  rapport  aux  puiâances  de  jB  et  de  «  , 
et  dont  on  chassera ,  au  moyen  de  Téquation  (i)  »  les  puissances  de  /S  ^ 
dont  l'exposant  est  égal  k  n,  on  surpasse  ce  nombre  :  égalant  ensuite 
à  zéro  les  coefficiens  de  chaque  puissance  de  jd^  on  aura  ;z— i  , 
équations  différentielles  du  premier  ordre  entre  «  et  les  polynômes 
A^  A,y  A^y  etc.  Ces  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 


I 


^.=r,+r.*+r\ct* +r   v-» 


^.=r.+r.* +  r   v— 

etc. 


9 


on  en  prendra  les  différentielles  par  rapport  à  « ,  et  substituant  dans 
les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler,  la  compas- 
raison  des  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  a  ^  fera  connoître 
les  relations  qu'ont  entr'eux  les  coefficiens  T,  T\  T',. .  •  T, ,  T\ ,  etc. 

Il  ne  sera  pas  difficile  de  trouver ,  d'après  ces  indications ,  des 
méthodes  applicables  à  la  détermination  des  coefficiens 
y,  V\  V\. ..y,,  ^,  ,etc.  du  n\  1016.  Si  Ton  prend  la  différentielle 
du  logarithme  de  chaque  membre  de  l'équation  ct*j8'==:f^+etc.  de 
ce  n%,  que  l'on  chasse  dfi  du  résultat,  au  moyen  de  Téqua- 
tîon  (i)  différentiée ,  enfin- qu'on  élimine  le  produit  a^'^flT  et  ses 
multiples ,  on  obtiendra  une  dernière  équation ,  dont  chaque  terme 
égalé  séparément  à  zéro ,  fera  connoître  les  relations  des  coefficiens 

y  y  y\  y\^'^y.,  ^.,etc. 

1018.  Nous  allons  parcourir  l'es  diverses  remarques  queLagrangea 
faites  sur  les  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  et  dont  il  a  enrichi 
l'analyse.  11  est  d'abord  évident  que  l'on  peut  obtenir  pour  j^, , ,  autant 
d'expressions  différentes  qu'il  y  a  de  termes ,  dans  la  dernière  colonne 
de  l'équation  proposée  aux  différences ,  en  éliminant  successivement 
du  développement  de  «'iô' ,  chacun  des  produits  en  ^e  et  ^,  qui  af- 
fectent la  dernière  colonne  de  l'équation  (i). 

Lorsque  l'équation  (i)  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels 
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on  considère  séparément  ces  divers  facteurs ,  pour  arriver  à  Texpres* 
sion  de  y,,i  qu'ils  donnent  chacun  en  particulier  ,  expressions  qui 
sont  autant  de  valeurs  particulières  de  j^^^  1  et  dont  la  somme  fournit 
la  valeur  complète  cherchée. 

Pour  éclaircir  ce  fait  analytique ,  supposons  queTéquatîon  (i)  soit 
le  produit  de  deux  facteurs  rationnels ,  Tun  du  degré  p ,  l'autre  du 
degré  q  ;  nous  allons  montrer  qu'en  désignant  par 

+  5'.i8  +  C>i8.  ;  .  .  .   i=o,       +5^i8+C>j8.  .  .  A  =0, 

+  C'.i8* j  +CV J 

ces  facteurs ,  l'équation  proposée  aux  différences  sera  satisfaite  se- 
parement  par  les  deux  équations 

+  ^'.r*»«+* etc.       J 

.+  -^â>'*>«+i    +^^*+^>«^.l  •  •  •  •  +  ^«^x+y-i )  14.Î  ^=0, 

Tune  de  Tordre  p  et  l'autre  de  l'ordre  q  ;  et  que  par  conséquent  si 
Ton  représente  par  y^yt^  la  valeur  complète  tirée  de  la  première  ^ 
et  par^', , ,  celle  que  donne  la  seconde ,  on  aura  y^ ,  t=y'x  9 1 + j^', ,  ^ 
Cette  dernière  expression  sera  complète ,  car  elle  renfermera  p-^q 
fonctions  arbitraires  :  savoir  ^  p  provenant  de  la  valeur  de  y, ,  o 
ef  ^  de  la  valeur  de^^,!. 

Pour  parvenir  à  la  proposition  précédente,  nous  allons  chercher 
quelle  doit  être  l'équation  de  l'ordre  p  qui  satisfait  à  l'équation  pro* 
posée.  En  représentant  la  première  par 

a>„,+bj^^,,,+cj^^,, +ky,+^,, 

\ 
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et  faisant  successivement  varier  jc  et  / ,  pour  obtenir  les  consécu* 
tives  j  nous  en  déduirons 

i'..,,a>',^,,,+l>y,+t,*     +cy,^5M     +  etc. 
aj^,,^.,  +  bj^,^,,^.,  +cy,^,^,  +  etc. 


^•..••ajWai/     +b>< 


+ai/     -r^J'^+n'     +  etc.   |==Q 


b>x+l  I  !+•  -^ 


ay,5f+t     +b^r+tie+. +.etc.  \~o 
+b>„^.,  J 

etc. 

maintenant  si  nous  multiplions  respectivement  chacune  de  ces  équa- 
tions par  les  coefiîciens  indéterminés  P ,  (^ ,  Q',  ^  *  ^^  ^j  etc. 
que  nous  ajoutions  les  résultats ,  nous  aurons 

a/^v.i  +  (bP+aQ)j^,^,,,+         •  (c  P  +  b  Q +a/î  )j^,+.„    +etc 
+  (b'P+aQOrx,i^,  +  (c'P+  b'Q+b  Q'+a/f')>',^.,^, 

+  (c"P+b'e+a/î>,,^ 

comparant  ce  résultat  avec  la  proposée ,  nous  aurons 

zP=zA,      bP+aQ=:5,  c  P +bQ  +a^  =C,  etc. 

b'P+a  (>'=£',       c'?+b'Q  +bQ'  +a/î'  =C' 

c'i»  +b'Q'+a/î''=C", 

équations  qui  sont  précisément  celles  que  l'on  obtiendroit  en  multi- 
pliant l'un  par  l'autre  les  facteurs 

a  +  bcc  +  c«*  +  etc. 

+  b'i8  +  c'  «i3 
P+Q  «+/?«•  +  etc. 

+  /Î.C' 

et  en  comparant  le  produit  avec  l'équation  (i), 

II 


DES      DîPF^ÈRENCEt.  *l6\ 

II  est  facile  de  poursuivre  le  calcul  que  nous  venons  d-indiquer  et 
même  de  le  débarrasser  de  toute  induction ,  et  de  voir  en  même  tems 
qu'on  en  peut  faire  un  semblable  sur  les  équations  aux  différences 
contenant  deux  variables  et  aussi  sur  les  équations  différentielles» 
Il  en  résulte  bien  évidemment  que  l'équation  aux  différences  ,  cor- 
respondante à  chacun  des  facteurs  de  l'équation  (i),  satisfait  à  la 
proposée. 

Lors  donc  qu'on  aura  décomposé  l'équation  (i)  en  deux  facteurs  ^ 
l'un  du  degré  p ,  l'autre  du  degré  q ,  et  qu'on  sera  parvenu  aux  ex« 
pressions  complètes  dey^,  ^  et  dey,,  « ,  on  en  déterminera  les  fonc* 
tions  arbitraires  en  supposant  données  les  valeurs 

yxj*;  y**.>  e^c.    yco  y.>o  etc. 

y^jo  ys.if  etc.       y„„  y,,,,  etc. 
Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à  celles  de 

yxy  o  ysf  I  >  e^<^-  •  •jKoM  f  JKi  w  f  etc. 
il  ne  s'agira  plus  que  de  combiner  les  équations  aux  différences 
«y„oy*/f>  avecréquation^,,,=y„,+y,,,,  afin  d'en  tirer 
par  l'élimination ,  les  expressions  des  fonctions  y,,,  ^^y'^^jty  au 
moyen  de  la  fonction  ^,  n  et  de  ses  différences  ou  de  st%  valeurs 
consécutives. 

1019.  Si  l'équation  (i)se  décomposoit  en  facteurs  qui  fussent  des 
puissances  parfaites  d'autres  facteurs ,  l'expression  y^yt^  obtenue 
d'après  les  remarques  précédentes  ^  ne  seroit  plus  complète.  Si  Ton 
avoit  y  par  exemple ,  n''=o ,  ce  qui  donneroit  m  facteurs  égaux 
à  n=o  y  on  ne  déduiroit  de  chacun  d'eux  que  la  même  équation 
aux  différences ,  et  par  conséquent  que  la  même  intégrale  ;  mais 
il  faut  observer  que  l'équation  aux  différences ,  correspondante 
à  n"*=p ,  admet ,  outre  la  solution  y^ ,  f'=*'/3',  les  suivantes , 

^xfi^**'"'/^',      j^„,=  :t(x— I  )*'-*^',...etc. 
ou  celles-ci 

^„  ,=  xf$r'^\       ^xw=^^*'"'/8''"S*  •  -etc. 
ou  enfin  celles-ci 

y.yi=^t  *'5^-,       ^o  1=  ^  (  ^  —  O  *'^'"%  etc. 
Appîndiu.  .   L  1 
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qui  se  tirent  de  la  première  en  prenant,  jusqu^à  Tordre /n — i  incUi« 
sivementy  ses  différentielles ,  soit  par  rapport  à  a. ,  soit  par  rapport 
à  fi ,  et  en  faisant  même  succéder  ces  dlfférentiations  les  unes  aux 
autres  dans  tel  ordre  qu'on  voudra.  Ceci  est  fondé  sur  des  raison- 
nemens  analogues  à  ceux  du  n"".  648 ,  d'après  lesquels  on  substitue  ^ 
au  lieu  des  valeurs  de  &  ou  de  jd  qui  sont  égales ,  d'autres  valeurs 
très-peu  différentes  entr'elles. 

Connoissant  un  nombre  «^  de  valeurs  particulières  dti^,,i,  on 
en  aura  une  plus  générale  en  prenant  la  somme  des  produits  de  ce» 
valeurs  par  des  constantes  arbitraires  différentes  ;  et  il  viendra 

mais  pour  arriver   à  l'expression  complète,  il  faudra  substituer 

aux  produits 

a  A  fi  y       att     fi  j       a  €L    ^fi  y  etc. 
des  fonctions 

/xîo     ^x-iw»      /'x-«»f>  etc. 


•    • 


on  aura  amsi 

J'x,«=y,M+^/,-o !+*(*—  ï  )yx-.w+  etc. 

en  observant  que  les  fonctions  y,  ,# ,  y,,*,  y"'x9ij  etc. 
doivent  satisfaire  à  l'équation  aux  différences ,  correspondante 
à  n=o.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entreront  dans  la  compo- 
sition de  celles-ci  seront  les  mêmes  ;  mais  en  passant  dans  les  valeurs 
de  ^,,15  elles  prendront  chacune  un  indice  particulier.  Pour  les 
déterminer  on  se  conduira  comme  dans  le  n"*.  1016  ;  on  les  exprimera 
d'abord  au  moyen  des  premières  valeurs 

y^jo»  y,,,>etc.  y,,i,  y,,o  etc. 
y\j o »  y\,xy  etc.  y\, , ,  y\,ty  etc. 
etc. 

et  l'on  introduira  ensuite  les  valeurs 

^x>o>      j^„,>  etc.        y.yt3      J'oo  etc. 

en  éliminant  les  premières ,  à  l'aide  de  la  relation  qui  existe  entre 
les  fonctions  ^,,«,  y^jS  y\uy  etc.  et  des  équations  en 
y»)*»     y„ 1 2  etc.  déduites  de  n=o. 
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Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sur  cette  matière 
qui  devient  très-compliquée  ;  ce  que  nous  avons  dit  ^ufHt  pour 
mettre  sur  la  voie  les  lecteurs  intelligens  qui  auront  présentes  à  Tesprit 
les  diverses  remarques  semées  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons 
aussi  sous  silence  ^  par  cette  raison  ^  la  théorie  des  équations  entre 
plusieurs  fonctions ,  que  l'on  peut  traiter  à  peu  «près  comme  les 
équations  différentielles  du  n%  6^6  ^  ou  comme  les  équations  aux 
différences  du  n*.  996. 

1020.  On  parvient  à  des  résultats  analogues  pour  les  équations 
aux  différences  ,  contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de 
variables,  qui  répondent  aux  séries  récurrentes  triples^  quadruples  y  etc. 
Pour  se  former  l'idée  d\me  série  récurrente  triple ,  par  exemple ,  il 
suffit  de  concevoir  une  fonction  qui  varie  de  trois  manières  diffé- 
rentes «  ou  qui  renferme  trois  variables  indépendantes  ;  une  semblable 
série  se  disposeroit  naturellement  dans  les  cases  d'un  parallélépipède  , 
formeroit  alors  une  table  à  triple  entrée ,  et  si  on  en  désignoit  le 
terme  général  par  y,^  ,^  ^ ,  l'une  des  arrêtes  contigues  à  un  même  angle 
du  parallélépipède  ^  seroit  la  bande  des  x,  l'autre  celle  des  r,  et  la 
troisième  celle  des  u. 

Nous  nous  bornerons  à  traiter  l'équation 

contenant  une  fonction  dépendante  de  trois  variables  ^  et  que  l'on 
doit  regarder  comme  étant  du  troisième  ordre ,  à  cause  du  terme 

i^/x+f  5  M-t  » «+i-  E»  y  ^^^^^^  ^*-  *>  »  =w«'^V^  et  divisant  par  aa'fi^f 
après  la  substitution  >  il  viendra 

+  B'fi  +  C<ty  1=0... (r), 

d'où  on- tirera      >  =  "  ^-^c'^+C^^^+Z?.^ '^  • 
et  Ton  aura  par  conséqitent  dans  l'expression 

Ll  1 


.'  é 


i6S  C  H.    I.    Du    Calcul 

pour  la  fontîon  cherchée  ,  une  valeur  contenant  trois  arbitraires  ^ ,  et 
et  ^  ;  mais  cette  valeur  n'est  encore  que  particulière ,  et  si  on  donne 
à  celle  de  y  la  forme 

C  +  — +— +  — 


C    C     B"  ' 

a        fi       Afi 


en  divisant  par  Afi  ^  son  numérateur  ainsi  que  son  dénominateur; 
et  qu'ensuite  on  en  développe  la  puissance  u^  fa  série  ordonnée  par 

rapport  aux  puissances  des  quantités  -  j  •  -  »  on  obtiendra  un  rér 

A         fi 

sultat  de  la  forme 

y=y     +v  —^y^  JL+  yL^ etc. 

et  et  flt 

+  ^î7?+  etc. 

+  etc. 

Il  n'entrera  dans  les  coefEciens  f  ,  ^. . .  f  , ,  etc.'que  les  constantes 
A ,  B ,  etc.  et  Texposant  variable  u.  Par  la  substiturîon  de  cette 
série  le  produit  ct'i8'>*  ne  contiendra  plus  que  des  termes  de  la 

forme  V^  -;-;  ;  et  par  un  raisonnement  semblable  a  celui  du  n*.  1016; 

on  se  convaincra  que  ces  termes  peuvent  être  remplacés  par  d'autres 

de  la  forme  V    f(r,j),  f  désignant  une  fonction  arbitraire,  ce 
qui  donnera 

,,  .=f'f(x,  r)       +r'  f(r— I,  r)        ^V  f(x— i,  0       +^'f  (at— 3,/)  +  etc. 

+  ^.f(Ar,f— O  +  ^-'.fCv— r,/— i)  +  /'V(^— i,r— i)+etc. 
+  ;;f(:f,/— i)-4.r;f  (a-— I  ,r— 1)+  etc. 

+  etc. 
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Cette  expression  peut  se  traduire  en  une  autre  qui  ne  dépende  que 
des  valeurs  de 

etc. 

contenues  dans  une  table  à  double  entrée ,  qui  résulte  des  seules  va- 
riations de  X  et  de  / ,  et  qui  formeroit  une  des  faces  de  la  table  pa- 
rallélépipède ou  à  triple  entrée.  En  effet ,  lorsque  u=o ,  on  a  y"=  i , 
d'oii  on  conclut  F=i .  et  tous  les  autres  coefficiens  sont  nuls, 
il  vient  donc  ^xitic=H^t')*  pu>s  suivant  à  cet  égard  la  marche 
tracée  dans  les  n".  loiij  15  et  16,  on  obtient 

j.,,^,  „=r^„„,    +^^,_,,«,.    +^"jKx-..«.o    +^">^î,«,.  +  etc. 
+  f^,y„  *_,».+ ^',^x_. ,  «-•  î  o  +  ^",  J',-. ,«_,,.+ etc. 
+  ^.J'x»  «-.  i . + ^'^Tx-  »«-.»•+ etc. 
+  ^}>„  «_}».+ etc. 
+  etc. 

résultat  parfaitement  analogue  à  celui  du  n*.  ion,  et  ayant  aussi 
inconvénient  d'être  indéfini ,  à  moins  que  trois  des  quatre  quan-  ' 
tités  B',  C'y  C\  D  ,  ne  s'évanouissent,  ou  que  les  valeurs  de^,,  „  ^, 
relatives  aux  indices  négatifs  ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à  cet 
inconvénient  par  le  moyen  d'une  méthode  absolument^ semblable 
à  celle  du  n**.  I  o  1 5  ,  et  sur  laquelle  nous  ne  Saurions  nous  arrêter. 

loii.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  suppose  que  les 
coefficiens  A^  B  y  C^  etc.  de  l'équation  aux  différences  soient 
constans  ;  Laplace ,  qui  le  premier  s'est  occupé  de  ce  genre  d'équa-^ 
fions ,  a  donné  un  procédé  un  peu  moins  simple ,  mais  aussi  à  l'aide 
duquel  on  peut  intégrer  une  classe  assez  étendue  d'équations  à 
coefficiens  variables.  U  a  fait  remarquer  en  premier  lieu  que 
l'équation 

dans  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  de  la  même 
manière ,  peut  se  changer  en  une  autre ,  oîi  l'on  n'a  plus  à  considérer 
que  la  seule  variable  :r.  En  eiTet,  si  l'on  prend  r=A: — iC,  iiC  étant  une 


< 
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constante  ,  et  que  Ton  mette  cette  valeur  dans  les  coefficîens 
V^^iy  ^'x>  *  >  '^"x »  M  etc.  ^,,0  que  Ton  représentera  ensuite  par 
^rj  ^'xy  ^"x  j  et  »^,,  et  que  Ton  change  jKxm  en  «. ,  on  aura 

rintégrale  de  cette  nouvelle  équation  donnera  l'expression  de  ^, , , ,' 
lorsqu'on  y  substituera  x — t  au  lieu  de  IC ,  et  il  faudra  regarder 
les  arbitraires  comme  des  fonctions  de  x— -r. 

1011.  Lorsque  les  deux  variables  ne  décroissent  pas  de  la  mêine 
manière ,  les  fonctions  arbitraires  paroissent  devoir  être  affectées  du 
signe  d'intégration  s.  Si  l'on  a  ,  par  exemple  , 

yx9  i=yx^i  f  i+j^x-i  >  #-i  9 

et  que  l'on  fasse  d'abord  ^,,,=f(.r),  il  en  résulte  ^,_,,,=f(je—i); 
prenant  ensuite  r=i  >  l'équation  proposée  devient 

yx  >  .= JKx-i ,  a  -f-^x-. , .  y  donne  y^ , .— j^,., , .— JKx-i , , ,  d'oh  l'on 
conclut  A,j,^.,.=  f(x— i),  par  conséquent  A,^,,.=  f(jr)  et 
j'^,^=2f(.v)  :  passant  à  /=3  ,  on  aura 

augmentant  l'indice  x  de  l'unité,  il  viendra 

AxJxM=^fW  etJ^xM=^*fW- 
Si  Ton  continue  ainsi ,  on  obtiendra  y^ ,  ,=2'f  (at)  ,  formule  peu 
commode  y  quoiqu'il  soit  possible  d'exprimer  le  second  membre  par 
une  suite  de  termes  affectés  d*un  seul  signe  d'intégration  (  n*.  918  )• 
xoz 3 .'Considérons  à  présent  l'équation 

yx^  t=^xyx^x  j  .+^'x^x-â,  #    +^'x^x-3 ,  <+  etc. 

+  5,yx,  *..  +  ^>x-, ,  *-., + ^\yx^.,i^.  +  etc.- 
qui  n'est  que  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  r ,  et  com* 
mençons  par  nous  occuper  du  cas  particulier 

Vx  y  i—^xyx^i  9 1 + ^xyx  j  I-,  +  C*- 
Cette  équation  suppose  que  a;  et  r  surpassent  l'unité.  Si  nous  disons 
successivement  ji;=z  ,  a;=:=3  ,  nous  en  tirerons 

et  de  ces  dernières  nous  déduirons  une  résultante  dans  lacpielle 
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relatif  ïxnt  sera  que  i  ou  3  ,  en  éliminant  les  termes  y^ , ,_,  et  y\ ,  «. 
Pour  nous  procurer  un  nombre  suffisant  d'équations ,  nous  change- 
rons t  en  r — i  dans  {b) ,  qui  deviendra 

chassons  maintenant  des  trois  équations  {a) ,  {b) ,  {b')  ,  les  quantités 
^.  »  #  >  y%y  t^xj  comme  des  inconnues  distinctes  ;  pour  cela ,  multi- 
plions respectivement  par  a  et  i8  les  équations  {a)  et  {b') ,  que  nous 
ajouternos  avec  (b)  et  nous  aurons , 

égalant  à  zéro  les  coefficiens  de  ^.,  1  et  dey^,  |_, ,  nous  obtiendrons 

A^-^A-^o  ou  a=5^,  ,        ajB^  +  i3u^5=0  OU  fiz=—B^, 

d^oh  il  résultera 

Si  on  désigne  par  ^(r)  la  fonction  y,  i^,  évidemment  arbitraire, 
cette  équation  pourra  être  traitée  comme  ne  renfermant  plus  que 
la  seule  variable  t ,  puisque  les  indices  relatifs  à  x  sont  les  mêmes 
dans  tous  les  termes ,  ou  que  tous  ces  termes  seroient  placés 
sur  une  même  ligne  horizontale ,  dans  la  table  à  double  entrée  ^  qui 
représenteroit  la  série  proposée. 

Prenant  x=4 ,  Téquation  proposée  donne 

y^j*    =^Ay\9i    +^Ay4»«-i  +  ^î .  .  •  .  (O  t. 

en  diminuant  Tindice  r  de  i  et  1  successivement ,  on  aura 

■  ■ 

jr^yt-^—Ay^'t-^+^Ayi^t-^+^A {c")i 

les  équations  c ,  c\  c^,  combinées  avec  l'équation  (3  )  ,  fourniront  le 
moyen  d'éliminer  y,  r  «  »  ^i  »  «-i  >  J'j  >  «_.  >  et  d'arriver  à  une  équation 
<jui  ne  contienne  plus  que  ^^4 .  « ,  ^4,  #_. ,  Xa  vî--.  »  y  a  »  «-?  »  «  la  fonc- 
tion arbitraire^,,!.  Cette  équation  sera 

— -^^D^-C^Cx— ^.-5,+^.flj)=o, (4), 


• 
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en  faisant  pour  abréger 

Passons  encore  à  '^'=5  »  nous  trouverons  successivement 

» 

équations  qui  serviront  à  éliminer  ^4  >  i ,  ^4 ,  #-i  >  ^^4  j  <-•  j  ^"4 1  »-î  ^^ 
l'équation  (4) ,  et  conduiront  à 

HB.B,  +  B,B,^B,B^  +  B,B,  +  B,B^^B,B^)y^,,_^ 
^{B,B,B,^BJ,B^+BJ^B^  +  B,B,B^)y^,,^,  V=»o(5), 

4-595,5485^5,  i_4 

^J^Dr^—qii-^B.^B^^B^+B.B^+B.B^+B^Bj^^B.B^B;) 

en  faisant 

Z?5=  — ^^Z?,— QCi-53— 5,  +5,5^. 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à  sabir  ;  et  si  Ton  rc« 
présente  le  dernier  résultat  par 

les  coefEciens  -M,,  N^,  ^^•••^^f  y  seront  formés  d'après  la  loi 
déjà  bien  évidente  de  ceux  que  nous  avons  calculés  précédemment. 
On  peut  aussi  les  déduire  successivement  les  uns  des  autres ,  ea 
éliminant 

y^^^i  >  <  >     ^x-i  9  i-i  f     ^4p-T  >  «-a  >     y^^î  >  «-3 1  •  •  •  ^^^» 

entre  l'équation 

et  les  suivantes ,  dont  le  nombre  doit  être  égal  à  x—^i , 

y,it   ==^xr.-.»«    +5x^x.«-,+C,  •    ' 

••••"•••••••♦•••f»t» 

et 


,     V 
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et  en  comparant  la  résultante  avec  Tëquatlon  (x)  ;  car  on  trouvera 

D,^  ^A,D,_,^  C,(  I  —  JW,_.  +  JV,_.— P,_.-+  etc.  )  , 

équations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre ,  et  qui  ne  renferment 
que  la  seule  variable  x, 

La  valeur  de^. , ,,  tirée  de  l'équation  {x)^  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  arbitrûres,  qui  seront  surabondantes ,  puisque  la 
proposée  n'étant  que  du  premier  ordre,  ne  doit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  i{t)  ,  introduite  pour^,  >  i  »  il  faudra  donc 
déterminer  ces  arbitraires  par  la  substitution  de  l'expression  de  ^,, , , 
dans  la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  x, 
1014.  L'équation  générale  du  n*.  précéd.  donne  d'abord 

3'î»«=^îJ'î»«-«+^'î>'î»«-»+^Vj»t-i  •  •  •  • ;  .  .  . 

+^î>'.»«   +^')J'.»«-.+-5',  y^it- +iV, , 

+A^««-+^'îy«»«-+^'î^»>*-î  •  •  •  •  +^\ 

y^tt.^—^^^y^^t-^+'^'^y^»t^+^'^y^^^-^ 

+  B^y^yt^^•^B\y„t_^^\^B'^y,,ti^^  ....  +A^, 

etc. 

Si  on  multiplie  respectivement  la  troisième ,  la  quatrième  ,  etc. 
de  ces  équations ,  par  A,^^A\^  etc.  et  qu'on  les  retranche  de  la 
seconde ,  en  écrivant  le  résultat  ainsi  : 

y\it — ■^\  yvt-x — -^i  j'}»*-» — -^  jj'îK-î  ;  ;  I  ;  :  ; 
—^»[^j»  «-.—-'»  ^ji«_,— ^}rj>t-î  .  i . .  .  ] 

— ■^»[^}i<-»"~-<^îj'}>*-î  .  ♦  »  « .  3 

'+  etc. 

=^j[^».<—-^.  y*.t-^—^'^y*.*^  . . . .  ] 

.  +         B\iy^.t,,—A,y„t^ ] 

+ 

+A^,Ci— ^,— ^. ]. 

.Appendice,  M  m 
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on  reconnoîtra  sur  le  champ  la  possibilité  d'éliminer  les  quantités 

J^2,  r— 1""-«9    J^9,  #— «•   •  •  • 


au  moyen  de  Tcquation  (1),  qui  les  donnera  successivement  en 
yxyty  ^i»#-i  >  yx\  i-ay  ^^C-  ^^  do  parvenir  à  un  résultat  de  la  foune 

dans  lequel  on  n'a  plus  à  considérer  que  la  seule  variable  i,  tt  qui 
s'intègre  par  les  méthodes  des  n**  973  ,  979. 

La  même  marche  conduira  à  des  équations  semblables  par  rapport 
^  y^.t  9  y^ui*»'yxif  Les  cœfficiens  tf, ,  û',,  etc.  seront  aisés  à 
former  par  induction  ;  il  n'en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  u,^  t> 
mais  on  y  parvient  en  déduisant  de  l'équation 

les  suivantes 

s 

^x  yx~\  i  t  =5***-i  yx-i  )  «-I  +  ^x«'»-i  yx-x  ♦#_>•••  +  ^x^î-x  *  • 

etc. 

dont  la  somme  faite  membre  à  membre  est    - 

Kyx-x  of^-^'xyx-x ,  «_,  +  etc. 

=*,_.  [  Kyx-,  y  »-.  +  -S'x^x-.  >*-»  +  etc.  ] 
«'«_.[  ^xyx_.»«-»+ etc.] 


+  -ff,».-, , .+  B'a,_, , ,_,  +  etc. 
Si  Ton  y  substitue  pour  les  quantités 

Sxyx-x  >  t    +  5'x>'*^. .  *-x  +  etc. 

S,y,-xi*-^+  etc. 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  proposée  ^  on  la  changera  en 

y*  >  *  — ^x  Xx  f  t^i—^'xyx  »«-»••••  — A^x 

=^x-.  [jx  W-i— ^xj'x»  «-9.  .  .  • A^*  ] 

+  tf 'x-i  Ox  »  ^-*— ^x^'x  ,  *-î  •  •  •  •  — A^x  1 


+^,'^,-0  i+i»>x-i  9  t^i  +  etc» 


I 

I 


■ 
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et  ^n  ordonnant  les  différens  termes  de  cette  dernière  ,  par  rapport 
aux  valeurs  successives  de  y,>«>  On  aura 

-H  (^*x-i ^'x-«-^x ^x-i-^x  +  -^'x)j'xM-l 

4;5,tt,_, , ,+ 5',«,_, , ,_,  +  etc. 

+(i— «X-.— ^'r-.— J«c.  )A^,  : 

comparant  avec  Téquation  (x) ,  on  en  conclura 


«,»i=^x«,-.>  «+^>*_.f  «_.+  etc. 

+ 1(1— <«._.— «'x_.--«%_.— etc.  )/^.. 

Les  coefHciens  â^ ,  a^ ,  a", ,  ne  dépendent  que  de  la  seule  va- 
riable X  :  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction  «, ,  <  ;  mais  cependant 
réquation  qui  la  renferme ,  se  traite  avec  assez  de  facilité,  en 
observant  que  quand  on  prend  pour^,,^  une  fonction  arbitraire 
àe  t,  on  a  aussi  «, ,  ,=  f  (/) ,  d'où  l'on  conclut 
«.,«       =(i-tf-a',— etç.)A^.+5.   f(0       +B\   f(r_i)+etc. 

«„,      =  C    +K    Ht)       +*'.   f(*— i)+etc. 

«,_.,«   =  C,_,  +  *._.f(0        +*'_.f  (/_,)+ etc. 

«,_,«-.=  .       C*-.+*,-.%— 0 +*'*-.  f('—i)+ etc. 

etc. 
Lorsqu'on  met  les  valeurs  de  u,_, , , ,  u^_, ,  f_, ,  etc.  dans  l'équation 
en  ««,(,  obtenue  précédemment,  elle  devient 
«,  1  »=(  I  — tf,-.— fl',^,—  etc.  )  N, 

+  B,b^,m + (5,f ._. + .-B'A-.)f  (f-i)+  etc. 

cToîi ,  par  la  compat^on  avec  la  valeur  hypothétique  de  ««,  i,.on  tire 

^'.=  'ffx*'x-.  +  ^'x*,-. 


<^,=(5x+5'.+  etc.)C^.+(i--^,— '._.—  etc.)iV.. 

Mm  X 
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L*intégratîon  de  ces  équations  >  et  Taddition  des  constantes  doii^ 
neront  les  valeurs  complètes  de  b^  ,  b', ,  etc.  C,.  Les  constantes  se  dé- 
termineront en  obser  vant  que  lorsque  ;i:=i,  on  doit  avoir  «,,,^=f(r), 
d'oîi  il  suit  (7,r=o ,  ^,=1 ,  b\=LO ,  b\r=zo ,  etc. 

L'intégration  de  l'équation  {x)  introduira  un  nombre  x  de  cons^ 
tantes  arbitraires  qui  pourront  être  des  fonctions  de  x  ;  mais  ces 
fonctions  doivent ,  pour  satisfaire  à  la  proposée  ^  cesser  d'être  arbi- 
traires ^  puisque  l'intégrale  de  cette  dernière  ne  doit  renfermer  d'autre 
arbitraire  que  f(r).  On  les  déterminera  par  la  substitution  de  Vtx^, 
pression  générale  de^,,  ^  dans  l'équation  proposée. 

1015.  Pour  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple  particulier , 
cupons-nous  de  l'équation 

qui,  lorsqu'on  y  fait 

J^.»<=o,      ^.,,=î,      ^a,i=o,      ^^^,,=0,  etc. 
fournit  cette  série  à  double  entrée 


3 


^.•.x 


I 

I 

0 

0 

0 

0  etc» 

• 

1 

X 

3 

0 

0 

0 

3 

4 

8 

4 

0 

0 

4 

8 

14 

14 

8 

0 

5 

16 

64 

96 

64 

16 

6 

31 

160 

310 

310 

160 

7 

• 

64 

I  •  •  •  1 

384 

960 

#  #  A  9  V 

1180 

960 
•  •  •  » 

^. 


nous  aurons  dans  cet  exemple 

^.=1,  ^',=0,  etc.      ^,=0,    5',=i,    iî%=a,  rtc 
et  les  équations  du  n"*.  précédent  nous  donneront 


-2a' 


OU 


*— i 


«  • 


d'oii  nous  conclurons 


tf,=c+2ïi=c+2;if=c+2£icj^ 


*  ^ 


•  •  1 


a 

a 


^r 
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et  seulement  tf,«,=  2(Ar — i),  en  ne  faisant  commencer  Téquation 
proposée  que  lorsque  Ar=:i.  Nous  aurons  ensuite 

z 

et  il  faudra  encore  supprimer  la  constante  c\  pour  que  JV,_j=o  | 

lorsque  x^=ii  i  passant  à 

*  t 

2  2.3 

et  supprimant  c'^  nous  aurons  cette  suite  de  valeurs 

.=  2  ^    tf -=—  2  ,        a  ,==2 ,    etc# 

I    *  1.2'  1.2.3* 

dont  la  loi  est  évidente.    Il  ne  nous  reste  plus  que   l'équatlôn 
«, ,  1=  2tt,_, ,  I ,  dans  laquelle  on  doit  regarder  t  com;ne  constant. 
Nous  en  tirerons  «,,^=3^2%  et  comme /^,,,  doit  s'évanouir  quand 
jr=i ,  il  faut  que  >r=o. 
Ces  divers  résultats  nous  conduisent  à  Téquation 

—Il  —ai  — î       f  ") 

>„i— 2[o]  Hj^„,.,-^2*[o]  \x\y,^t^^—z\6\  \x\y,^^^  [  _ 

—4     4 
+  2^[o]M>^,,,^^— etc. 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y^^f=zï!  ^  la  fonction  a  étant 

donnée  par  l'équation 

—1      \^      -2     1  2*'        -5     5  2' 
^-[o]  M  7+[o]  M 77—  M  W  Tr+  etc.  =  0, 

A  A  ■  A 

qui  n'est  autre  chose  que  \\ \  =o,et  ne  donnant  par  conséquent 

pour  A  que  la  seule  valeur  a=2  ,  ne  mène  qu'à  une  expression  par- 
ticulière de  y^'n\  c'est  pourquoi  nous  ferons  ^,,,=n,,, 2'.  La 
substitution  de  cette  valeur  changera  l'équation  ci-dessus  en 

-4     4  ^=^> 

qui  revient  à  A  n^^isg  (  n%  860  );  mais  on  satisfait  à  cette 


=0, 
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équation  en  prenant  pour  n,, ,  une  fonction  qui  y  par  rapport  à  ^^^ 
soit  rationnelle  et  entière  et  du  degré  x-^i.  On,  pourra  donc 
(n%  86x  ),  donnera  la  fonction  n^,,  la  forme 


n.,,=ao]  ['-t]  +  C[o]  ^-i]  +  C".[o]  [/-3]  +  etc. 

substituant  ensuite  daos  l'expression  de^„  «,  puis  cette  dermère  dans 
réquation  proposée ,  en  observant  que 


etc. 

et  faisant  varier ,  par  rapport  à  x ,.  tes  arbitraires  C, ,  C, ,  etc; 
il  viendra 

^  cFfb-^i]+(C+cgToH^ 

==cJo7[/-^î  4-  (C',+C,_  jrJÎ[r-T]  +(cr^,+ C  J}[o][ A]  +  etc. 


La  comparaison  des  termes  semblables  donnera 

C^=C^ ,        C,4-  C',=.C',+  C,^, ,        C+ r,=C%+  C',^, ,  etc. 
ce  qui  se  réduit  à  C,  =C-.  >  C'x=C'x-i  >  etc. 

d*oîi  Ton  doit  conclure  C,=tf,  C^=c',  etc. 

^  et  c'  désignant  ici  des  constantes  ;  pour  déterminer  ces  dernières  » 
on  prendra  dans  la  première  ligne  de  la  table  de  la  page  176 ,  les 
valeurs  de  >',„  ,  j^.,,,  etc. 
Quand  ^=1,  on  a 


[o]  [/— i]=i,      [o]  [/— i]=o,      [o]  [/— i]=o,  etc. 
d'cii  il  résulte  j,,|=  Cl', y,„=ic,   et  par  conséquent  c  =  i; 


— 1 


quand   a:=i,   il  vient  y,,, =i'([o]  [/—i] +<;'),  expression  d'oïl 
l'on  tire  j^a,,=i«'  et  c'=o,  puisque  dans  la  table  j^,,,=:o.  En 
poursuivant  de  cette  manière  ,  on  trouvera  successivement 
i:',  =o,c"=o,  et  on  obtiendra 

pour  le  terme  général  d;:  la  série  comprise  dans  la  table  de  la  page  xyS. 


DÉS      D   I  F  f  i  R  S  N  Û   £  S.  Vf^ 

La  complication  de  la  méihode  que  nous  venons  d'exposer ,  ne 
paroit  être  due  q«*à  celle  thi  sujet  ;  cette  méthode  a  d*ailleurs,  sur 
celle  du  n'.  973,  qui  paroît  beaucoup  plus  simple,  l'avantage  d'offrir 
un  véritable  procédé  d'intégration  j  fondé  sur  la  nature  même  des 
.équations  aux ' différences  partielles,  tandis  que  le  succès  de  l'autre 
ne  tient  qu'à  Tei&t  d'une^  substitutiâO)  Mparticuliène  aux  équations 
du  premier  degré  à  coefficiens  constans  ;  je  regrette ,  pour  cette 
raason,  de  ne  pouvoir  m'étendre  davantage  sur  les  diverses  ap« 
plications  que  Laplace  a  faites  de  sa  méthl)de  ^  et  d'être  obligé  de 
renvoyer  à  son  Mémoire  ;  mais  pour  terminer  cette  matière  y  )e  vais 
rapporter  une  ;méthode  proposée  par  Nf.  Paoli ,  .dans  laquelle  se 
trouve  comprise  celle  de  Lagrange  et  qui  s'applique  à  un  genre 
d'équations  dont  l'ordre  est  indéterminé. 

1016:  Soit ,  proposé  d'intégrer  l'équation 

yxyi=^xyx^i^x  +^x>'x>#-. "+-sr,v,,i^, .  ........ 

dont  l'ordre ,  relativement  à  la  variable  /  ^  change  à  chaque  valfHr 
de  X.  Supposons  que  l'intégrale  cherchée  ait  cette  forme 

^,,,=  ma'[«J+/2*'[^J+;;c'[>,]+  etc. 

dans  laquelle  [a  J  ==«,•<*,_,  •flt,.^ a,,  et  ainsi  des  autres  , 

et  les  quantités  a^  by  c.  \  .  .  m^n^  p.  .  .  .  désignent  des  cons**^ 
tantes.  Tirant  de  cette  expression  les  valeurs  de  y^^  ^,  y^^  t^^  etc. 
pour  les  substituer  Azm  la  proposée ,  nous  aurons 

X  '      *     '   X  'X 


« 

etc. 


I 


\ 
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ayant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées 
*x  9  ^r  9  >x  t  ^tc.  dans  Téquatlon  proposée  y  nous  y  pourrons  sa-r 
tisfaire  en  posant 

+  mJ',a'  [*,!!]+ »i^,a'- [«,!.]'    ....  +mX'^'-"i»!!Z] 


X  %  %  » 


etc. 

Les  quantités  /r ^  ^y  p $  etc.  disparpissent  de  ces  équations ,  par  la 

seule  division  et  demeurent  par  conséquent  arbitraires;  on  peut  aussi 

jr— I  »— I  jp— I 

chasser  les  fonctions  [*;^.,]  ,       [i^,.,]  >       [^^-i]  ^  c^c*  puisque 

Les  équations  simplifiées  par  ces  réductions  donneront  respectivement 

ui^+B^~*,  .  .  .  +X,<i~' 

^  ^.+^V- +:g^,r' 

^'~"  I— >^,c-'— 5,c-  ....  — 2r,c— 
etc. 

jr  X  « 

d'oh  on  déduira  les  valeurs  de  [«J ,  [j8,] ,  [>,] ,  etc.  nuûs  pour 
faire  usage  de  celles-ci  >  il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes , 
suivant  les  puissances  de  <t ,  b^  e ,  etc.  et  si  Ton  a 

[«J=^+x^'«-'+^''fl-+>^'"a-'+  etc. 

[^j=yrf+^'r'+.^'r*+^'"r»+  etc. 

[>x]  =^+  4'cr}  +  ^  V  +  ^'^'c-'  +  etc, 
etc, 

en 


I 


"-■» 


2>  E  s 

on  en  conclura 
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J^ar,  i—^  {jna!  +nb'  +pc*  +  etc-  ) 
+  j4'lma"''  +  nb''"+pc"'+ etc.) 
+jé'Xma"^+nb"*+pc"'^^  etc.  )  : 

en  raisonnant  ici  comme  dans  le  n^  loii^  on  transforpiera  cette 
expression  dans  la  suivante 

j^*w=^<p(0+^V(^— 0+-^M^— i)+  etc. 

qui  sera  Tintcgrale  complète  de  l'équation  proposée  aux  différences. 

La  méthode  ci-dessus  se  réduit  visiblement  à  faire  j^«9<=^'[^J  ' 
à  tirer  de  la  substitution  dans  l'équation  «proposée  la  valeur  de  «,; 

et  à  convertir  ensuite  {aj]  en  une  série  de  la  forme 

jé+A'a''+j4'a'^+A"'a'^+  etc. 

d'oîi  Ton  déduit  sur  le  champ 

j^„*=^KO+^>(^— 0+^'K^— i)+^M^— 3)  +  etc. 
1027.  Prenons  pour  premier  exemple  Téquation 

qui  engendre  la  série 


.y»»* — ^y*y  «-I +^jr— I  f  t-»+i  9 


I 

2 

3 

4 

ï 
6 

7 
8 


X 

3 

4 

S 

6.  •  • 

%  %X 

0 

0 

0 

0 

0 

l 

0 

0 

• 

0 

0 

» 

3 

0 

0 

0 

0 

7 

I 

0 

0 

0 

M 

6 

0 

0 

0 

3ï 

*J 

0 

0 

0 

63 

90 

I 

0 

0 

117 

301 

10 

0 

0 

lorsqu'on  fait  jr, ,  ,= i ,  y„  ,=0 ,  yj;z,=0t  etc.  Chaque  terme 
de  cette  série  est  égal  à  celui  qui  lé  précède  dans  la  colonne  verticale 
cil  il  est  placé ,  multiplié  par x  et  augmenté  de  celui  qui,  dans  la  co- 
lonne précédente,  s'en  trouye  éloigné  de  at—i  rangs  horizontaux: 
JppenJice,  n  n 
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pour  le  troisième  terme  de  la  septième  ligné ,  par  exemple ,  on  a 
a;=3 ,  /=7,  et  t — a:+i=5,  et  par  là  on  trouve 
J'î.7=3X  25 +  15=90. 

Faisant,  comme  le  prescrit  la  règle  ci- dessus  ^  ^'x^i^^^T^ilt 
réquation   proposée  se  change  en  flt,=  jca'"*«t,+tf""^*    et  doane 


a"^' 


«,= ; ,  d'oh  Ton  conclut 

I  —  xa  * 


w 


«-*+'.«-*+*.«-*" a* 


-î*(*-») 


(i— tf-)(i— Zd-')(i— 3«-')....(i— xa-)* 
Soit 

'  _  =  ^  +  ^'tf-  +  ^tf- + A^a-^  +  etc; 


(l—O  (l— itf-)  (i  -jtf-*) (  I— dra-') 

on  aura  premièrement  A^i ,  puis  il  s'agira  de  mettre  le  dénonûnateur 
du  premier  membre  sous  la  forme 

i+Pa-  +  Qfl-»+/îtf-'+  etc. 

pour  parvenir  au  dévdoppement  de  ce  membre  ;  or  il  est  visible 
que 

i*=  —  I— a  —  j  .  .  .  — * 

Q=i.2+i.3 +2.3+etc 

R= —  1.1.3  —  ^^c. 

et  que  ces  quantités  peuvent  s'exprimer  par  la  somme  des  puissances 
de  la  progression  1 ,  x ,  3 ,  4 ,  etc.  au  moyen  des  formules  du 
n*.  158»  qui  donnent 


Q=- 


X  2 


3  5 

etc. 
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et  on  aura  ensuite,  pour  déterminer  A,  A ^  A'^  A'^t  etc.  les 

équations 

^   =  I 

PA+A!:=o 

QAAr  PA'+A'c=o 

RA+QA'+PA'+A"=iO 
etc. 

reste  à  tirer  les  valeurs  des  coefficiens  A ,  A*,  A',  A'\  etc.  mais 
on  y  parviendra  plus  facilement ,  en  comparant  .les  équations  qui 
se  correspondent  dans  les  deux  suites  ;  car  on  aura  ainsi  : 

*+i  Q^.+  i/'^.+  i«y,=-R+<2^+/'~+^ 

etc. 

d'où  Ton  conclura 

A         3        "3        Va  1/3 


(^)  Ces  formules  ne  sont  qu'un  cas  particulier  de  celles  que  donne  M.  Paoli ,  pour 
féduire  en  série ,  par  le  moyen  des  sommes  des  puissances ,  une  fraction  rationnelle , 
formules  trop  élégantes  pour  ne  pas  tronrer  place  ici* 

Si  Ton  a  la  fraction 

Nn  2 


r-îV^v 
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et  par  conséquent 
[«,]=«  +j',a  +^_+5.U  +etc. 

et  qu'on  prenne  les  logarithmes ,  il  viendra* 
puis  en  difFérentîant,  on  obtiendra 

ê 

abc  ^ 

•••"         ^— ^.— ^    a^B      «^.—l ■■■•■■■»      «il  M       «MMa^HB^^    ......       •..^.^ 

les  termes  du  premier  membre  étant  déyd^pp^s  en  série  ^  Il  en  résulte 

a'+a'*^+a''^*4-  etc. 
+b'+b'»î+bV+«*c. 
+c'+c'*t+c'3i*+  etc. 

—  a— a*|:+iV— e^c.  [  i<M'{+A*+^V+«c- 

— b— b»^+L3^*  — etc. 
— c*{+cV  —etc. 


é 


et  si  l'on  fait 


S.=a'+b'+c' — a— b 

5,=a'«+b'*+c'» _a._b._c« 


=s4'»+b''+c'3 —a»— b»— c' 


etc. 
on  aura 


^■+5,,+5.,»+  etc.  ^  ^^^,^_^|^^,^  j,.^, 

d*oii  Ton  tiresa 
^  =A  S, 

etc. 


t. 
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par  le  moyen  de  cette  dernière  expression ,  on  aura 

NI  X  /  2 


A 

3if 


^(«4-0 


+  (^  +  5.  ii+C^  +  5.  ^)^)%i  +  etc. 

V3      '3X1  a/3  /  /H+l 

Ces  formules  sont  principalement  applicables,  lorsque  les  quantités 

a.b,  c a',  b',c' 

constituent  des  séries  dont  on  peut  obtenir  facilement  la  somme,  lorsque  leurs dlfFé- 
rences  premières ,  par  exemple ,  sont  constantes  ;  dans  ce  cas  on  peut  aussi  trouver 
immédiatement  les  coefficiens  des  puissances  de  ;;,  danile  développement  du  produit 

(i— at)(i— l>^)(i— c{)etc. 

par  un  moyen  que  nous  allons  exposer,  parce  qu'il  peut  être  utile  dans  plusieurs 
occasions ,  ainsi  que  Ta  montré  Lagrange. 

Soitii^â-^^,      a-\'^k^      ^+3^»       tf  +  C^w-^ï)^  'v 

une  suite  de  quantités  croissant  par  une  différence  constante  et  égale  à  it;  on  fera 

(*  +  ^)(*  +  ^  +  ^)(*+^  +  i^) (*  +  ^  +  (m-i))t) 

=  ^+  4'**~'+i4"*"»-*+^'"*"-3 +^Cm) (1)  . 

les  coefficiens  A\  A\  A'\ ArA^"^^  flonneront  les  sommes  demandées; 

Si  Ton  subsdtue  x-^-k  à  jt,  dans  les  deux  membres  de  cette  équation ,  elle  deviendra 

=(*  +  *)"»+^'C«  +  A)'»-i+-AXx+  A:;'»-* +^Cm) . 


< 

r 


I 


y 


^ 
k 
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Si  l'on  fait  jr=o ,  les  sommes  S^^  S^y  S^....  s'évanouiront  t  et  il 
ne  restera  que  y^^{=^{^t) ,  en  sorte  que  la  détermination  de  la  fonc- 
tion ^  dépendra  de  la  colonne  verticale  qui  précéderoit  la  première 
de  la  table  de  la  page  18 1  ,  et  qui  n'est  pas  donnée. 

en  compiranc  son  premier  attnbre  avec  celui  de  la  précédente,  on  voit  sans  pcÎM 

que  le  second 

développant  cette  nouvelle  équation ,  on  obtiendra  successivement 

{x+a)[{x+k)-^+A\x+k)-^-^+A''{x+k)'^-^ ^-AWy 

z=z{x^a+mk)[xr+A'x''-'+Â''x'^-^ +iiC«)J  , 

et 

«*+'  +-  k  «~+-i i  *•*«-  «  H — i ^ L      Jb«*«-*+  etc.- 

I  1.3  i.a.3  ' 

I  I  .a 

i  i.a 


+  A' a  *"•-'+  r::—  A'ak  *"-•+  etc. 

I 

+  >4"a"-«+  Î!!=?     .f 'ib-«-*+ etc. 

1  - 

+  jt'a  *"•-*+  etc. 

+  ><'''*"••+  etc. 

-+ctc« 
•»+  ^'a^H-  A"x^-^^  if '"jc"- »+ etc. 

+     -»*'"+  ^'tf*«-«+  A"tf*«— +etc.     ■ 

+  mkx^'{'  A'mh^-*+  ^"/nfcc"-»+  etc. 

Cette  dernière  équation  devant  être  identique  donne 


f^'\  ^}  k^^lak^'H—^Ak  +A'a  +  A'=A''+A'a+A'mk 
*.i.3  i.u  "^         i.a 

etc< 


r 
1 


T 


'.1 


t 
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Maintenant  voyons  comment  nous  passerons  de  Tune  à  Taxitre;  fai« 
sons  x=i  I ,  réquation  proposée  nous  donnera  y^  »  1=  >^o  #^,  +  y» 1 1  > 
d*oiij)^.,i==y,,,--y,,i,  ce  qui  nous  montre  que  la  valeur  de  j'^,, 
doit  toujours  être  nulle  tant  que  i  est  un  nombre  entier  positif  dif- 
férent de  l'unité  ^  puisque  la  table  de  la  page  z8t  donne  dans  tous  ces 
cas  y.,«=i.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  ^,,1,  lorsque^ est  nul  ou 
négatif  9  il  faut  continuer  en  arrière  la  série  résultante  de  l'équation 
proposée  y  ce  qui  s'effectuera  en  formant ,  par  le  moyen  de  cette 
équation ,  le  tableau  suivant  : 

etc. 


J^ifo —  ^ff^i"rJ^»fo 

yi%\ —  j'iïo'Tj'»»! 

«y  lift-—  •Xui+j^oî* 

y%^Q       y^m >  — I +J^i  >  — 1 

J'â»  i  ^^  Vml  •  "T  J'i  f  • 

J'*»*=2y*»i"+"j'i>i 

j^)>«— iyî>..+j^.>— 

J'î»i=3J^ÎI.+J'o-f 

^îM=3J^îM+J^.w 

etc. 

etc. 

etc. 

A  la  troisième  ligne  de  la  troisième  colonne^  on  trouve  l'équa- 
tion rîM=3J'î>i  +  J'â,.f  qwi>  par  le  moyen  des  valeurs  de 
y\9%%  y^jiy  tirées  de  la  table  de  la  page  181 ,  donne  j^,,  ^  =  0, 
cette  valeur ,  substituée  dans  la  seconde  ligne  de  la  deuxième  colonne  ^ 
qui  est  y^,, =!>'.,  o+y,,o,  conduit  àj^,,o=o;  en  prolongeant 
plus  loin  le  tableau ,  on  trouveroit  dans  la  quatrième  colonne ,  à 
la  quatrième  ligne,  74,,=  4>'4,a+y^,oi  équation  de  laquelle  il 


d'ob  Ton  déduit 

I  i.a 


-     "  ■     ~  1.2.J 


1.2 


i.a 


^  1  *  i.a  i.a 

(m^îX/H--2)(/if— 3)^^,^       K^— 0(«— a)^j^^ 
1.2.3  1.1.3 


.+ 

etc. 


i.â. j.4 


k^ 


La  loi  de  ces  expressions  est  dé^  assez  évidente  poar  nous  dispenser  d'aller  plus 
loîn.  Nous  observerons  que,  pour  les  ramener  à  celle  de  Lagrange,  il  faudroit 
faire  a=:i ,  Ar=i,  et  écrire  m— 2  ao  lieu  dem.  (  Mém,  de  F  Académie  de  BerUn  , 
amée  1771 ,  page  iiS.  ) 


z88  Ch.    I.    Du    Calcul 

résulte  y-^ ,  ^=0 ,  cette  valeur  mise  dans  la  troisième  ligne  de  la 
deuxième  colonne  ^  montre  que^«  ,.,=6,  et  par  la  seconde  ligne  de 
la  première  colonne  on  a  alors  ^^  ^  _^=o  y  puis  par  la  première  ligne 
de  la  même  colonne  ^^^^  o==o«  On  s'assurera  par  la  même  voie  que 
les  valeurs  de  j^,5«  sont  toutes  nulles  lorsque  t  est  nul  ou  négatif; 
on  conclura  donc  de  là  que  j^,,  ,=j^,,, — -j^, ,«=  i  •  c'est  la  seule 
valeur  de  ^^om  ^^  "^^  ^^^^  P^  nulle. 
Cela  posé ,  puisque yoM=  ^  (^  )  >  <>«  ^i^^* 

et      y, ,  {=Ay, , ,+ Ay, ,  ^,  +  A' y,  ,*..-.•.+  ^^"^">yo ,  u^iC^ 

Cette  série  »  d'après  ce  qui  précède ,  se  réduira  pour  chaque  cas  par* 
ticulier  de  la  question  qui  nous  occupe ,  au  seul  terme  dans  lequel 

t — m — 1  =  1 ,       ou^ ^ ^— /w— 1  =  1  , 

il  vient  alors      m  + 1  =^— —  i  ;  mettant  cette  valeur  dans 

2 

l'expression  générale  du  coefficient  u^'"'^'>^  donnée  plus  haut ,  on 
obtiendra 

^»M=  : — 7—7^ — z\ — :+*^« 


ix{x — l)— I  t—^x{x — I 

.   (Il 4.S  ^'\  ^^-T^^-0-? 

\3  3      \i  2  /  3 /r — ï*(^-^i) — I 

Soit,  pour  appliquer  cette  formule  3*r=3  ,  /=8  ;  les  quatre  termes 
écrits  ci- dessus  suffiront  pour  ce  cas  particulier  ,  puisqu'on  a 
171+ 1=4  j  let  on  trouvera 

d'où  l'on  déduira 

98     6.36     ,      .     nx  '4 
yî,8=^+-7-  +  (7+i8)-f 
44  4 


6       1104 
+  (ii+x,x4+(7+i8)i)-  =  — —  =  301 

4  4 


1018,     ' 


■  -      »      • 
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IÔ^8.  Condorcet ,  à  qui  ron  doit  la  théorie  générale  des  équations     ^^  équations 
de  condition  relatives  à  l'intégrabilité  des  fonctions  différentielles ,  a  de  condition  rela- 
donné  les  équations  de  condition  qui  doivent  ayoïr  heu  pour  qu  une  bilîtédesfdbctfons 
fonction  aux  différences  soit  intégrable  ;  nous  avons  remis  jusqu'à  ^^  difiérences, 
présent  à  traiter  .cet  objet  parce  qu*il  est  plus  curieux  qu'utile. 

Soit  V  une  fonction  quelconque  des  variables  :r  ^  j^  ^  ;[  et  de  leurs 
différences  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement  ;  si  on  la  regarde  comme  la 
différence  complète  d'une  fonction  F^ ,  on  aura 

d'oh  l'on  déduira  successivement, 

dV^_dLV^       dV _dLV^  ,      iV  _dù.y^        dV  _dtiV^  _ 

dx        dx    *     dLx      dLx  '      dà^x      dt^x^      dè?x     dù^^x  * 

dv  dLV,     dv   db.v'      dr    dnF,      dv     dù.y 


dy        dy    '     dù^y      d^y  '      dày      dù.y  *      dù.^y      dA^y  ' 
dV_dù.F^        dV     dLV^  dV      d^V^         dV  _dLV^ 

71     1^^  'd^~  dù.[^    dA^"^!^^    1^~7^'^^^' 

mais  en  transposant  la  caractéristique  A  y  dans  — — ^  ,  on  obtient 

dx 

A— -^,  puis  en  observant  que  . 

ax 

dP^i=—y—dX  +  ~- </Ajï-+— -— </A»*+— r-</A'*  +  etC. 

dx  dAX  dù.^X  dùTX 

dV 
+  -J-  ^y  +  etc. 

dy^=^~-~^dxJr^-^àb,X'\-  -j-Ldàfx-^  -ry.^A»;e+etc 

'  dx  dLX  dù.*X  dùTX 

dp^ 

prenant  ensuite  les  différences  de  chaque  terme  de  cette  dernière  ex- 
pression y  qui  donnent 

dj^  dy  dj^  dV 

A '--dx  z=iA—-^.dx  +-—-ldAX^A'-—^.dAX 

dx  dx  .  dx  dx 

dy  dy         dy  dy 

A  -; — '-dAX^s  A  --—.dAX^ — ; — '  dA^X  +  A  -—-^.dA^X 
dAX  dAx  dAx  dAX 

» 

etc. 
Jppmdicc.  Oo 


/ 
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pour  former  le  développement  de  àdV^^  et  comparant  enfin  ce 
développement  terme  à  terme  ^  avec  celui  de  dV  y  on  aura  les 
équations  suivantes, 


df^         dr. 


dx  dx 

dj^         dF'      dV^         dV 

-— 5==A--— ^  +  — A+  A— ^ 
d^x  dù.x        dx  dx 

dt^  dj^^   ,  dV,   .       dj^^ 

=A '-A ^+  A ^ 

^A'jt  dàJ'x        dAx  dLx 

dV^        dV^     dV^^         dP^, 

dù?x~    dà^x'^d^^x^     dù,^x 


pareillement ,  par  rapport  aux  variables  >^  et  ç , 

\dV        dT^, 
L-- — =A '• 

dy  dy 

dy      dF^^ .  dp^,      dv, 


dj^y  dùky         dy  dy 

dP'         dV^     dK^         dT^^ 

=A ^H ^+  A ^ 

dL^y  d^^y       dAy  dLy 

'dV  dV       dV  dV 

du^y  dt^^y      dày  dày 


'  dj^         dV, 

z=A 


d[  d[ 

dV  dV^      dfr         ifr 

=A i+ i+  A ^ 

^A{       yA^      ^{         d[ 

dV        dV^     dT^^        dJ^^ 

=:A ^H ^+  A '- 

dù.\  d£i*i        dà[  dùk[ 

dV         dV^     dV^         dT^^ 

=A '"A ^4-  A '- 

db?l  dL\  ^  dA\  ^       dA\ 


Il  reste  maintenant  à  éliminer  les  coefEciens  différentiels  de  V^ 
on  y  parvient  de  proche  en  proche  par  un  procédé  semblable  à  celui 
qu'on  a  mis  en  usage  dans  le  n%  86.  En  prenant  d'abord  la  diffé* 


r 

0 
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rence  de  la  seconde  des  équations  relatives  à  la  variable  x^  on  a  ce 

résultat  : 

dy  djy        djy  dy", 

A—— -  =  A*— -^+A ^  +  A' ^ 

dtkX  d^x  dx  dx 

qui  devient 

dV         dy     dy       djr 

A =A* — ^^ i-A : 

dùx  dàx         dx  dx 

en  vertu  de  la  première  équation      --t—  =  a  -— ^, 

dx  dx 

I 

Prenant  ensuite  la  diBFérence  seconde  de  la  troisième  équation  ; 

on  aura 

dy        ^dy       ^  dy^  ,    3  dy^ 

A* =  A* ^+  A* +  A^ ^; 

dà^x  dà^x  dàx  dàx  ' 

F 

dy        dy 

équation  de  laquelle  on  éliminera  les  termes  a*       '  ^  a'-— -^,par 

le  moyen  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  et  de  sa  différence  , 
ce  qui  donnera 

dy      dy^     dy       dy       dy 

A* =A'- '- : 2  A—, A'- 


d^^X  dùk^X  dx^  dx  dx 

.     ^^     .  ''^ 

+    A— +A*- . 

Si  l'on  prend  encore  la  diftéreace  troisième  de  la  quatrième  équation , 

dJ^         dy 
qu'on  en  chasse  les  termes  a'-; — - ,  t^  — .  '•  »  à  l'aide  de  la  précé» 

dente  et  de  sa  différence,  on  obtiendra 

,  dy     ,  dy   dy     dy      jy     ^  dy 

rfA«»  dt^^X^  dx^^     dx^^        dx    ^        dx 

dy        dy     jy 

m—  A- lA —a' • 

d^X  dtlX  <ZA.T 

dy     ^dy 


3 


+    A* l-A • 

^         dà^x  dt^x" 

En  suivant  la  marche  que  nous  venons  de  tracer  ^  et  en  observant 
que  puisque  Test  de  Tordre  »,  V^  doit  être  de  Tordre  n—\ ,  d'où 

Oo  1 
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a  suit  que  ---j^=o,  on  arrivera  enfin  à 

0  A  X 

dùTx  \dx      X     dx        .\,x  dx  dx   I 


{ 


A- \r i — A  -7 ••••  +  A-T f 

d^x  I  dLx  d^x  J 


{ 


^5Â^----  +  ^5a^J 


etc. 


U  est  visible  que  les  équations  relatives  aux  autres  variables  y^^l 
doivent  être  absolument  de  la  même  forme  5  mais  que  s^il  y  avoit 
une  variable  dont  la  différence  première  fût  constante,  elle  ne 
fourniroit -point  d'équation  de  condition. 

On  déduiroit  aisément  de  ce  qui  précède  les  équations  qui  doivent 
avoir  lieu  pour  que  la  fonction  V  soit  la  différence  seconde  d'une 
fonction  V^ ,  en  formant  d'abord  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour 
que  V^  soit  la  différence  première  de  V^  et  qui  sont  semblables  aux 
précédentes  y  mais  seulement  de  Tordre  n —  i  ;  puis  chassant  ensuite 
les  coefficiens  différentiels  de  V^ ,  par  le  moyen  des  expressions  de 
leurs  différences  y  que  Ton  obtiendroit  à  peu  près  comme  ci-dessus» 
Nous  laissons  au  lecteur ,  que  cette  matière  pourroit  intéresser ,  le 
soin  de  développer  ces  calculs  qui  nVxigent  que  de  la  patience  et 
de  Tattention  ;  nous  ne  nous  arrêterons  pas  non  plus  à  montrer 
comment  on  t)eut  trouver  les  équations  de  condition  relatives  à 
rintégrabilité  des  équations  aux  différences  ;  car  il  est  évident  que 
si  ^=ro  désigne  Téquation  proposée  ,  il  faut  chercher  les  équations 
de  conditions  relatives  à  la  fonction  MF'j  qui  doivent  ètit  em* 
ployées  à  la  détermination  du  facteur  M ,  après  avoir  été  réduites 
autant  qu'il  est  possible  par  la  suppression  des  termes  dont  l'équa- 
tion ^=0  et  ses  différences ,  indiquent  la  nullité. 

i029.'Nous  avons  déjà  fait  remarquer  ^  dans  le  dernier  Chapitre  du 
second  volume  de  cet  ouvrage  ^  l'analogie  que  les  équations  de  cftidi- 
tion  relatives  aux  différentielles^  ont  avec  les  équations  qui  donnent  les 
maxima  et  les  minima  des  formules  intégrales  indéterminées  ;  il  existe 
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une  semblable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives  aux 
différences  et  celles  qui  donnent  les  maxima  et  les  minima  des  fonctions 
indéterminées ,  expriqiée  par  des  intégrales  aux  différences. 

En  prenant  la  variation  de  ces  fonctions ,  on  z  l^F^s^x^F,  et 
lorsqu'on  cherche  leurs  maxima  ou  Içurs  minima  ^îX  faut  que  2<r/^=:o  ; 
mais  il  convient  de  séparer  l'expression  de  J^IV  en  deux  parties  , 
en  intégrant  autant  qu'il  est  possible  les  divers  termes  de  i'V^  ce  qui 
fournit  deux  espèces  de  ^résultats  les  unS'  dégagés  du  signe  2  j  et  les 
autres  qui  ne  peuvent  admettre  d'intégration  tant  qu'on  n'assi« 
gne  aucune  relation  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dans 
la  fonction  V.  On  doit  égaler  séparément  à  zéro  chacune  de  ces 
parties  y  pour  obtenir  les  équations  qui  doivent  déterminer  la  forme 
de  la  fonction  cherchée  et  celles  qui  sont  relatives  aux  limites  de 
l'intégrale. 

S'il  s'agissoit  de  chercher  les  conditions  d'après  lesquelles  la 
fonction  F  doit  être  une  différence  complète ,  on  verroit  facir 
lement  que  dans  cette  hypothèse  IV  doit  être  pareillement  une 
différence  complète ,  sans  qu'il  soit  besoin  ^  pour  la  rendre  inté- 
grable  9  4e  supposer  aucune  relation  entre  les  variables  de  la  fonc- 
tion F.  Il  suit  de  là  qu'après  avoir  intégré  autant  qu'il  est  pds« 
sible  chaque  terme  de  S^F ,  la  partie  qui  reste  sous  le  signe  S  doit 
s'évanouir  d'elle-même  ^  ce  qui  fournit  évidemment  des  équations 
de  condition  absolument  semblables  à  celles  qui  résultent  de  la  même 
partie  de  la  formule  pour  les  maxima  et  les  minima;  quant  à  la 
partie  dégagée  du  signe  2 ,  ce  n'est  autre  chose  que  la  fonction  pri- 
mitive de  £<rr,  et  si  on  l'intègre  par  rapport  à  la  caractéristique  l 
le  résultat  sera  l'expression  de  ^F. 

En  prenant ,  comme  ci-dessus  ^ 


dj^  df^  dj^  dV 

dV—'-r-àx'^— ^Ax  +  -7— WA*x  +  etC.H — —dy-^^  etc. 

dt^x  dy 


dx 


dàx 


on  en  conclura 


i^y       ly        cf/^  s^r' 

«r/^=-r-<r:r+-;^7— AJ^x4--7-;-AV;c+etC.  +  -;^<ry+  CtC. 


J'x 


<rAAr 


J^A';c 


J> 


Si  l'on  intègre  I  par  rapport  au  signe  s^  d'après  les  formules  du 


»t. 


N    " 


N 
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n**.  910  y  chaque  terme  de  cette  dernière  expression  ^  on  aura  suc- 
cessivement 

X— ^J'x  =  -' J^a:  — SA J'x, 

J'Ax  J'^x  S'Ax 

2 A*<r.V  = A.J'x  —  2  A— ^—  àJ'x. 

i'A^X  S'A^X  S^A^X 

=  — -— Aj^:r~A    — —  ;^Ar,+ SA*— --/rj 
i'ù^x  i^ù^x  lA^'x         • 

.  etc. 

II  en  seroît  de  même  à  l'égard  des. autres  variables  y ,  [^  etc.  et  en 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurent  soumis  au  signe  S  ^  oa 
formera  Téquaiion 

s^y  ^y  <r/^  ly 

i'x  Ma:         '  cTa'a:       '  ^    S'A^'x 

-,/   i^y  iy  ^         ly  ^  ^y      >=o. 


dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variations  ^x ,  i'x^  5^ .  •  •  •  •  i^x^  ^ 
^y  >  ^yi  »  etc.  au  plus  petit  nombre  possible.  Cette  réduction 
s*opère  sur  le  champ  en  substituant  aux  quantités 

ly  Ay  i^y 

Ix  '  iù^x  ^  •    iTa'jc' 

les  suivantes 

qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures  y  lorsque  x  se  change  en 

i^y 

Xf^  f  x^^^ ,  AT^, ,  etc.  parce  qu'il  est  évident  que  s  — -  S'x^  ne  dif- 

o  AP 

fère  de  2 — ^   ^  :    <f.y>  que  d'une  constante ,  que  s  -—  J'x  ne  diffère 

de  s  -- — /^"  '^  J'at-  que  d'une  constante ,  et  ainsi  des  autres  termes 

relatifs  à  a:  et  de  ceux  que  donnent  les  autres  variables.  D'après 
ces  considérations  ^  il  ne  restera  que  les  sçulçs  v^riatioqs  ip4^A« 
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darvtes  (Tr^  »  /^^,  etc.  dont  il  faudra  par  conséquent  égaler  séparé* 
ment  à  zéro  les  coefEciens  ;  on  aura  donc  ^  par  rapport  à  la  va- 
riable X  ,  réquation 


maintenant  on  sait  que 


i/a: 


A  ;^^"^\=  A  •—•+  A*-- . . . .  +  A\ 

J'Ax^n — 1)  J'Ax  i  S'Ax  «TAjc 

J^A*Ar(/ï— 1)  J'A-AT        ^     M'a; 

etc. 

la  substitution  de  ces  valeurs  /  dans  Péquation  précédente  y  fait  pré- 
cisément retomber  sur  l'équation  de  condition  relative  à  i ,  obtenue 
dans  le  n*,  précédent. 

■  K 

1030.  La  question  la  plus  générale  qu'on  puisse  se  proposer  )ur 
les  variations ,  par  rapport  aux  différences  y  consiste  à  trouver  la 
variation  d'une  fonction  qui  n'est  donnée  .que  par  une  équation  aux 
différences.  Pour  la  résoudre  ^  on  multiplie  la  variation  de  l'équa- 
tion proposée  par  un  facteur  ;  on  intègre  ensuite  le  résultat  par 
parties  comme  ci-dessus  ^  et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  termes 
qui  contiennent  encore  sous  le  signe  2  la  variation  de  la  fonction 
cherchée  y  on  se  procure  une  équation  aux  différences  et  du  premier 
degré  »  qui  sert  à  déterminer  le  facteur.  Ce  calcul  est  trop  facile  à 
effectuer  d'après  celui  du  n"".  841 ,  pour  qu'il  soit  besoin  de  nous 
y  arrêter* 

103 1.  Pour  donner  un  exemple  de  l'application  du  Calcul  des 
différences  à  la  recherche  des  maxima  et  des  minima ,  nous  résoudrons , 
d'après  Lagrange ,  cette  question  :  trouver  entre  tous  les  polygones  qui 
ont  un  même  nombre  décotes  donnés ,  celui  dont  taire  est  la  plus  grande, 

Soit  A  MM!  M!* ,  etc.  fig.  ç  ,  ce  polygone ,  rapporté  à  une  lîgne  ABy    FIG.  5. 
j 


11 
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menée  par  Tun  de  ses  angles  ;  la  différence  de  son  aire  est  le  tra- 
pèze P  M  M!P' ,  dont  Taire  ,  mesurée  par  ( \  PP\  aura 

pQur  expression  (^+  rAy)^^  î  celle  de  Taire  du  polygone  entier  sera 
pn  conséquence  Tintégrale  S  (y  +  î  ^J^  )  ^  ^  9  prise  entre  les  limites 
marquées  par   les  points* extrêmes  du  polygone:  on  aura  de  plus 

JM3f  =  V  p  P'.ÇWr  r^  v/Z^HÂy*.  Maintenant  les.  conditions  de 
la  question  proposée  donneront  les  équations 

dont  la  première  exprime  que  Taire  du  polygone  cherché  doit 
être  un  maximum  ou  un  minimum  ,  et  la  seconde  que  ses  côtés  sont 
invariables.  En  développant  ces  équations ,  on  obtient 

2  {  AA;(<rj^  +  ^  A  <!>)  +  (jr  +  ;- A^)  A<r;c  }  =:  O 

—  =  o  ; 

K  Aa:*  +  A^» 

on  conclut  de  la  seconde  de  celles-ci  •  àj'x:=: —  ^ — Z.  ;  substi- 

ùx 

tuant  dans  la  première  ^  on  la  change  en 
et  faisant  pour  abréger 

%     ^       -^  AX         1  AX  ~^^ 

il  restera  à  intégrer  par  parties  la  fonction  { A  J'y.  On  en  déduira 

résultat  qu'on  transformera  en  {  S'y — 2  A^.J'y^  si  Ton  désigne  par  ^ 
la  valeur  que  prend  i  lorsqu'on  y  met  x — ajp,  au  lieu  de  x;  et 
la  première  équation  du  problême  deviendra 

lJ'y  +  x(Ax^Ai^)J^y  —  0. 

Dans  le  cas  oîi  le  polygone  coupe  Taxe  en  deux  points ,  c'est*à» 
dire^  oii  la  ligne  JB  passe  par  deux  angles  opposés,  la  premièit  et 

la 
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/a  dernière  ordonnées  sont  nulles  ^  ainsi  que  leurs  différences  ^  et  Ton 
a  /y =0;  il  ne  reste  que  Téquadon 

qui  donne  A*^— A{  =0,  ou  x — {,=C,  ce  qui  revientà  x+ A^— {=C 
et  fournit  par  conséquent  Téquation 

En  la  multipliant  par  1  a  Jir ,  il  viendra  V 

dont  rintégrale  est 

équation  appartenante  à  un  cercle  dont  le  centre  est  placé  sur  Taxe 
des  jc  ,  et  qui  se  réduit  à  ^•+^;:^2Cr^,  lorsqu'on  veut  que  ^  et  j^ 
soient  nuls  en  même  temps.  Il  résulte  de  là  que  le  polygone  de- 
mandé doit  être  inscrit  dans  une  demi- circonférence  de  oerde. 

Si  la  partie  de  Taxe  des  abscisses  y  comprise  encre  les  deux  points 
extrêmes  du  polygone,  c'est-à-dire,  la  base  de  ce  polygone  étoit 
donnée ,  le  dernier  J^jt  seroît  nécessairement  nul  ;  et  comme  Téquation 

AvA/v       ,  AvAJV 

A<rjt= -,  donne  «r:r  =  —  S-:^ — ^,  il  faudroît  que  la 

AJf  A;c  ^ 

A  y  A  JV 

valeur  totale  de  l'intégrale  S  -^-. fût  nulle  aussi  bien  que  celle  de 

or  on  ptnt  appliquer  évidemment  ici  ce  qui  a  été.cUt,  n**  851 ,;  sur 
la  combinaison  des  conditions  simultanées  auxquelles  les  maxima  et 
les  minimades  intégrales  aux  différentielles  pouvoient  être  assujettis  | 
et  Ton  aura  en  conséquence 

ï{A^>y  +  (iA^+*^-i^^— -:^^ 

'^  \%  Ajc         Aa;       2  Aa:/ 

k  désignant  le  coefficient  indéterminé  par  lequel  on  a  multiplié  la 
formule  x— — ^.  avant  de  Taiouter  à  celle  que  donne  la  condi* 
Appendice.  „,         '  Pp  ' 


,  '    ' 


•  ' 
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Ôon  primitive  du  maximum.  Si  Ton  fait  comme  ci*dessus 

,  A  y     I  A  y        i  A  y* 

LX       TL  tkX  X  LX  ^ 

on  obtiendra  encore  l'équation  jt  +  ùjc— {==C,dc  laquelle  oa 
tirera  ensuite 

2AAjr+  (ijr+  Ax)Ajf +(ljf  +  A^)Ay  =  lCA*, 

cette  dernière  équation  est  celle  d'un  cercle  dont  le  centre  est  âtué 
d'une  manière  quelconque  par  rapport  aux  coordonnées^  WiH  parmi 
tous  Us  poly^onts  qm  ton  peut  construire  sur  des  côtés  donnés  ^  cetui 
qui  sera  inscriptibU  dans  un  cercU  renfermera  le  plus  Jtaire. 

1032.  Si  les  côtés  du  polygone  ne  sont  pas  donnés  chacua  ea 
particulier  ^  mais  qu'on  en  ait  seulement  la  somme ,  alors  Téquadon 

/K  A;t*+Ay*=:o  doit  être  remplacée  par  J^x  V^AJ?+Ay*=  0 ,'  ou 
par  3J  —  ^     -^  =  o , 

K  Ax^  +  Ajr» 

équation  qui  doit  être  combinée  avec  celle  du  maximum  ; 

2{A:«:Aj^+lA*A<rjr  +  (y+lAj^)A<r:t}  =0, 

comme  nous  l'avons  indiqué  plus  haut ,  et  d'après  laquelle  0(i  a 

s{A^<ry+(  -A:r4-— —    ^         jAiTy 

^2.  KAx*  +  Ay^ 

+  (y  +  -  Aj^  +  )AJ^;>f}  =6. 

Pour  abréger ,  faisons 

I  AAv  I  kLx 

*  KAje  +  Aj'*  *  VAJr*  +  A^* 

nous  aurons 

s  (  Ax  <ry  +  ;f  A /y  +  »  A  <r;c  )  =  0  J 

en  intégrant  cette  équation  par  parties ,  de  même  que  celle  du  n\  pré- 
cédent .  elle  donnera 


I 
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d'où  on  déduira 
ou 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  1  a  x  ^  la  seconde 
par  siAy  y  puisqu'on  les  ajoute  ^  on  formera  la  suivante 

(^xx  +  Ax)ax  +  (1^  + a^)a^=iCa:c  +  iC'Ay  ; 
dont  l'intégrale  tst 

et  appartient  à  un  cercle  quelconque.  Faisant  aussi  disparoitre  les 
radicaux  dans  les  équations  d'oà  celle-ci  est  tirée ,  on  obtiendra 
A*A  r*  *' A  x^ 

en  ajoutant  ces  résultats  il  viendra 

=  OJf  C'*—x  Cx-^xCy+  x'+y* 
—(Ç— af)A*— (C'-^)Ay +iAAf* +iA^' ; 

mais  par  l'intégrale  déjà  obtenue  ^  on  a 

'—i(C'—x)ax  —  2(C— ^)a^  + A;c*+ Ay=o: 

il  restera  donc  seulement 

k'=:0+C'+C''^i(^Ax'+Ay), 

résultat  d'après  lequel  il  est  visible  que  la  quantité  Ax^+A^'doit 
être  constante ,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché 
doivent  être  tous  égaux» 

Les  termes  iJ'y  etuS'x  s'évanouissent  d'eux-mêmes  lorsque  les 
points  extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ;  maïs  dans  le  cas  où  la 
base  seule  seroit  donnée,  c'est-à*dire ,  oh  l'on  auroit  la  dernière 
valeur  de  x  =  ay  la  première  étant  zéro,  il  faudroit,  pour  faire 
disparoitre  ces  termes,  prendre  us=zo  et  {=o>  lorsque  x=a^  ce 
qui ,  en  vertu  des  équations 

Pp  1 


*  * 


-v 
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donncroît  C=tf  ,  C'=o ,  et  conduiroit  à  Téquation  jc*+^*=:C'«  i 
appartenante  au  cercle  dont  le  diamètre  est  la  base  même  du  polygone, 
n  est  facile  de  conclure  de  là  que  parmi  tous  Us  polygones  dun  mimt 
nombre  de  côtés  et  dun  même  pirimitre  ^  cest  le  polygone  ripUier  inscrU 
au  cercle  qui  renferme  le  plus  daire. 


j 


yL* 
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CHAPITRE    IL 


Théorie  des  suites  y  tirée  de  la  considération  de  leurs  Fonctions 

génératrices. 

1033.  ^^  Chapitre  précédent  a  dû  montrer  que  ce  que  le  Calcul  . 
aux  différences  offroit  de  plus  satisfaisant^  consistoit  principalement 
dans  les  formules  d'interpolation,  dans  quelques  séries   générales 
pour  l'intégration  des  fonctions  d'une  seule  variable  et  dans  l'inté-* 
gration  des  équations  du   premier  degré  à  coefficiens  constans. 
Laplace,'  en  1779 ,  parvint  à  tirer  ces  diverses  théories  d'une  même 
source  ;  savoir  y  de  la  considération  de  ce  qu'il  appela  les  Fonctions 
giniratricts  ;  SOUS  ce  nouveau  point  de  vue  elles  présentent  un 
ensemble  aussi  simple  que  lumineux ,  et  constituent  une  nouvelle 
espèce  de  calcul  qu'il  est  très-important  de  cultiver  avec  soin.  Nous 
allons  donc  le  faire  connoître  dans  ce  Chapitre ,  qui ,  pour  être 
entendu,  n'exigera,  sur  les  différences  et  sur  les  intégrales ,  que  les 
notions  les  plus  simples ,  et  pourra  ainsi  former  un  traité  complet 
sur  ces  matières. 

Une  série  quelconque  étant  représentée  comme  il  suit  :  Des    fonctions 

«=^.+^.'+^.''+j'/. . . .  +^.r'+J',^./^',  etc.  ,ii",:.  «"'«=    - 

le  second  membre  est  le  développement  du  premier,  suivant  les 
puissances  de  la  variable  t^'u  est  la  fonction  génératrice  de  ce 
second  membre;  mais  par  ce  qu'il  est  contenu  implicitement  dans  son 
terme  général  yj'^  nous, dirons  que  u  est  la  fonction  génératrice  de  y^  , 
qui  sera  le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  la  fonction  u. 

Lorsque  la  série  proposée  procède  comme  ci>dessus ,  suivant  les 
puissances  entières  de  /,  le  théorème  de  Taylor  donne  sur  le  champ 


,/ X  """• 


d'u 


l.X.'^....X  dt' 

mais  on  peut  varier  d'une  infinité  de  manières  la  forme  du  dévelop- 
pement de  la  fonction!/ ,  et  de  là  naît  un  calcul  direct  quand  on  veut 
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déterminer  les  coefficiens  par  le  moyen  des  fonctions  génératrices  ;;  - 
et  un  calcul  inverse ,  quand  on  veut  remonter  des  coefficiens  aux 
fonctions  génératrices. 

1034.  La  première  question  qui  va  nous  occuper  aura  pour  .but 
de  déduire  du  coefficient  y,  relatif  à  la  fonction  génératrice  u  celui 
de  quelques  autres  fonctions  liées  à  celle-là  d'une  manière  fort  simple. 

1**.  Il  est  visible  que  le  coefficient  de  t*  doit  être  égal  à  y^_^  dans  ue^ 
hy,^^  dans  «/',  et  en  général  ^y,^„,  dans  «/*". 

i*.  Le  même  coefficient  de  t'  doit  être  égal  à  y^^^  dans  le  dévelop- 

pcment  de  - ,  ïy,^^  dans  celui  de  —,  et  en  général  ïy^^^  dans  celui 
de  — . 

D'après  cela  le  coefficient  de  t'  dans  »  l  -  —  i  j ,  ou  -  —  «  ,  est 

évidemment  égal  à  y,^^^ — y^ ,  ou  à  Ly,  ;  puis  à  cause  que 

u( i\=u( i\( iV  on  aura  pour  le  coefficient 

de  t*  dans  le  dévelopt>ement  de  cette  dernière  fonction ,  Ay»4-i"^Ay»f 
ou  A*y,,  etc. 

En  continuant  ainsi  y  on  reconnoîtra  sans  peine  que  le  coefficient 

de  /*,  dans  «  T  -  —  i  ^  est  égal  à  A"^,. 

Il  suit  de  là  aussi  que  u( 1  j  est  la  fonction  génératrice  de 

ty, ,  et  que  ut'^C 1 J  est  celle  de  A"y 

3*.  Passons  à  la  fonction  plus  générale 

dans  laquelle  a^  a\  a^^.^.a^"^,  représentent  des  constantes;  le 
coefficient  de  t'  dans  le  développement  de  cette  fonction  ,  que  Ton 
peut  mettre  sous  la  forme 

au       a'u  aS'^'^u 


t     * 


.>rA 


■y  .  ' 
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sera ,  d'après  ce  qui  précède , 

comme  cette  dernière  expression  reviendra  souvent  ^  nous  la  dési- 
gnerons par  7 y,  y  et  nous  dirons  que  la  fonction  génératrice  de  vy, 

est  «(^^+7-+7r****+— J- 

composant  avec  vy,  l'expression 

semblable  à  la  précédente,  et  que  nous  désignerons  par  v^gy  elle 
aura  pour  fonction  génératrice 

n  est  aisé  maintenant  de  poursuivre  cette  notation  et  d'en  conclure 
que  les  fonctions  génératrices  des  expressions  vV»****^'!/*»  sont 
respectivement 

•         a       a        a  ^^  'x 


.«       ^1/ 


(«k? 


4*.  En  combinant  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir ,  nous 
en  conclurons  que  la  fonction  génératrice  de  l'èxpres;ûon  a*v^c_j.  est 

./        a'      a"  <j<'>vVi         V 


r       • 


1035.   '^   S'^^^  ^^  ^^  m^^  ^*^^^  ^'^^^  P^^^  facile  que  d'obtenir  le 
coefficient  de  t'  dans  le  développement  de  us^^  si  5  désigne  une  fonc-« 

tion  quelconque  de  -  ;  il  suffit  pour  cela  de  développer  5^  suivant 

■  • 

les  puissances  de  -  ^  et  représentant  un  terme  quelconque  de  ce 

K 

dernier  développement  par  —-,  le  terme  aSecté  de  e'  dans  le  produit 

aura  pour  coefficient  celui  de  r^!".dans«f^  multiplié  par  K^ 
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ou  Ky,,^ ,  ce  qui  revient  à  changer  la  puissance  /»  de  -  en  y^^Z 

On  voit  par  là  qu'en'  écrivant  dans  i%  y^  au  lieu  de  - ,  et  dé- 
veloppant ensuite  suivant  les  puissances  de  y^  ^  il  n'y  aura  qu'à 
changer  {y, y  tny, ,  {y^y  e^y,^, .....  {y^T  en  y,^ ,  pour  avoir 
le  développement  de  us^i  c'est  ainsi  qu'on  formera  celui  de  v'jk»  9 
en  prenant 

On  introduira  les  différences  de  y,  au  lieu  des  valeurs  successives 
de  cette  fonction ,  si  on  développe  ^^  suivant  les  puissances  de 1, 

en  sorte  qu'un  terme  quelconque  j!C f-—  i  )   de  ce  développement 

donne  Ku   f ij   ;  JCa"^,  sera  le   coefficient  de  r' ^lans  ce 

dernier ,  et  puisqu'il  faut  substituer  A^y^  k  f ')^     *^    ^^ 


I  • 


visible   qu'il  suffit    de    changer  d'abord 1   en  Ay,,  ou  — 

en  i+i\y,,  puis  de  développer  le  résultat  suivant  les  puissances 
de  Ay,  j  et  d'écrire  ensuite  ^y^ ,  ou  j, ,  au  lieu  de  (Ay,)* ,  Ay^  au 
lieu  de  (Ay,)*',  eten  général  A"y,  au  lieu  de  (Ay^y» 

1036.  Le  développement  de  Xf'y^  s'obtient  avec  la  même  facilité  ^ 
en  observant  que  s'il  a  {  pour  fonaion  génératrice  y  le  coefficient  j^^^ 

qui  revient  à  A^.jfy^ ,  aura  pour  fonction  génératrice  {  ^— —  t  j 
(  n**.  précéd.  ) ,  et  que  par  conséquent  il  viendra 

C7-O 

en  faisant  abstraction  de9  constantes  arbitralt-ts  introduites  par  nnté« 
gration  ;  et  il  ne  s'agira  plus  que  de  passer  de  la  fonction  génératrice 
au  coefficient  ^  d'après  le$  préceptes  donnés  dans  le  n"".  précédent.    ' 

Ce 
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Ce  résultat  rend  évidente  l'analogie  des  intégrales  avec  les  puis- 
sances négatives,  déjà  remarquée  dans,  le  n^  914;  car  il  montre 
qu'on  peut ,  en  changeant  seulement  le  signe  de  l'exposant  p ,  passer 

de  la  fonction  génératrice  de  àFy^  ^    égale  à  u( ij,  à  celle 


\\   ,  et  réciproquement. 

Lorsqu'on  veut  tenir  compte  des  constantes  arbitraires,  il  faut 
ajouter  à  u  les  termes 

ABC  F 

1       T'A T*  •  •  •  'T'V  > 

dont  le  nombre  est  égal  à  l'exposant/?,  qui  désigne  Tordre  de  l'in- 
tégrale. 

1037.  L'interpolation  des  suites  n'est  au  fond  que  la  manière  de 
passer  du  terme  y^  et  de  ceux  qui  le  précèdent  ou  qui  le  suivent , 
à  un  terme  y^r+w  >  dans  lequel  n  représente  un  nombre  quelconque  ; 

u 
or  yx^n  est  évidemment  le  coefficient  de  /*  dans  —  :  toutes  les  ma- 

nières  de  développer    -^  doivent  donc  fournir  des  formules  propres 

à  Hnterpolation.  La  plus  simple  consiste  à  mettre  -  sous  la  forme 

^i  + ï\  ^  développer  1 1  +  T i  j|  ,  suivant  les  puissances 

de  ^— *  i^  et  à  remplacer  ces  puissances  par  les  différences  corres- 

pondantes  de  y^.  On  aura  de  cette  manière  \ 

u  /       n/i         \     n(n — i  )/ l         \' 

.^  ^  I  \  /         /  1.2      \  r         y 

n(/2— .l)(/2— -l)/-!  v^ 

et  le  coefficient  de  tf  dans  le  second  membre  de  cette  équation 

donnera 

n  n(n — 1)  ^         n(n — i)(n — 2)    , 

ys^n'=^a.+:;^ys+-^—-^^y.^~ ^^!y,+  etc. 

I  1*2  I»2*3 

résultat  conforme  à  celui  du  n**.  873, 

^pptndUu  Qq 


306     C  H.  IL  Th  éo  rie  des  s  v  ï  te  s  j 

Si  Ton  fait  -=  i  +  «  — ,   et    qu*on    développe    —  suivant  les 

puissances  de  a,  par  le  tuoyen  du  théorème  du  n*.  1 1 1  >  on  trouvera 

u  r         n        /2(/2+ir— i)    ,  ,  n{n+y-^i)(n+y—x) 

—.r^ul  r+-«+. ——A  H « 

r*  *•         I  1.2  1.2.3 

/2(;2  +  4r— i)(;2+4r— 2)(;2-h4^— 3)  ^  j  ^^  -i  ^ 

1.2.3.4 

Mais   de   -  =  I  +  * -7i  on  tire  a  =  ^\ •—  ')  >    et  puisque  le    ^ 

coefficient  de  f*  est  ày^^  dans  «1  a,  A^x-^r  dans  »*•,  et  ainsi  de 
suite  (  n*.  1034  )  ,  on  aura 

IX  nfn  +  ir — i) 

y.^n=yx+—^ys^r+  — — — -  ^y^^^ 
+ TXi ''^'-'' 

'       B(B+4r— i)(«+4r— i)(/:+4r— 3)  ^^ 

+ nr; ^V.-4r+etc. 

1038.  Si  Ton  prend  /r^— ij=|;,  et  qu*on  cherche  la  valeur 
de  -7  en  {y  on  aura  des  formules  analogues  à  celles  des  n^.  879  et  88ow 
Pour  développer  — •  suivant  les  puissances  de  { ,  il  faut  observer 
que  —  est  le  coefficient  de  «*  dans  le  développement  de  la  fracdon 

,  puis  chercher  à  introduire  {;  au  lieu  de/^  sans  ficiire  entrer  dans  le 


et 
t 


résultat  les  radicaux  que  donneroit  Téquation  proposée ,  entre  r  et  {• 
Or  en  multipliant  par  i — */  les  deux  termes  de  la  fraction , 


1— — 

.  t 


on  aura- ;  et  comme  Téquation  /  f-— "ï)=*=C 

ï — a( — [-A  +  «* 
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donne  -  +  t=i  +  i^  il  viendra 


I — «r 


de  voir  que 


(i— *)•—*{ 


;  mais  il  eii  facile 


-V 


;y  +  etC. 


il  reste  à  développer  chacune  des  fractions  du  second  membre  de 
cette  équation  et  à  rassembler  les  quantités  qui  multiplient  et!'  dans 
le  résultat  final.   Le  coefficient  de  «'  dans  le  développement  de 

^ est     *^       ^  ,  ^ ,  en  £iisant  a=:o •  après  les  difFéreniia- 

(l ùL)'  1*2.  j... h/a" 

tions  y  ce  qui  donne 

s(s+i)(s'hi)....(s  +  r — i) 

Par  cette  formule  le  coefficient  de  «*  est 


n+i 


'  1.1.3 

» 

(n — i)n(n-k'i){n+i)(n+^) 


dans 


dans 


dans 


il— y 


(!-*)• 


i.2.3.4«  j 
«te. 

en  nommant  donc  Z  le  coefficient  de  ct*^  dans  le  développement 
de   r r; »  nous  aurons 

J^,„^  I     —————  7  -j-  '  Z 

I  I.2.3  i.2.3,4.5 


{/2— 2;  (/«— 1);2(/2+ l)  (tI  +  2)(/2  +  3)  (/2  + 4) 


i^+  etc. 


i«2.3.4«{«6«7 
expression  qu'il  est  £icile  de  ch^pger  en 

n+i  .  (/2^- !)[(/»+ Q-^i]^  ,  (>a+i)[(/2+i)--i][(/a+ïr-4]  . 

#= 1 îH ^ T": C 

I  1.2.3  I.2.3.4.5 

(«+ !)[(;:+ i)'-i][(ii+i)'-4][(«+0'-9].  ,    ^t^_ 

1.1.3.4.5.6.7 


^      ./ 


Qq  » 


j  ' 


/' 


/ 
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Si  Ton  y  met  n — i  ,  au  lieu  de  /2,  elle  donnera  le  coefficient  de  «" 

fit 
dans  le  développement  de  p r; ,  savoir  : 

z,  =  -  -i {  i { 

I  1.1.3  1.1.3.4.5 

+  -^ ^-^ ^ ^î'+  etc. 

i.2.3.4.5*6.7 

mais  il  est  évident  que  le  coefficient  de  <t",  dans  le  développement 

de ; ,  ou  de  ; z ,  est  Z^Z't^ 

et  que  par  conséquent 

''  =w(Z~Z'/); 

la  question  proposée  revient  donc  à  chercher  le  coefficient  de  r*  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  »  celui  de  la  même  puissance  de  / 
dans  le  premier  étant  y^^^*  Or  un  terme  quelconque  de  uZ  pouvant 

être  représenté  par       Ku:(^^=.Kut'i—^\\  ,  donnera,   diaprés 

le  n'.  1034,  iCA"y^_^,  tandis  qu'urt  terme  quelconque  de  utZ\ 
représenté  par  Kut^'  donnera  JCA*y,_^_,  ;  on  aura  donc 

1.1.3.4.5 

n(/a'-i)(/,«-4) 

— . AVr-i— etc. 

1.1.3.4.5 

Nous  déduirons  de  la  valeur  précédente  de  —   de  nouvelles  ex- 

pressions  de  jy^»  en  y  changeant  n  en  n — i  ;  car  en  désignant  par  Z' 
ce  que  devient  dans  ce  cas  Z',  qui  représente  ce  que  devient  alors  Z , 
nous  transformerons  Téquation 

"i-rrrZ— Z'/,    eu  -^  =  Z'— Z'^/ ; 
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de  cette  dernière  nous  tirerons  -^  = Z\    et    prenant    la 


t"  t 


moitié  de  Id  somme  des  deux  valeurs  de  — ,  nous  aurons 

Mettons  pour  Z,  Z'  et  Z\  leurs  valeurs,  nous  obtiendrons 

i  Z- 1  Z"=  l[^±I+^i^±ili^^l  î  +  etc.  I 
1  1  il    I  i.i,3  ) 

i(n — i      (n — i){n — i)n       .         ) 

j_-  +  i i^ ^î  +  etc.  [ 

il    i  1.1.3  ^ 

=  1+ 1+ ^ ^—  i'+  ^ ^-^ ^V+etC. 

i.i  1.1.3.4  1.1.3.4. 5.6 

puis  chassant  { ,  il  viendra 

^          l       i.i    \t        /       1.1.3.4     \t        J 
'\-— -^ — r-tH i)  +etc.[ 

1.1.3.4.5.6         \t  /  ) 

+-^(1  +  0  -( — 0+-^^ ^/(--î  ) 

1    ^  ^ li\r         /        1.1.3      \t  / 

+-^^ --^(-  —  I  )  +  etc.} 

1.1.3.4.5        \/        /  •* 

et  formant  les  coefficiens  de  r*,  pour  chaque  membre,  d'après  les 
règles  du  n°.  1034,  on  en  conclura 

I.l  1.1.3*4 

+  -^^ — — ■i^^!y»-3+  «te. 

1.1.3.4.5.6  ' 

in,  .       I  n  (  «* — i)  ,   , 

11  11.1.3 

I  nin'' — 1)(/2* — 4)^    _  _         , 

1       1. 1. 3  «4*  5 
formule  semblable  à  celle  du  n%  879. 
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Si  Ton  en  prend  la  di£Férence  en  faisant  varier  n  de  Punité  ^  on  aura 

1  2  I • 2*3 

1  (2/2-4- l)(/2+2)(/2+lK/l—l)     , 

T A  y,_ï  +  etc. 

X  ).2«3.4,5 

2  2       1*2 


2 


I  (/2 — iWn+i)(/2  +  2),    .  ,         , 

)  K        M j  ^  aV,..+ aV,.,  )  +  etc. 


i.2.3%4 


écrivons  maintenant  y'^  au  lieu  de  ày^  ^  et 
nous  changerons  ce  dernier  résultat  en 


n — I 


au  lieu  de  n  ^ 


2  2r4«0.0 

2  2*4tP 

n-(«-'-i)(B-'^9) 
2.4.6^8.io 

formule  qui  rentre  dans  celle  du  n*,  880* 


i039«  ^^^^  allons  parvenir  dans  cet  article  ^  une  formule  dlntert» 
polation ,  plus  générale  que  toutes  celles  que  nous  ^vons  données 
jusqu'ici ,  et  qui  s'étend  à  toutes  Içs  séries  qui  tendent  sans  ççsse  ^ 
4evcnir  récurrentes.  Soit 


b      c 


1  . 


}a  question  se  réduit  à  trouver  une  expression  ^t  r-~^okbpnée  suû 


X 
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I 

yant  les  puissances  de  { ^  et  qui  ne  contienne  que  des  puissances  de  -^ 

m 

inférieures  à  — .  La  méthode  qui  s'offre  la  première  est  Télimina* 
tipn  des  puissances  -;r ,  -j;  *    -5;;  i  etc.  àt  —  ,  suivant  le   procédé 

I 

indiqué  dans  le  n\  1015  ;  °^^^^  ^^^^^  méthode  devient  impraticable 
lorsque  le  nombre  n  est  un  peu  grand  ;  et  pour  arriver  à  un  déve« 
loppement  général,  il  faut  avoir  recours  à  d'autres  artifices  ana- 
lytiques. Voici  celui  que  Laplace  employé  :  en  multipliant  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  de  la  fraction  -^ — r-  par 

et  substituant ,  dans  le  nouveau  numérateur  seulement ,  pour  {  sa 
valeur  ,  il  vient 


0 


(i  —  Vtfr+*d'^'+ce*-»+efl"-»....+/>9+j-çr) 


9 


6 
les  deux  termes  de  cette  fraction  étant  divisés  par  i ,  elle  prend 

la  forme 

m 

+  -^(*«"-' +/»«+?) 


+ 


q  fl"— 


««"'  +  *fl'-'+f«— »+««—».... +;,«4.y_^fl- 


I    ; 
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Maintenant,  la  quantité  —  pouvant  être  considérée  comme  le  coefE- 

cient  de  B"  dans  le  développement  de ,  sera  aussi  le  coefE- 

r 
cient  de  ô"  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente ,  déve- 
loppement qui  ne  dépend  que  de  celui  de 


Faisons  pour  abréger 
nous  aurons  ^ 


I  7  0"-  7'0'""         7 

;=-^  +  T;rH-^^+^^:T-+  etc. 


expression  dans  laquelle  il  reste  à  développer  ^  suivant  les  puis- 
sances de  9  ^  les  quantités 

I  I  I  I 

'JF  9         'J^  >         "^  >         "pj"  j  etc. 

On  y  parviendra  en  décomposant  la  fraction  — -  en  fractions  sîm-» 

pies  suivant  les  procédés  du  n%  368,  et  convertissant  chacune 
de  ces  dernières  en  séries  ;  alors  si  on  désigne  par  Z,_, ,  ^,  le  coeffi- 
cient de  9',  formé  par  la  réunion  des  termes  correspondans  de  ces 
séries  ^  les  coefficiens  de  9"  dans  les  quantités 

I  7  9"*  7*9*"  7^9^"* 

; "^  ± i i pfr 

p'  }  y%   y  y3     9  y\     9  ^«^f 

seront  respectivement 

te  coefficient  total  de  9%  dans  le  développement  de —    sera 

donc 

Substituant 
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Substituant  cette  série  dans  l'expression  de  —  ^  on  obtiendra 


I 

T 


+  *î'Z^,;,-4^.+  etc. 


^••••••••«  •••  ••    ••••••••••••••••  ••••• 

+-T  ?  +  «  î'-^n  «-4»+.  +  etc. 


Les  quantités 

ày,  +  *  ^^.4:,   +  f  j'^+t . . . .  +  qy,^ 
''^y,  +  *vy.+i  +  «  v>',4« . . .  +  y  vy,+„ 

etc. 

ont  été  désignées  respectivement  par  vy, ,  v*^', ,  v^y^ ,  etc.  dans 
le  n"*.  1034  9  et  il  suit  aussi  de  ce  n%  que  le  coefEcient  de  r^^  dans 

la  fonction  -7-,  est  v'j^,^^}  si  donc  on  multiplie  par  u  l'expression 

de  '— ,  trouvée  ci-dessus ,  on  aura  celle  de  —,   fonction  gêné- 

ratrice  de  y^j^^ ,  et  prenant  les  coefficiens  du  second  membre , 
jippcndiu.    •  '         R  r 
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suivant  la  remarque  que  nous  veaons  de  faire ,  on  en  déduira  cette 
formule 


X 


+    J'x+i  \^^o>  n-m+î   +^Z^,^_^^^.,  .  , +yZ^,,  ,^_,      I 
+  VJ'*^!  {^^i^  i^^m+i +^^0»-^»M.**  •  • +?^ii»-jit-i  } 

+    yx^{^2c9n^m^i +?^of»-«        } 

+  Vy^+a  {  ^^.  ♦  rt-am+i  ••••+ ?^»  >»-»»-»  } 

+  î V%+w-.  ^a  »  Tl-îm+t  +  etc." 

Les  diverses  séries  dont  cette  expression  est  composée,  étant 
ordonnées  suivant  les  quantités  vy^^  v*^,...v^,^, ,  v*j',4., ,  etc. 
sont  convergentes  toutes  les  fois  que  ces  quantités  vont  en  dé- 
croissant à  mesure  que  l'exposant  de  leur  caractéristique  augmente  ; 
on  en  tirera  par  conséquent  des  valeurs  de  y,^^ ,  qui  seront  d'autant 
plus  approchées  que  la  convergence  sera  rapide  :  ces  valeurs  seroient 
entièrement  exactes  si  Ton  avoit  v'y,=o ,  puîsqu'alors  chacune  des 
séries  qui  les  forment  ne  renfermeroit  qu'un  nombre  de  termes 
limité. 

L'équation  A^y,=o  développée,  revenant  à 

appartient  à  une  série  récurrente  dont  le  terme  général  seroit  ex- 
primé par  y'"'y,  (  n**.  983  )  ,  ce  qui  fait  voir  que  la  formule  d'inter- 
polation obtenue  ci-dessus ,  donnera  l'expression  du  terme  général 
de  toutes  les  séries  qui ,  par  des  combinaisons  d'un  nombre  m  de 
termes,  effectuées  d'après  les  formules  vy,»  v'^^,  etc. conduiront 
enfin  à  une  série  récurrente. 

Si  l'on  avoit  simplement  vy,=o ,  ou 

OQ  en  concluroit 


» 
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en  changeant  x  en  /i  ;  et  faisant  Jtf =0  dans  la  valeur  de  y,^^ ,  il 
en  résulteroit 

Cette  dernière  expression  offre  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux 
différences  posée  précédemment;  y^,  i'o  ^••••>'m-t  en  sont  les 
constantes  arbitraires. 

Si  Ton  se  proposoit  Téquation  v*j^=o,  la  formule  générale 
donneroit  pour  ce  cas  un  résultat  dans  lequel  entreroient  comme 
arbitraires,  les  quantités  j^^ ,  vy^j  jKu  vj'i •  •  •  «y^-.  »  AXm-t  :  l«ur 
nombre  est  égal  à  i/n ,. parce  que  l'équation  v*y,=o  monte  à  Tordre 
marqué  par  zm  ;  car  son  développement  est 

^{^y^    +^ys+i    +9^*+ +«y*+w    } 

+*(^y*-i..  +Ay*+»    +o^*+î +îyx+in^.i  }    _ 


> 


Il  enseroit  de  même  des  équations  plus  élevées  vV^=o,  v*j^,=o,  etc. 

1040.  On  parviendroit  encore  par  les  formules  précédentes  à  Tin - 
tégrale  de  l'équation  v'>,+-Sr,=o,  dans  laquelle  JC,  désigne  une 
fonction  quelconque  de  a; ,  en  faisant  ^,=y,+  j''',,  La  fonction  gé- 
nératrice u  deviendra  dans  cette  'hypothèse  u=::u'  +  u" ,  «'  et  u'  re- 
présentant les  fonctions  génératrices  de^',  et  de^*,  ;  supposons  que 
ttY=^>  et  que  J^,^n  soit  le  coefficient  de  /*^*  dans  le  développement 
de  7^,  nous  aurons  (  n*.  1034  )  X,+,^=v'j^*,^.,»  ;  mais 


I  z'"' 


et  le  coefficient  de  /*^,  dans  le  développement  de  cette  fonction , 
sera  évidemment  le  même  que  celui  de  fl"*"»-"'  dans  celui  de 

Rr  i 


_  # 
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coefficient  qui ,  d'après  le  n*.  précéd.  sera  désigné  par  Z,_, ,  ,^^^  „^; 
Il  suit  de  là  que  y\ ,  coefficient  de  /*^*  dans  u\  ou  dans  —  ,  sera 

et  reviendra  par  conséquent  à  2 -Y^Z,^^_«,_r ,  en  prenant  Tintégrale 
depuis  r=o,  jusqu'à  r  =  a7+;2 — msi  maintenant  si  Ton  écrit  dans 
Texpression  générale  de  j-,^^  du  n^.  précédent ,  y^^n  9  P*^s  qu'oa 
fasse  x=o,  et  qu'on  mette  pour  y^  sa  valeur  S-Sr^,_,,^_„_^, 
on  aura  y;.+2Jir^,..,„-«.^, 


(  +  v'- 


J^o  X^^a^i  >  ?i^m4.i  +     ^Z,_,  9  »_4m4.a«  •  •  +f  Z,_,  ,  ii-«JiH-'"  S 


•  •  •  • -*-fv'"*j^„«jZ,_,,„_,„^,. 

Cette  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  qu'on  aura  v|y^=o,  ou 
v'y^  + 7'^"^=  o ,  ou  enfin  v'y„  +X^=o:  elle  donnera  alors  l'inté- 
grale de  cette  dernière  équation;  et  les  quantités  y^^  v^«)««0'if 
ày^^...etc.  tiendront  lieu  des  constantes  arbitraires, 

1041,  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série 

de  la  fonction  —  (  n*.  109  ),  recherche  qui  renferme  implicitement 

celle  du  terme  général  d'une  suite  récurrente ,  c'est  pourquoi  nous 
allons  nous  en  occuper  en  détail.  Nous  prendrons ,  au  lieu  de  la 

I  .      £^ 

fraction  — ,  la  fraction  -yj^^tf^  étant  des  fonctions  rationnelles 

et  entières  de  :ir,  l'une  du  degré  s — 1,  l'autre  du  degré  s.  Sup- 
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posant  que  ^=  Q(x — fl)%  nous  aurons,  par  le  n*.  369, 

U  _      A  J,  ^,  ^n^^      P 

y  ~  {x—aY  "^  (x— il)"-*  "*" (r— a)»-* ••••"*"  x^a  "^  Q  ' 

et  les  constantes ^ ,  ^o*  •  •  •^«^i 9 seront  données  par  les  équations 
A     ="- 

I    ^  1/ 


. L_ ^-.  £ 

"-'~  i.x.3...(«— ly*"-'        'Q* 


»  et  f  étant  ce  que  deviennent  27  et  Q ,  lorsqu'on  y  change  x  en  «  j 
et  il  fa\it  observer  aussi  de  faire  la  même  substitution  dans 

Le  coefficient  de  x\  dans  le  développement  de  -; ,  ordonné 

suivant  les  puissances  positives  de  at^  sera 

n(/i+  i)(/2+i),.,  .(«+r— i)    ^ 

dans  celui  de  ;: 'rr—  sera 

(n 1)'2(/2+  i). ..  .(/2  +  '' — 2.)      ^, 


i.2.3....r  tf"-*-'-*  ' 


dans  celui  de  ; ^-—  sera 

{x — ay  • 


(/2_i)  (/7— i)/2(/J+i)..  .(«  +  r— 3)        ^. 


etc. 
en  réunissant  ces  diverses  parties  y  et  faisant  usage  de  la  notation 


» 
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du  n*.  902,  il  viendra 
— rr  r  ^  ^     A  ^     ji 

■■ -mM 

Mettant  pour  les  numérateurs  A ^  A^^.... •  «-^a-i >  ^^^^^  valeurs^ 
on  aura 

j^Oj  ï  rçi. — r: -zi: -7-^ — : •«  — r-l?^  _  ^ ,    , a  «-rr 


que  Ton  peut  écrire  ainsi  : 


n — I  n — 2  n— } 


I 


-li^- 


en  observant ,  pour  le  premier  terme ,  que  . 

«4-'— I  «— I 


•r  r 


[o][«+r-,]=  '-7     „J  =LJt_J=[„+r~,]  [o]  , 
pour  le  second ,  que 

[r][«-a]  [«-I] 

et  de  même  des  termes  suivans.  Cela  posé  ,  puisque 

«—X 

';^, — ~^2?--*  ^"' •  """^^  *  ^'  ^^  visible  que  le  développement 

ci- dessus  revient  à 


/ 


.  ■* 
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pourvu  qu'après  les  dîfférentlations  on  change  x  en  a.  Voilà  donc 
une  expression  fort  simple  du  coefEcient  de  x'  dans  la  partie  du 

V         . 

développement  — ,  qui  résulte  du  facteur  {x — ay  de  son  déno- 
minateur. Si  Ton  suppose  que  ce  dénominateur  se  décompose  dans 
les  facteurs  {x — af^  {x — bj,  {x — c)%  etc.  on  obtiendra  de  sem- 
blables expressions  pour  les  parties  résultantes  des  facteurs  {x — ^)% 
{x — c)%  etc.-  et  le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 

V 

rationnelle  ^^  -^n  9  ordonné  suivant  les  puissances  positives  de  a:  ^ 


sera  par  conséquent 


1<'-\J^,  ' 


l— 1 


u 


-jr¥x 
-[O] 


dx^' 


^-1 


—7+'       I 


x'^'i^x-^by^x—cj 

V 


x'^\x—aY{x—'Qy 

c^ 

x^^^x-^ay^x^by 


etc. 


pourvu  qu'après  les  difFérentiations  on  substitue ,  au  lieu  àz  x  ^  a 
dans  la  première  ligne ,  b  dans  la  seconde,  c  dans  la  troi* 
sième,  etc. 

Quand  même  les  quantités  a  ^  b  ^  c  ^  etc.  seroient  imaginaires  j 
on  n'en  parviendroit  pas  moins  au  terme  général  demandé  :  il  con- 
tiendroit  à  la  vérité  des  expressions  imaginaires  ;  mais  on  s'en  dé- 
barrasser oit  en  combinant  convenablement  les  termes  fournis  par  un 
môme  couple  de  facteurs  imaginaires. 

1041.  En  appliquant  ce  qui  précède  à  la  fonction 

I 

du  n^   1039,   il  faut  supposer  que 

tffl'"  +  ^9'"-'  +  cr"-. .  • .  +pa  +  q=a{9—etyé—'fiXê—y)  ,  etc. 
et  prenant 


y^     aX^^^yiê—l^yi^'^yy  etc.  ' 
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le  coefficient  de  *',  ou  Z,_,,,  aura  pour  expression 

I      

I 

■^  r-^X^—^yC^— i8)',  etc. 

+  etc. 

en  observant  de  faire ,  après  la  différentiation ,  ê=A  dans  la  première 
ligne ^  A=i3  dans  la  seconde,  tf=>  dans  la  troisième ,  et  ainsi  de 

suite. 

1043.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  pour  parvenir 
au  terme  général  d'une  suite  récurrente ,  exige  la  décomposition  du  * 
dénominateur  de  la  fraction  génératrice ,  en  facteurs ,  décomposition 
qui  dépend  de  la  résolution  des  équations.  Lagrange  en  a  donné  une 
qui  ne  présente  point  cette  difficulté  et  qui  conduit  immédiatement 
au  terme  général  de  la  série  engendrée  par  le  développement  d'une 
fraction  rationnelle  quelconque ,  la  voici  ; 

Si  Ton  fait  pour  abréger 

les  seconds  membres  de  ces  équations  étant  terminés,  la  fraction 

^  \,  ^  pourra  représenter  une  fraction  rationnelle  quelconque. 

u—x-h^x)  \  .  ^  ^ 

En  la  développant  d'abord  suivant  les  puissances  de  4(^)>  on 

trouve 

«         ^•—  ^        ■   ■  -4-  «  .  ■  a—M  etc« 

u — x  («— ;r)'  (2/ — x)^ 

et  pour  arriver  au  dernier  développement  il  faut  obtenir  en  par- 
ticulier celui  de  chacune  des  fractions 

I  I       _^  I 


*       77 — Tr^>      T. — Z\3>  ^^^* 


u—x  '     {u—xy  '     («— x)^ 

On  peut  les  tirer  de  la  fprmule  du  binôme  ;  mais  on  les  dérive 

successivement 


.^1 
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successivement  les  unes  des  autres,  en  observant  que 


I  I  X  X^  X^  X* 


u — X  u  u  ur        u^  u^*^ 

1          T               II  IX  '      îa:'  (n+i)x^ 
d — =  +     • —    +-? — . , .  +  -^ — ~- —  +  etc. 

^V— z=7r=:i^=-r7r-+-r;â— •••  +  — —;^3 —  +  ^^<^^ 


^^3 _^ _^ ^  I — i—L-. , ,  -L  i 1 il — \ — il '  ^^  '  j-  etc. 


_i       ^3    I  I      _  2.3    ^  x,3.4^        ^  ('2+i)(«+x)(/2  +  3)'^ 

2 

etc. 

Cela  posé,  la  fraction  -^— ^  fournira  dansle  terme  général  la  partie 

^iJX  ^i  jX         ^i^X         ^lyX  ^9j,X 

qui  s'arrête  au  terme  divisé  par  la  première  puissance  de  u  ;  cette 
partie  étant  réduite  au  même  dénominateur ,  devient 

j4^+j4,u+J^u^+A^u^ +J^t^    ^ 

et  revient  par  conséquent  à  — ^i^p^-  x*,  pourvu  que  Ton  borne  le  déve- 
loppement aux  termes  dans  lesquels  u  est  affecté  d'un  exposant 
négatif.  Cette  conséquence  subsisteroit  encore  quand  on  écrirolt 
f  (2^)4  (2^)  f  au  lieu  de  ^(z^),  puisque  ce  produit  est  de  la  même 
forme  que  f(^);   ainsi  le  terme  général  du  développement  de 

■  ^  ^  ^  ^  serolt  encore  exprimé  par        ,. .      *^\   dans  les  mêmes 

conditions  que  ci-dessus. 
Si  maintenant  on  différentle  par  rapport  à  tf ,  l'expression      \y  -  , 


,^«+i 


on  aura  le  coefficient  de  x""  dans  la  différentielle  de  la  fonction 

f{x)^{x) 


u — X 


y  prise  de  même  par  rapport  à  2^  ;  or  cette  dernière  est   ' 


V      \/ ^^-  ^1  €S^  <ï<^nc  évident  que -T—^-^i^  est  le 
(tf — xy  *       ax^  1^"^* 

jipptndicc.  S  s    -^ 
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coefficient  de  :c*  dans  le  développement  de  la  fonction :  ^  i 

en  observant  toujours  de  ne  prendre  que  les  termes  dans  lesquels  ar 
a  un  exposant  négatif. 

Par  les  mêmes  raisons ,  le  coefficient  de  x^^  dans  le  développement 

de ^  ,  seroit       \^^       ;  et  difterentiant  deux  fois  par  rap- 


u — X  u 


port  à  u ,  chacune  de  ces  fonctions ,  le  résultat  fourni  par  la  seconde- 
donnera  le  coefficient  de  x""  dans  le  développement  de  celui  qu'on  tire 
de  la  première  :  en  effectuant  le  calcul ,  on  trouvera 

m 

et  divisant  par  i ,  on  en  conclura  que  Tassemblage  des  termes  de* 

I      ^(u)'^(uy 

l'expression  — — -^^       n-^)      9  ^^^^  lesquels  u  a  un  exposant  nés» 
gatif ,  forme  le  coefficient  de  a:"  dans  le  développement  de 

{u—xy  • 

On  prouveroit  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de  ^^  dans^ 

le  développement  de  la  fonction  — ;       \!'  est 
'^'^  (tt — xy 


p{u)4(uy 


13 


et  ainsi  de  suite  y  eh  sorte  que  le  terme  générât  du  dévelbppemeat 

de ^    ,,  .  sera 

«— *  +  4W. 

I  3  P{u)^{uy 

T 7^^  i^ïi r  etc» 

en  se  bornant  aux  termes  oii  Texposant  de  u  est  négatif. 

Il  est  visible  que  les  différentielles  successives  de  cette  expressîor^^ 

relatives  à  »,  correspondent  à  celles  de  la  fonction ,  ,.  .» 
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prises  dans  la  même  hypothèse  ;  et  Ton  en  déduit  par  conséquent  par 
de  simples  difFérentiations ,  le  coefficient  de  jc"  dans  les  dévelop* 
pemens  des  fonctions 

{u^x+^x)y^      («-^+4W)''      iu-x+^x)y'  '"^ 

J044.  Nous  allons  appliquer  cette  formule  à  la  fraction 

P+Qx 


donnons-lui  la  forme 


I— i:f  cos«-H;t* 


^cos« 


P+Qx 

» 


—  x  + 


.% 


IQOSu  ICOS» 


nous  aurons 


Pix)=P+Qx,      4(^)=— ^,       u  = 


acos«  '  2Cos«  ' 

d'oïl  nous  déduirons 

fiu)  =  P+Qu; 

2C0SÛ»  '        4C0S«*  '  ^     ^        8cos«V 


f 


«"■*■*  ICOSA»         XCOSA»  * 

W'"^*  4  COS  «•      4  COS  CD*  ' 

etc. 


passant  aux  coefSciens  différentiels ,  pour  les  substituer  dans   la 
formule  générale  que  nous  diviserons  par  2  cos  a»  ,  nous  obtiendrons 

l  2C0S«  (2COS«)*  2(lCOSû))^  *    J 

l2C0Sl#  (2C0S«/  2  (3  cos»/  J' 

Ss    2 
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mettant  au  lieu  de  u  sa  valeur  ,  nous  parviendrons  à 

2COS» 

P  {(i  cos «)»    _  fcl^(2  ces «)"-*+ ^-^^^^^^^-^  (  2 cos«  y-^ 

1.2.3 

+  Q{  (2  cos  «r*- -^^=^(1  cos  «)*-^ 

1.2.3 
expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  puissances  négatives  décos  «i, 
puisque  la  précédente  ne  devoit  point  contenir  de  puissances  posi« 
tives  de  u.  On  la  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avec  la  formule 

sîn  n î=sin  {  {  2"-'cos ^-"—  ^^  2"-^cos  (;'''  +  (^—3) (^—4)  ^a-s^oj^— 5^  ^  ^ 

1  A  •  2 

—  ^ — ^^^—  -^ ^2"-'cos  7»-'+  etc.  }  , 

1.2.3  ' 

obtenue  dans  le  n"".  985  ;  car  on  voit  alors  que  la  série  qui  mul- 

tiphe  P  nest  autre  chose  que  le  développement  de  — ^-r- — - — ,  et 

• 
•        «•«••>'        i\    sin  /2  w 

que  celle  qui  multiplie  Q  repond  a  :   on  a   donc   pour  le 

sin  <»  . 

terme  général  du  développement  de  la  fraction 


I — 2Ji:C0S»  +  a;*      ' 

cette  expression  très-simple 

f  «  siiY/2-hi)«        ^sîn«û)l 

{ P—^ — —  +  Q.-. —    *% 

l  sinâ>  sinci)  J 

qu'Euler  a  donnée  le  premier  dans  son  introduction  à  l'analyse  de 
l'infini. 

La  formule  générale  s'applique  également  aux  fractions 

P^Qx  P^Qx 

(ï — 2^CGS«  +  Ar*)*  '  (l — 2a:C0S«+*')^ 

on  trouvera  pour  la  première, 

\       2Co>«  (2  ces»)*  l(COSû))^  J 

•u.  n  r     ""   ""'  («-Z)(«-I)«-'    .   («-4)(;,-3)(;z-i)«--«-'  -i  . 

/4- y  i  •■ •  —  — y r."~--+  , ,,  -^etc.  f , 

l      2C0SM  (xcos«;  l(lCOSw)*  } 


+  etc. 
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et  mettant  pour  u  sa  valeur  ,  il  viendra 

^  V £n n y/  ^  ç^5 «)''-5_etc. } 

+  Q{;2(icos»)'*  •  — {n  — 1)(/2— i  )  (icos«)""* 

+  i^ î^^^^ i^ii ^(  icos»)"-^— etc.} , 

2 

en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  cette  expression  aucune  des 
puissances  négatives  de  cos  m. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  les  applications  de  la  formule 
du  n*".  précéd.  nous  observerons  qu'elle  exige  le  développement  des 
puissances  de  la  fonction 

4(  r  )  =5,+  B,x  +  B^x^+  B^x^Jr  etc. 

lequel  donnera  lui-même  celui  de  la  fraction  rationnelle 

B'''\^B,x^B^x^-i'B^x^ +^ii^"      * 

en  la  mettant  sous  la  forme 

{J,+J,x. . . .  +J^^,){B,+B,x.  • . .  +  B^x'^y  ; 

nous  avons  trouvé  dans  le  n"".  98 ,  les  équations ,  d'après  lesquelles 
on  peut  calculer  successivement  les  coefHciens  des  diverses  puissances 
de  a:  ^  dans  le  développement  de  la  formule 

{A+Bx+Cx^'\'Dx^'\'ttQ.Yi 

mais  pour  en  rendre  l'application  plus  facile,  il  auroit  fallu 
donner  Texpression  immédiate  de  ses  coefHciens  :  tel  a  été  l'objet  récent 
des  travaux  de  plusieurs  analystes  Allemands,  MM.  Hindenburg,  Pfaff, 
Maurice  de  Prasse,  dont  nous  avons  cité  les  ouvrages  dans  la  table. 
L'exposition  de  leurs  recherches  nous  entraîneroit  trop  loin  ;  il  nous 
suffira  de  dire  qu'elles  reposent  sur  le  Calcul  des  combinaisons ,  ap- 
pliqué aux  indices  qui  marquent  le  rang  de  chaque  coefficient ,  Calcul 
dont  Léibnitz  avoit  prévu  Tuiilité^  et  dont  il  a  donné  un  essai  dans 
les  Acta  truditorum  de  Tannée  1700 ,  à  la  fin  d'une  réponse  à  quelques 


^i6      Ch.  il  Th  é  0  r  te  des  suites; 

imputations  de  Fatîo  de  DalUicr  (  voyez  aussi  ses  œuvres,* 
tome  III,  page  365  ). 

x045«  I^cprenons  le  Calcul  des  Fonctions  génératrices.  Laplace 

^onne  encore  au  développement  de  —  une  nouvelle  forme  qui  le 

conduit  à  une  formule  d'interpolation  dépendante  à  la  fois  des  diflFér 
rences  et  des  fonctions  désignées  par  la  caractéristique  v;  mais 
forcés  par  l'abondance  des  matières  d'omettre  plusieurs  détails  in- 
téressans ,  nous  renvoyons  pour  ceux-ci  au  Mémoire  même  d*où  ce 
qui  précède  est  tiré ,  et  nous  allons  passer  à  l'usage  des  fonction^ 
génératrices  dans  la  transformation  des  suites. 

Toute  suite  n'étant  autre  chose  qu'un  développement  de  la  fonc« 
jîon  sy,  prise  depuis  x=o ,  jusqu'à  x  infini ,  il  est  évident  que  \t%^ 
diverses  manières  d'exprimer  ce  développement  fourniront  des  suites 
équivalentes ,  ou  des  transformées  de  la  même  suite.  Soit  la  suite 

y.+yi  +^««  •  •  •  -^yx+yx+x + etc. 

et  faisons 

^  =  J.+J^i^+^a^*.  •  •  •  +y,^'+^r+.^***+  etc. 

il  suit  du  n*.   1036,  que  le  coefficient  de  t'^  dans  la  fonction 

,  exprimera  la  somme  des  termes  de  la  suite  proposée  depuis  j^^ 

t 
inclusivement^  jusqu'à  rinfini.  En  multipliant  les  deux  termes  de 
cette  fraction  par 

bec 

tf +^+c+e+  etc.  • . .— (<H — I — H  -^+  etc.) , 

on  rend  le  numérateur  divisible  par  i ^  et  il  se  change  en 

f*  +  ^  +  ^  +  etc. 
+  j(c  +  e+etc.)  +  y(e  +  etc.)  +  etc.f  • 

puis  posant 

a+b+  c  +  c  +etc.  =li: 

4+-+-^+-^+etc.=  î, 
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en  aura 

t+c+c+etc.+'-(c+  ^  +  etc.)+  -(e+etçO+etc, 


^  X  — î 

/ 


«^ 


équation  dont  le  second  membre  développé  par  rapport  à  {  prend 
cette  forme 


*+c+^+  etc. 
+7(^+^4-  etc.)| 

u     \ 

+-^(<+etc.) 


+  etc. 

a/ 
mais  le  coefficient  de  /*  dans  -pétant  égal  à  ^'^'^^4^  (  ^*«  1^34  )>  k 

même  coefficient  dans  le  développement  de  la  formule  ci-dessus,  sera 

:+    (,+,+  «c.){^+^'+-%t:-+-%ii+«c.} 
+  (,+  «c.){^+^+^+%^+-«c.} 

+  €tC.    , 

Cette  nouvelle  série  équivalente  à  la  proposée ,  depuis  y^  jusqu*à 
llnfini ,  deviendra  convergente  si  les  quantités  vy»  9  v*^', ,  etc.  vont 
en  décroissant;  elle  s'arrêtera  même  si  Ton  a  v'j^^^o 9  et  donnera 
alors  la  somme  des  suites  récurrentes.  En  faisant  x=o ,  on  trans- 
formeroit  la  série  proposée  à  partir  de  son  origine. 

En  général  y   si  {  représente   une   fonction  quelconque  de  -, 

et  que  Ton  désigne  par  vy,,  v*jj^, ,  vV*i  etc.  les  coefficiens  de  e' 
dans  tt{,  u:(^,  u:^^  etc.  on  parviendra  à  ordonner,  suivant  les 

puissances  de  î ,  le  développement  de 7-j  en  multipliant  les 

I  — 


u 
I 
/ 


k  . *.     ",    r 
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deux  teripes  de  cette  fraction  par  X — {,  K  étant  une^uantité  égale 
à  ce  que  devient  {  lorsque  /=  i  ^  afin  que  K — i  soit  divisible  par 


I  —  -.  Représentons  par 


9    .  ^    .  ? 


q^ h— +— +  «^c- 

le  quotient  de  la  division  ^  et  nous  aurons  ^ 


/  «-/  -  -»  -.3 


■ 

+  etc. 

et  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficîens ,  suivant  la  con« 
vention  établie  ci- dessus ,  nous  obtiendrons 

* J'*=— ^^  T j^; 1 ^3 *"  ^^^* 

+--^— +—|^i; 1 — ^3 h  etc. 

"+  etc. 
Pour  avoir  toute   la  série ,  c*est-à-dire  ^  Tintégrale  ^y, ,    prise 
depuis  ^==0  j  jusqu'à  x  infini ,   il  faut  faire  dans  la  formule  ci- 
dessus  x=o. 

1046.  Je  ne  puis  quitter  ce  sujets  sans  faire  connoître  une  trans- 
formation purement  algébrique  et  fort  simple  ,  qu  Euler  a  employée 
avec  succès  dans  son  Calcul  différentiel  ;  elle  consiste  à  faire  d^ns 

la  série 

S  =  ax+bx^+cx^'^dx^+ex^+  etc, 

y 

X  ^=  -=^ .  En  prenant  le  signe  +  .  on  a 

^  =y — y+  y—  y  +  y—  y  +  etc. 

:c'=y»— i^H-   3^—  4y^+   5/—  6y'+etc. 

Ar^=y — yy^+  6y — iqy^+ 1 5^' — 11^+  etc. 

X^;:=y— 4y*+  loy— 10^  +  35/— 56^+  e^C- 

ctc, 

d'oîi 


..«.-  ^.^ 
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cl*oii  Ton  déduit 

S=ay—a  y*-^  a 

y^ —  a 

y+    " 

y—  etc. 

+  jè 

-4^ 

+   c 

—îc 

+  6c 

+   d 

^—^ 

+  « 

Les  coefEciens  des  puissances  de  y  dans  cette  série ,  sont  les  diffé- 
rences du  premier  terme  ^  de  la  série 

tf+^+c+^+e+  etc. 

qu'on  obtient  en  faisant  jc=i  dans  la  proposée;  et  Von  conclut 

de  là  que 

^  =  tfj<+Atf.j^*+AV.y4-A'tf.j^^+  etc. 

Cette  dernière  série  sera   convergente  lorsque  les  différences  de 
termes  de  la  première  iront  en  décroissant. 

Lorsqu'on  fait  x:=z--^ — ,  on  a  v= ,  et  la  série  ci-dessus 

.  i+y  -^      I— ^ 

devient 

X  X*  x^  x^ 

série  équivalente  à  la  proposée. 

Quand  la  série  a-ht+c-^d+c+  etc.  a  des  différences  constantes  i 
on  obtient  exactement  la  somme  S.  Si  Ton  avoir ,  par  exemple  ^ 

4^+1  f^x*+4ox^+8'^x^+ 1 56^:^+259^5:^+  etc. 

on  trottveroit^  en  prenant  les  différences  des  coefficiens  numériques  , 

a=4 ,      Atf  =  1 1 ,      A'tf = 14,      A^tf =6 ,      A^tf =0  ,  etc. 

ce  qui  dbnneroit 

AX  IIX*  JAX^  6x^ 


4;r — X* -f  4x^ — x^       x(i+  x*)(4 — x)  , 


(l-A) 


A4 


—  •1:'»* 


(I-*) 


Non- seulement  on  arrive  de  cette  manière  à  la  limite  de  la  série 
proposée ,  ou  à  sa  fonction  génératrice ,  mais  on  obtient  encore 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ses  termes.  En  efiët ,  la.  série 
proposée  étant 

S=ax+bx^  +  cx^+dx^. . . .  +/>jt"+'  +  yAr"+*+rA:"-*-H^^"*"H  etc. 
Appendice.  T  t 
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on  aura 

/»  x"+'  +  j  «'"^ + r  *"+' + 5  «'•*■♦  +  etc. 

et  en  retranchant  cette  partie  de  l'expression  totale  de  5 ,  il  viendra 
pour  la  somme  des  termes,  depuis  le  premier,  jusqu'à  celui  qui  est 
multiplié  par  x^,  inclusivement , 

Avec  un  peu  d  attention  on  reconnoît  facilement  que  la  série 
transformée  n'est  convergente  par  elle-même  que  dans  un  très-petit 
nombre  de  cas ,  lorsque  les  différences  àa ,  aV  ^  L^a  y  etc«  ne  dé« 
croissent  pas  très-rapidement  ;  mais  si  l'on  donne  à  jc  le  signe  -^  , 
la  série  proposée  et  la  transformée  deviendront  respectivement 

S  z^ax — bx^'\-  cx^ — dx^+e  jc*—  etc. 

X  X*  X  x^ 

S=a Atf- ~  +  à^a  ; r;— ^'^  7 Tx  +  etc. 

i+x         (i+xy         (i+^y        (1+^)^ 

en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  ;  et  la  seconde  sera  conver- 
gente lorsqu'on  y  supposera  x=:i  et  :r<i  :  le  premier  de  ces  cas 
mérite  une  attention  particulière. 
1047.  O^  ^9  quand  x=iy 

Sz=  a — b  +  c  —  d+  e—  etc. 

5"  =  ^tf— i  A  tf  +  ^  A*tf— -j^  A^tf  +  etc. 

et  par  ces  formules  on  trouve  les  limites  d'un  grand  nombre  de  séries 
divergentes. 

Si  Ion  propose ,  par  exemple , 

I — i  +  i —  1+   I —  i+etc. 

I — 1+3 —  4+   5 —  6+ etc. 

1 — 4+9—16  +  25 — 36+  etc. 

etc. 
On  trouve  pour  la  première  série,  tf=i  ,  A/ï=o,  A*tfS=:o,  etc. 
et  par  conséquent  S  =  ^  ^  comme  on  l'a  vu  dans  le  n*.  6  de  l'In- 
troduction ;  pour  là  deuxième  série  «=1 ,  va=i  ,  S=^i  pour  la 
troisième  ^=1 ,  Aa='i  ,  ^*azszi ,  5zi:o,  etc. 


t 
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On  arriverolt  encore  à  la  limite  cherchée,  si  la  série  transformée 
étoit  de  celles  que  Ton  sait  sommer  ;  mais ,  sans  nous  arrêter  à  ces 
exemples  9  passons  à  la  série  excessivement  divergente  ^ 

I  — 1.1+ i.i,  3— 1.1^3.4+1.1.3.4. 5 — etc. 
Pour  obtenir  les  différences  du  premier  terme ,  on  formera  la  table 


suivante. 


termes. 
I 

6 

110 

710 

5040 

40310 

361880 

3618800 

etc. 


d'iffér.    1 


•rt 


4 
18 

96 

000 

4310 

35x80 

312560 

3x659x0 


différ. 


a*. 


3 

M 

78 
504 

3710 

30960 

xSjiSo 

1943360 


difiJr.  3*. 

4 
64 

416 

3116  I 

17140 

156310 

1656080 


On  aura ,  d'après  ce  tableau  , 


,\ 


S= +  1  — 

148 


16   ^1 


389   1119 

64  "^  118 


16687 


148319 


1468457   I60I953I 


116 
1908994 II 


\ 


+  etc. 


511  1014  1048  4096 

série  un  peu  moins  divergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  deux 
premiers  termes  et  représentons  le  teste  par  S'^  nous  aurons 

1       -.        ..3 


S  —  ~  +  S'  et  5'=i 
4  8 


16  31  64 


en  transformant  la  série  S'^  comme  nous  avons  fait  la  proposée  ^ 
nous  en  diminuerons  la  divergence ,  car  nous  trouverons 

36585 


1*      1"    1*      i" 


99  ^.^»5 


U 


341Î07      21^5323 


18 


4401 
1'"  1'^ 

40866515 


1 

+  etc. 


16 


1*'  1'-  r 

LtB  deux  premiers  termes  de  cette  série ,  réduits  à  un  seul ,  donnent 

^=  —  +  S'',  en  désignant  par  S'*  l'assemblage  de  tous  les  autres  ; 
1 

Tt  1 


V 


/< 
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et  transformant  encore  la  série  5",  il  viendra 

S''=—  _  IL +112  _  4^9  ■  5M'  _  16283      338835 

2771097 
i^T— +etc. 

Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes ,  et  dési» 
gnant  le  reste  par  S"'^  nous  aurons 

et  si  l'on  s'arrête  après  les  quatre  premiers  termes  de  S'",  on  aura 
r'=  11^  __  i2112L  ,  d'oîi  Ton  conclura  5  =  0,40081038, 

résultat  qui  nVst  encore  exact  que  dans  les  deux  premiers  chiffres 
décimaux ,  à  cause  de  l'extrême  divergence  de  la  série  proposée. 
Nous  donnerons  dans  la  suite  un  moyen  plus  expéditif  pour  parvenir 
rau  nombre  0,4036514077,  exact  jusqu'au  dernier  chiffre. 
|/    âm    it/i  ''     1048.  La  transformation  qui  nous  occupe  étant  appliquée  aux 

ï— T  +  T  — ?  +  i  — T7+etc. 

dont    la   première    exprime    le  logarithme  népérien    de  i,  et  la 
seconde  la  longueur  de  la  huitième  partie  de  la  circonférence  du 
cercle  (  Int.  n°'.  16  et  38  )  ,  conduit  à  des  résultats  fort  élégans. 
En  prenant  les  différences  des  termes  de  la  première,  on  trouve 

Jlflp    -ère    i.         ..^       _«_  _^        _1_  ^^^       i  i         ^,^ 

ain.  1,        a,  a3>  34>  T^    y  — 777»  ^^^» 

diff.  2%     H-  j,      +    1-^3-7     ,      +    T~-T     ,     +T^T7,   etc. 

"*"•    3>  «4»  a.3-4-5^  3-4i.é>  ^^^* 

dlfF.  4%    +  f ,  etc. 
etc. 

et  Ton  en  conclut 

^'----Î  +  T^  +  TT7  +  tt'tt  + rnr  +  etce 
On  obtient  pour  la  seconde  série , 

""*•    ^        >  î-5        >  3î         >  Î7>7»9>  9-11    ^**'« 

difF.2%    +-^^,  +—'^V,  +-r-f47,  +7:V:*rT, etc. 

ain.  3,  i.3.S.7^3'î'79>  ^^^» 
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ce  qui  donne 

^  a     •      ).a     1      3-5a»^    îî-7-a»     3M-7-9'a    ^  ^*'^* 

ou      zJ=i  +  i   +  1^   +   i^ff^  +   L^.ii^   +etc. 

La  même  méthode  donne  facilement  la  limite  de  la  série 

11— -13  -h  I4— I5  +  I6  — I74-I8— 19  +  etc. 

parce  que  les  différences  des  logarithmes  consécutifs  vont  en  dé- 
croissant; mais  pour  abréger  l'opération,  il  faut  former  immé- 
diatement la  valeur  du  résultat  des  neuf  premiers  termes  de  cette 
série ,  valeur  qu'on  trouve  égale  à — 0,3911005.  Nous  supprimerons 
le  détail  du  reste  du  calcul  qui  n'offre  aucune  diificuhé  ,  et  nous  dirons 
seulement  quEuler  a  trouvé  pour  résultat  0,4891606  ;  la  différence 
de  ce  nombre  avec  le  précédent  est  0,0980601 ,  et,  comme  logarithme , 
répond  au  nombre  1,1533 1 5  :  telle  est  la  limite  de  la  série  proposée. 

1049.  ^^^  théorèmes  des  n*".  864,  873,  913,  914  et  915  se 
déduisent  ayec  la  plus  grande  facilité  de  la  Théorie  des  fonctions 
génératrices. 

Il  est  visible  que 

m 

on  tire  de  1^ 

les  coefficiens  de  t'y  dans  le  développement  des  termes 

"(7^0»      "(7-O'      <7-0''*^^' 

fournis  par  le  second  membre,  seront  respectivement 

^^x>        ^!yx*        ^!y*j  etc.   ^ 
et  par  conséquent  on  obtiendra  le  coefficient  de  ^  dans  le  déve- 
loppement de  ce  membre,  en  développant  la  quantité 

{  (  1  +  ^Jt)" —  ï  }"*>  pourvu  qu'on  applique  à  la  caractéristique  A 
les  exposans  des  puissances  de  Ay^  (  n',  1035  )*  ^^'^  ^^^^  autre 

u 

coté,  le  coefficient  de  r%  dans  le  développement  de  ~^^u^  est  égal 


( 
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à  y^^^ — y^  ;  désignant  cette  nouvelle  espèce  de  différence  par  la 
caractéristique  àfj^^  les  coefHciens  de  f^  dans  le  développement 
des  fonctions 

seront  respectivement 

A>,  >        a'>x  »        a'>,  ,  etc. 
çt  nous  conclurons  de  là  que 

cette  formule  rentre  dans  celle  du  n**.  873  ,  lorsqu'on  y  fait  ib=i  et 
qu*on  change  n  en  h\  et  dans  celle  du  n*.  864 ,  quand  n=  i ,  /o  de- 
meurant quelconque. 

Si  la  caractéristique  2'  représente  l'intégrale  relative  aux  diffé- 
rences marquées  par  a',  dans  lesquelles  x  varie  de  la  quantité  n  ^  les 
considérations  du  n"".  1036,  appliquées  à  ce  cas,  feront  voir  que 
S'"y,  est  le  coefficient  de  ^  dans  le  développement  de  la  fonction 

u  f  —  —  I  J  ,  abstraction  faite  des  constantes  arbitraires  introduites 
par  l'intégration;  et  comme  on  a 

on  en  conclura  de  même  que  ci-dessus , 

2'">,=  {(i  +  Aj.,)--^i}-      (1); 

inais  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatives  de  ày^  ^ 
en  termes  de  la  fornje  7:y, ,  xy, ,  etc.  parce  que  le  coefficient  de  /*, 

dans  le  développement  de  «  T i  j   est  l,y,  (  n*.  1036  )  :  avec 

cette  attention  l'équation  que  nous  venons  d'obtenir  comprend  celles 
des  n".  913  ,  914  et  915. 

Si  l'on  change  a:  en  — ,  la  quantité  x'.  variera  de  k ,  lorsque  x 

variera  de  l'unité ,  et  nk  sera  la  variation  de  x\  relativement  à  la  ca- 
ractéristique a',  ç'est-à-dire ,  que  x'  deviendra  x'+k  dans  Ay,^, 


/' 


ê 
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et  x'-^nk  dans  ^'y^ti  il  est  visible  que  les  équations  (i)  et  (1) 
subsisteront  encore  dans  cette  hypothèse  :  nous  pouvons  donc  les 
regarder  comme  ayant  lieu  lorsque  x  devient  a: + A,  par  rapport  à 
la  caractéristique  a  ,  pourvu  que  nous  supposions  qu'il  se  change 
en  ar+/xA:  par  rapport  à  la  caractéristique  ù!.  Si  nous  concevons 
maintenant  que  k  représente  une  quantité  infiniment  petite  ^  ou 
l'accroissement  dx ,  et  que  n  soit  infiniment  grand  ,  nous  pourrons 
écrire  ndx=:zA^  <t  désignant  une  quantité  finie  ^'  et  changer  a^, 
en  dy^\  mais  les  équations  (i)  et  (1)  devenant  alors 


' 


2">,= 


doivent  être  ramenées  à  l'hompgénéité  conformément  aux  loix  tm 
Calcul  différentieU  Pour  y  parvenir ,  il  suffit  de  remarquer  que 

l(i+^^J-=/zl(i+iyJ==n(^~^^*  +  etc.); 

en  ne  prenant  que  le  premier  terme  de  la  série ,  on  obtient  n  dy^  ^ 

dy  dy 

quantité  équivalente  à  ndx~-y  ou  àiflt-~j  et  l'équation 

d  ""^^ 

l(i+^Jx)''=*-j^  conduit  à  (i  +  ij.)»=e*^*,  en  supprimant 

pour  plus  de  simplicité  l'indice  àt  y^  que  l'on  peut  sous*entendrc 
facilement  dans  ce  cas.  Par  le  moyen  de  cette  valeur ,  on  a 

dy 
A'>  =  Ce*^*-ir     (3), 

^^y  =  -^ (^^^ 

en  observant  de  transporter  à  la  caractéristique  d^  les  exposans 
de  dy ,  et  de  changer  les  puissances  négatives  en  intégrales.  Ces 
équations  sont  les  mêmes  que  celles  du  n"".  915. 

Considérons  l'accroissement  n  comme  infiniment  petit ,  ou  comme 
ix ,  A  •>,  se  changera  en  iTy ,  x'>,  en  -j^ry^^^i  €t  (i  +  Ay,)" 


:\ 
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dx        dxXix-^r^y) 

en  (i  +Aj<)    =e  ,  en  écrivant  dx  pour  n.  Le  développe» 

ment  de  cette  expression  est   i  +  ^xl(i+Àj^)+etc.  substituant 
dans  les  équations  (i)  et  (i)^  elles  donnent 

équations  semblables  à  celles  des  n*".  867  et  915. 

La  route  qui  vient  de  nous  conduire  ài  ces  formules  a  l'avantage 
de  nous  découvrir  la  cause  de  l'analogie  des  puissances  avec  les  dif- 
férences et  les  intégrales  ^  puisqu'elle  nous  montre  que  les  fonctions 
génératrices  des  différences  de  y^  j  sont  les  produits  de  la  fonction  u 

par  le$  puissances  positives  de  la  quantité  -  --^  1 9  tandis  que  celles 

des  intégrales  sont  les  produits  de  u  par  les  puissances  négatives  de  la 
même  quantité. 

1050.  Laplace  a  obtenu  ,  ainsi  qu'il  suit ,  pour  les  séries  de  la  forme ^ 

yo+yi^  ^+^.^v +^xûV+  etc. 

des  formules  analogues  à  celles  du  n"".  précédent.  En  nommant  u  la 
somme  de  cette  suite ,  ou  la  fonction  génératrice  de  y^a',  on  s( 
l'équation  identique 

et  d'après  le  n"".  précédent ,  le  coefficient  de  t^,  dans  la  fonction 

uÇ — "^^j  ^^^^  ^S^^  ^  ^""•^'j'*>  ^^  supposant  que  x  varie  de 
la  quantité  /z.  Mais  le  coefficient  de  la  puissance  de  f  dans  le 
développement  de  u  f ij  est  a'^y^ ,  ainsi  qu'il  tst  facile  de 

s'en  convaincre^  en  observant  que  le  coefficient  de  r*  dans  uf —  -p^  1  j 

ai  a 

et  continuant  ainsi  de  proche  en  proche.  Si  donc  on  développe 
suivant  les  puissances  de  —  — -  x  ^  le  second  membre  de  l'équation 

Ht 

identique 
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identique  posée  plus  haut ,  on  pouna ,  dans  le  passage  des  fonctions 

génératrices  aux  coefHciens  »  remplacer  les  puissances  de  —  .^  i  par 

ne 

celles  de  Ajr, ,  multipliées  par  le  facteur  commun  a%  et  transporter 

après  le  développement ,  les  exposans  des  puissances  dé  aj^,  à  la 

caractéristique  a.  Avec  cette  attention  y  on  aura  Téquation 

A'«.a'j.,=  a'{  tf-(  J  +  ày,y^  i  r        (7)  î 

puis  en  écrivant  —  m^  au  lieu  de  m  ^  on  aura  encore ,  comme 
dans  le  n"".  précédent  9 

Si  Ton  substitue  ro/  à  ^r ,  et  qu'on  désigne  par  y  ce  que  devient 

alors  yplA  différence  de  x'  sera  -  :  en  supposant  r  infini ,  cette 

différence  se  changera  en  dx'i  oh  aura  àyx=^dyi  on  fera  en- 
suite  a^^=p9  pour  obtenir  a'=p''  et  a*y^^=f'y.  Maintenant  si 

Ton  prend  n  infiniment  grand ,  et  qu'on  pose  -  =  «  ^  la  quantité  a 

pourra  être  finie  ^  et  exprimer  le  changement  qu'éprouve  Xy 
lorsque  x  devient  jr+/i,  d'où  il  résulte  que  t^"^^p^y\  s'^./^'V'i 
désignent  pour  l'ordre  /nia  différence  et  l'intégrale  de  la  fonction  p'*^y\ 
lorsque  V  $e  change  en  jicr'+«.  Remplaçant ,  dans  les  équations  (7) 
et  (8) ,  A>,  par  ày^  il  viendra 

t'''.py=  p-'  {/^(l  +dyj—i }  * 

f .  p" 

et  ramenant  U  quantité  (i+^y)"  à  lliomogénéité  »  çopun;:  dans  le 
p%  précédent ,  on  aur*  (  i+dyy^  c  ^,  d'où  il  suit 

A'-.py=p'Xp-f^»-ir    (9) 

^'vy=— -|^ —  (10). 

^ffcndhcf  Vv 
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bien  entendu  qu'un  terme  tout  constant  K,  équivalent  à  ^(>,)**Cy,,)% 
doit  être  remplacé  par  Ky^^  ,^. 

Pour  introduire  dans  le  calcul  les  différences  de y^\^^9  îl  faut  dé- 
velopper 5"*  suivant  les  puissances  des  quantités  -  —  i ,  -7 i  ; 

un  terme  quelconque  du  résultat ,  étant  désigné  par 

k( i^  \p — ij  et  multiplié  par  tf,  ou  A^ttf i^  \-T^^  i^  9 

donnera  lieu  à  un  développement  dans  lequel  le  coefficient  f^*^  sera 
exprimé  par  K A     ^j',,,,.    Il  suit  de  là  que  la    quantité    v'^y^.,. 

se  formera  dans  ce  cas  en  substituant  A^,,,,  au  lieu  de  —  «^  i  ^^ 
et  A,,^',,,,  au  lieu  de-; — i,  dans  ^,  et  développant  alors  i* 

m 

suivant  les  puissances  de  4,y,,,#,  ^x/^*»*^!  puis  en  transportant 
à  la  caractéristique  a  les  exposans  de  ces  puissances  ^  et  mettant  ainsi 

a'^' v,,^,^  à  la  place  de  {^^ys^^.)X^x^yx9s»y'^ 

Si  Ton  désigne  par  2     ^x  >  **  Tîntégrale  du  coefficient  y,  ; ,;  ^  prise 

un  nombre  r  de  fois  par  rapport  à  x  seul ,  et  un  nombre  /  de  fois 
par  rapport  à  x  seul ,  et  que  Ton  représente  par  [  la  fonction  gêné* 
ratrice  de  cette  intégrale  ,  celle  de  la  différence  5  J^#  9  ^/  »  sera  d'après  ce 


qu'on  vient  de  voir,  {( 1 1 J  \-y  —  i  )  >  et  Ton  aura  par  conséquent 

connoissant  ainsi  la  fonction  génératrice  de  s     ,y^,'r%  on  aura  cettt 


intégrale  en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens,  NOus 
observerons  qu'à  cause  des  quantités  arbitraires  qu'elle  doit  coiki<* 
porter ,  il  faut  écrire 

/  I         \V  i  \''  A       b       c  q 


a'       y       c'  <{ 
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^9  ^7  ^  f*1 9  étant  des  fonctions  arbitraires  de  /  et  a\  b\  c  y.  .\f^f 
des  fonctions  arbitraires  de  /  ;  d*oii  Ton  conclut 


'-r 


1051.  Appliquons  maintenant  ces  principes  à  Tinterpolation  des 
séries  à  double  entrée,  recherche  qui  consiste  à  déterminer  Tex* 

pressionr'dej^,^^,,/^;^',  ou,  ce  qui  revient  au  même ,  le  coefficient 

u 
rV",  dans  le  développement  de  la  fonction  -rmr*   ^   ^^^    visible 

qu'on  a  l'équation  identique 


• + ^vO+'-^FC^O 


n(;2— i)(/i-r-a) /i-^  ^ 


I.2.3 

-—A      n'  n/t — A/r— / 


(--)  +  etc. 


U 


+  t(^)*T7(^X^) 


+  etc. 
et  dans  ce  développement  le  coefficient  numérique  de 

a(«— i)(n_i). . .  .(«__r  +  1)  a'(rt'— 1)(«'— 2). . ..(«'—./+ ,) 

*  '  '  *»       -Il  *■  ^  '      •  / 


.r       f— f'     .!•' 


OU  [o][/ï][o]f/2'].  Cela  posé,  le  coefficient  de  rV",  dans  le  déve- 
loptement  de  »  (^^  —  1^  {^y  —  1^  ,  étant  a      y„  ,^ ,  le    terme 


h^  .     • 


t  • 


543^     Ch.  h.     Théorie  jDÈSSirzTSSf 

général  de  l'expression  de  y^+n>x)+n,  ^^^ 

_,        ,    —r*        r'    r+r' 
[o]  [n]  [O]  [«']  A       y,y„t 

jr,  9f 

formule  dpnt  on  tire  cette  série 

y^^n^  s,^n'=ysjsn+—^xj^rfs,+  — T": — A'.y,,^^  +  etc. 


i.i 


i+i 


n  n     n 


+  ,  \.  ^    'aVj^^»^+  etc. 


1.2 


+  etc. 


que  nous  avons  déjà  obtenue»  n*.  894,  par  d'autres  considérations. 
On  peut  lui  donner  cette  forme 

«n -observant  de  transporter,  comme  il  a  été  ditdans  le  n*.  précéda 
à  la  caractéristique  a  ,  les  exposans  des  puissances  de  t^y^^g^9  ^r/y^^xit 
et  d'écrire  y^s  ,^9  au  lieu  du  premier  terme  i ,  que  Ton  doit  r^ardcr 
çommç  équivalent  à  (a,j^^ ,  JX^*^^>  »J^ 

i053«  Proposons-nous  maintenant  d'ordoqneisfc  développement 
de  j^^»,x,,  suivant  les  quantités  vj',,,,,  v>,,,/  ,  etc,  et  prenoM 
CO  conséquence 

B      C      D  P'       1 


i'=^  +  7+y+ 


+^-.+  ^ 


5'    c    /y 

C"     D' 
+-;r  +  etc. 


+  -îiT* 
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Soit  fait         -^  +y-^-^+-pr** +  7:nr=« 

c    jy 

c:+— +ctc.=^ 

etc. 

^     ^  d 

il  viendra        î=«  tf  H J--* . .  •  é  • .  •  +  -^, 

équation  semblable  à  celle  que  noas  avons  traitée  dans  le  n*.  IO39, 

i 

et  pour  laquelle  nous  avons  4onné  Pexpression  de  —  à  la  page  313; 

mais  dans  le  cas  actuel ,  il  laut  développer  de  plus  les  coeffi- 
cienstf^  h^  Cy^^^q^  suivant  les  puissances  de -7- ^  ce  qui  changera 
la  quantité  *^.f»-m+.+^î^.5  »-«m+,+  ctc. 

+  etc. 
en  une  autre  de  la  forme 

iH  +  A^î  +  etc.  + -7-C^.  +  -^^.{  +  etc.) 

la  quantité         c  Z, ,  ^_„^,  +  c  {  Z, ,  »_,«^,  +  etc. 

+ «  -Z. ,  »-,»^à  +  <  î  i^. ,  »_,"4«  +  etc.  = 

+  etc 
en  une  autre  de  la  forme 

M  -ir  N'i  +  etc.  +  -1  (  Ai'.  +  l^\i  +  etc.) 

+  j^  (  ^^+ A^VC  +  W.  ). . .  +^, il^H-o 

la  quantité  «  ^. ,  ji««+,  +  eic. 

+  etc. 
en  une  autre  de  la  forme 

M"+N\  +  etc.  +  i.  (  iW",  -4*  A^^î+  etc.  ) 
+4- (^V+J^^\î+ etc.). . . +-irrAiV. , 


s. 


\ 
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et  ainsi  de  suite.  Il  est  facile  de  voir  que  la  somme  des  puissances 

II 

de  -  et  de  -7- ,  dans  ces  expressions ,  ne  doit  point  surpasser  l'ex* 

posant  n  ^  lorsque  cet  exposant  est  entier.  Cela  posé ,  on  aura 
'  =Af+ A"{  + etc.  +  4- {-*^t+^.{  + etc.) 


r* 


m 


+— ,-(M'.+A?'.î  +  etc.) 


+ 

I 

I 

.(i»f',+JV.î  +  etc.) 

[ +• 

I 

r^'»-. 

H*  +N'  i  +  etc. 

+  7-(+-7r(^'.+^".î  +  etc.) 


+  7^7^"»- 


M"—)  +  M"-)î+etc. 
+ -l-(JW,("-)+iV,("-0^+ etc.  ) 

+p^(+7r(^.<"-''+JV.<— >î+etc.  ) 


et 


1 
^ 


»• 


>• 
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et  comme  le  symbole  vy^^,,  désigne  la  quantité 

^yxix.-'r  -ff  jKx+ .  » ., + ^  y»+.  >  *".    +  etc. 
+  B'yi ,  „+,  +  C>,+, ,  „+,  +  etc. 

+C>„„^.    +etc. 

+  etc.  N 

et  que  le  coefficient  de  ft'*',  dans  le  développement  de  la  fonc- 

tion  -7^,   est  exprimé  par  vy^+r^^î+rr  (  n*.  1051  ) ,  on  conclura 

de  ce  qui  précède ,  en  passant  des  coefficiens  aux  fonctions  géné- 
ratrices y  que 

+ ^.y. ,».+.+ ^x  vy*  »  X-+I  +  etc. 
y>^n  »  x.=  < + A/.JK, , ,,+. + ■'V.  vjKx  )  x,+a  +  etc. 

^'  ^x+. , .,  . + -'V'  vyx+. ,  X.    +  etc. 
^  y  ^'.J'x+i ,  X/+.  +  A^'.vy,+, , .,+.  +  etc. 

'  '  w/ * 

^^■"-'^^x+«_.,x.    H-^^'"-'>vj',+„_.,,;    +etc. 
+  iW.<"-'>y,+m-.  »  x,+. + JV.^""' Vj^,+^. ,  „+.  +  etc. 

m— 1 

n — m+j  ,  w— 1 

Cette   suite   s'arrêtera   lorsque   quelqu'une  des  quantités  vy,,^,, 
Vy„x,,  etc.  sera  nulle. 

Si  Ton  prend  vy,,,y=o,  et  que  Ton  fasse  ensuite  a:=o  dans 
l'expression  précédente  de  j^,^;j ,,, ,  on  aura 

+Mnyo,Ts^n 

• • ••••  -jrM  ,|_,j^,  f  jp/^-B^i 

« 

\4ppcndicc.  ■"  Xx  . 


# 


k  ' 


z-    ■ 
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cette  expression  s'écrit  sous  la  forme 

• •••••• T-^  irir  Jm—t  >  x/4-r  * 

rintégrale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  r=o  ,  jusqu  à  r=n^  i , 
afin  d'y  comprendre  la  somme  des  termes  depuis  r=o ,  jusqu'à  r=/ï 
(  n^.  897  )  ;  rintégrale  du  second  terme  étant  prise  depuis  r=o , 
jusqu'à  r=ny  et  ainsi  de  suite;  enfin  l'intégrale  du  dernier ,  depuis 
r=o,  jusqu'à  r=/2 — /n+i. 

L'expression  que  nous  venons  d'obtenir  pour  yJ^ ,  -  est  évidem- 
ment l'intégrale  complète  de  l'équation 

■ 

+  -o y^ , ^,^,  +  c  yn-^t 9 X/+I ••••••••••••••••••••••••• 

^^  J  n^  x/+a  •• • •••• 

1054.  La  recherche  de  cette  intégrale  se  trouve  ramenée  à  celle 
des  coefficîens  M,  itf,  ,....Af',  M\,  etc.  qui  sont  précisément 

ceux  des  puissances  de -7-  dans  le  développement  des  fonctions 

*  Z.  ,  ^^nt+i  +  CZ^,  ^^m^  +  etc. 

etc. 

ces  développemens  seront  faciles  à  former  dès  qu'on  connoîtra  ceux 
des  quantités  Z^,^_^,,  -^a, «-«+.»  €tc.  ou  en  général  celui  de 
^.9r>  mais  on  trouvera  sans  peine,  par  les  formules  du  n%  1041  ^ 
que 

^    ^ L 


1 


iMMhi 


ï _^ 

'«>"*■'(?'—«)(;'— 18).... 

etc. 


,,-iîl 
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et  comme  a,  fi  ^y ,  etc.  sont  les  racines  de  rcquation 

tf  9"+  * «"•-'  +  < fl"-* +  î  =  o, 

ces  quantités  seront  dans  le  cas  actuel  des  fonctions  de  -y.  Si  Ton 
fait  -y  =  j  ,  et  que  Ton  difFérentie  m  fois  de  suite ,  par  rapport  à  j  , 
l'expression  de  Z^,  r,  pour  en  éliminer  les  quantités— 7,  -7,  -7,  etc. 

a       fi      y 

on  parviendra  nécessairement  à  une  équation  finale  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction  Z^,^  et  à  ses  coefficiens  diâérentiels  ;  ces 
quantités  y  seront  multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des 
racines  <t,  fiy  yy  etc.  et  de  leurs  différences,  fonctions  que  Ton 
pourra  par  conséquent  exprimer  d'une  manière  rationnelle  au  moyen 
des  coefficiens  de  l'équation  ^  8*+  etc.  =  o  (  n%  1 59  ).  Faisant  en- 
suite disparoître  les  dénominateurs  des    termes    du   résultat,  les 

quantités  Z^,  ^,  — -^ — ,  etc.   n'auront  pour  coefficiens  que  des 

ds 

fonctions  rationnelles  de  ^  ou  de  -7-  »  c'est-à-dire ,  que  les  termes 

d^Z 
de  l'équation  finale  seront  de  la  forme  JCi"  ~r?~^"  ^^^  P^^^  *  ^^  ^» 

désigne  le  coefficient  de  i*>  dans  le   développement  de  Z^,^,    le 

terme  ></  deviendra  /(/ — i) (i — i^  +  i  )^/~'^  9  en  passant 

d^Z  , 
dans      /"^^ ,  en  sorte  que  i  (  i —  i  ) (  i — ^  + 1  )  A^  ^^  sera 

le  coefficient  de  j""^*"^,  dans  Péquation  finale,  et  que  par  con- 
séquent il  faudra ,  pour  avoir  celui  de  i'  dans  la  même  équation  ^ 
changer  i  en  i  —  /w  +  f^ ,  et  A;  en  A/_+w/«  :  on  aura  donc 

I  * 
pour  ce  coefficient ,  le  même  que  celui  de  -j^.  Il  est  visible  que  si 

dans  cette  équation  différentielle ,  on  remplace  les  fonctions  gé- 
nératrices par  leurs  coefficiens  ^  on  la  transformera  en  une  équation 
aux  différences  entre  les  valeurs  successives  de  a^  ,  et  dont  l'intégration 
donnera  ces  valeurs.  Par  là  l'intégration  de  l'équation  vj^^,,^=:o 

Xx  1 


■^ 
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est  ramenée  à   celle  d'une  équation   aux  difFérences  à    deux  va- 
riables seulement  et  à  une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  l'application  des  formules  précédentes  , 
supposons  qu'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 

Dahs  cet  exemple 


,      B     B' 

t      t 


a=j4  + 


b  =  B  y        c =0 ,  etc. 


d'où  r  =  tf#p|--,        tffl  +  *==0,        9  = —  «, 

^  t  a        , 


'   \r 


Z.,r= 


ÛA 


r+i 


(r-B)' 


+r* 


en  écrivant  ; ,  au  Heu  de  —~.  Différentiant  la  dernière  expression 
de  Z,,Tf  on  trouve 


ds 


rB'{À-\-B's) 
{-B) 


/-  \r— 1 


r+i     y 


\f\T 


et  éliminant  la  fonction  —^ — jrr; — ,  il  vient 


^Zo>r 


(^+j5',)_rJ?'Z„,=  o; 


substituant  enfin  dans  cette  équation ,  à  la  place  des  fonctions  géné- 
ratrices .  les  coefEciens  de  -7-  •  on  obtient 

J{i+l)  hi^^  +  B'i  A,—  r  B\. 

Or   la  quantité  *  Z^,^^^,+/Z^,^_^.+ etc.  se  réduisant  â  son 
premier  terme ,  donne  seulement  Mi  =  B\. ,  et  l'on  en  conclut 


n9  Si 


—  BXh 


r  yc  5  x'-fr  y 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o ,  jusqu'à  r=/j+i.  Il  faut  faire 
attention  en  intégrant  l'équation ,   d'oU  dépend  a,.  ,  que  la  cons** 

tante  arbitraire  introduite  soit  telle  qu'on  ait  a^=  r — ^r;??* 


.-» 
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1055.  L't'quation  v^, ,  ,,=  o ,  ou 

■^yxtx<+Sy^+,  '>x.+  ^j.+.»  .........  •+?J',+m-,  r. 

+ ^>„  X/+,  +  Cyr+,  ♦  x,+,  +  etc. 
°=<  +C'>,,„+.    +etc. 

I  J'»  JX/+111' > 

correspond  à  l'équation  ^  =  o ,  ou  à 

B      C  i 

+  — +— +ctc. 
r      // 

^^  +7;+ etc. 

I 
qu'on  obtient  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  des  coefficiens 

yxjx'i  3         y*Jty  i*t9         J^*+a  >  */  *  etc. 

>'*»x/4.a>    etc. 

etc. 
leurs  fonctions  génératrices 

u  u 

u,        —,        —,  ttc. 

u  u 

—  ,        —,  etc. 
t  tt 

u 

/     etc. 

car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré ,  qui  a 
lieu  entre  les  coefficiens ,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonc- 
tions génératrices.  L'équation  {^^p  rentre  évidemment  dans  Téqua- 

tîon  (1)  du  n*.  1015,  Iqrsqu^on  y  change  -  en  «,  et  -^  en  jô;  et 

Ton  doit  saisir  maintenant  la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont 


.1 
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conduits  à  Tune  et  à   l'autre:  la  même  correspondance   existe  à 
regard  des  fonctions  d'unç  seule  variable. 

Il  suit  de  là  que  Tintégration  de  Téquation  vjr>*/==o,  par  la 

seconde  méthode,  revient  à  déterminer  l'expression  de  -  ,   déve- 

I  I 

loppée  suivant  les  puissances  de  -  ,  au  moyen  de  l'équation  i=^o  ; 

or  il  y  a  aussi  dans  cette  méthode,  comme  dans  la  première  ,  des  cas 

oïl  l'expression  de  -^  se  présente  d'abord  sous  la  forme  d'une  suite 

in6nie«  L'équation 

i         a       b 

té       i        t  ' 

qui  correspond  à 

est  un  de  ces  cas ,  parce  que  la  plus  haute  puissance  de  -  y  est 

multipliée  par  -.  Voici  l'artifice  qu'employé  Laplace  pour    lever 

cette  difficulté. 

L'équation  proposée  donne  immédiatement 

a 


'  -;-*' 


d'pù  on  tire 


f't'" 


'■•'G-0' 


La  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 


t^t'".' 


•■  ■■  '"y 


Q-O 


%t 


« 


/ 
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Les  premières  opérations  de  l'Algèbre  suffisent  non-seulement  pouf 
ce  cas ,  mais  encore  pour  toutes  ks  séries  dont  le  terme  général 
est  de  la  forme 

.  (rt  +  iS/i  +  >«»+ etc. )xf  ; 

ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  les  Elémens  d'Algèbre  :  passons  donc 
aux  artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  int^ral. 
1058.  Considérons  d'abord  la  série 

s  =  x  +  ix*+'ix^+4x^ +  nx^  i 

en  multipliant  tous  les  termes  par  —  ^  on  obtiendra 

X 

sdx         . 

:r^dX'\'X:idX'\'  xx'^dx +  /ï :c""'V;r : 

X 

intégrant  ensuite  il  viendra 


/- 


dx  ^  jt  — jt"+* 


3 

X  I X 


=  :r  +  :c*+it^ •••+  a;'=' *; 


on  aura 


•     ,         •  ,  *  Hsdx  «  —  Ar"+' 

et  en  difFérentiant  l'équation  / = • 

J       X  i—x 

sdx        dx'^^(n  +  i)x''dx  +  nx'"*''dx 

d^oti  Ton  déduira 

La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  comprise  dans  cette  autre 
plus  générale 

s=zax  +{a  +  t)x        +{a  +  il^)x  +(a  +  ib)x  ^^ 

+  (tf  +  (/2— i)*)x 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  ^slv  px'dx^  tïowi 
aurons 

psxdx  -=  apx       tfjr#.#.  + (tf  +  («— i)^)/>:v  dxi 

cette  série  se  ramèneroit  Comme  la  précédente,  à  une  progression  par 
quotiena ,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  n  on  avoit 

OU       tf/^— I  +  (/ï  — !)*/  =  * +r+(/i—i)  i8; 


• 
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\  a        b 

Uéquatîon  —r  —  t c  =  o, 

^  ttf        t        e 

donnant  aussi 

t 


I  c  -^  ab 

on  peut  chasser  la  quantité  -  —  * ,  du  résultat  ci-dessus ,  et  si  on 
le  fait  dans  les  termes  affectés  de  V ^^ ,  f",^. ,  etc.  on  obtiendra 


Passons  maintenant  des  fonctions  génératrices  aux  coefHciens.  Il 

u 
est  visible  que  celui  de  f'r ',  dans  -^7^ ,   est  y,\^,\   la   quantité 

u(-  —  b\,  mise  sous  la  forme  «^'(7-7 — ij,  étant  développée, 
devient 

.4  "        >•       "        ■  K'^— 0       "  ...    \ 

d'où  l'on  conclura  que  le  coefficient  de  1"^°^  dans  cette  fonction  est 

développement  qui  est  celui  de  ^'a',/*^^—),  pourvu  que  l'on  fasse 

^'=0  après  la  difFérentiation.  On  se   convaincroit  de  la  même 
manière  que   le    coefficient   de  /""/%  dans   le   développement  de 

ui a\ ^  doit  être  a'ùjjA  '""J ""  ■} >   en   faisant  jr  =  o  après  la 

.  différèntiation  ^ 
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(diiTérentiation  ;  et  Ton  aura  enfin 

'^{c  +  al>y        '\  a'   J 

pour  riotéçrale  de  Téquation 

En  développant  cette  intégrale ,  on  reconnoîtra  sans  peine  qu'elle 
exige  la  connoîssance  de  la  première  ligne  horizontale  et  de  la 
première  colonne  verticale  de  la  table  à  double  entrée  qui  correspond 
à  réquation  proposée, 

1056.  Des  considérations  absolument  semblables  à  celles  du 
n*.  1 049  ,  vont  nous  conduire  aux  formules  que  nous  avons  dé)4 
obtenues  dans  les  n°'.  $65  ,  867,  $69,  895, 

Soit  maintenant 

^— >'.,.+ J',».'+J'.,.«' +^i»o''  +etc. 

.+  ^. , .'' + J'.  > .«'+  y.  »  .'•''  +  «c. 

+7«>  /^  +  etc. 
+  etc. 

Si  Ay,;,;;  désigne  la  différence  de  j^,,,;,  prise  en  faisant  varier 
en  même  tems  x  et  x\  la  fonction  génératrice  de  a"^,,,/  sera 

u{  — ;-'— p  I  J  ,  n\  105 1  ;  mais  il  est  visible  que 

— -.i=(i  +  —  i)(i  +  -?— O— ^^ 

^  que  par  conséquent 

«(;^- !)'"=«  {(i+7-t)(i  +  7- 0-0-; 
4ppmdicc^  Y  y 
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le  développement  du  second  membre  de  cette  équation  pouvant  être 
ordonne  suivant  les  puissances  de  -  —  t  et  de  -  —  i ,   contiendra 

les  termes  uf i  j  ,  uf^-^ij  ,  qui  sont  les  fonctions  généra- 

m  fi  n' 

trîces  de   a  r^^xf^  ^  Jx^x»*  passant  donc  de  ces  fonctions  à  leurs 

coefficiens^  on  aura 

ày,,x»={  (  '  +  ^syx.x.)  (  I  +  A„y„  ,0—  ï)"* 
en  observant   de  transporter,  dans  le  développement  du  second 
membre,  à  la  caractéristique  a  les  exposans  de  a,j^,,„,   ^x,yx%xf 
Il  suit  aussi  de  ce  qu'on  a  dit  (  n*.  105 1  ) ,  sur  les  fonctions  génér 
ratrices  des  intégrales ,  que  l'équation 

I  ^ 

doit  avoir  lieu  dans  les  mêmes  conditions  que  la  précédente  5  et 
en  remplaçant  les  puissances  négatives  des  différences  par  des 
intégrales* 

Dans  les  formules  ci-dessus ,  les  différences  des  variables  x  et  x* 

sont  égales  à  Tunité;  mais  il  est  visible  que  «f-vT^^-iJ      est 

la  fonction  génératrice  de  la  différence  A''"y,,/,,  prise  en  faisant 
varier  x  àtntt  x'  de  n'i  et  en  vertu  de  Téquation  identique 

U  viendra  encore 

dans  les  mCmes  conditions  que  ci-dessus ,  relativement  aux  exposans 
des  différences. 

Ces  équationssubsisteront  encore,  sîTon  suppose  que  les  différences 
de  X  et  de  x',  au  lieu  d'être  i ,  relativement  à  A^y,,  ,^  et  à  A,,y„  ,,  ^ 
soient  k  et  k!\  mais  alors ,  dans  âJy^y  ,^ ,  les  différences  de  x  et  de  x' 
seront  respectivement  knti  h!n'.  En  considérant  k  et  k!  comme  infî- 


--.4 
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niment  petits ,  ou  comme  Jx  et  dx'j  tandis  que  n  et  n'  seront  infinis  , 
on  pourra  faire  kn=:A,  â:V=a^  a  et  a'  désignant  des  quantités 
finies;  dans  cette  hypothèse,  à,y,^^^  «^  A^^y,,,  deviendront  les 
différentielles  partielles  de  y,  et  se  changeront  par  conséquent  en 

dy  dy 

-rdx  y  -^-rdx  :  on  aura 
dx         dx 


(I  +  ^r^y.y.r={  ^  +  ^^^}"-'*  "" 


» 


d'oïl  on  déduira 


A'>. 


2  "v       —  — 

**    Jx  »  xi ^ 


Supposons  maintenant  que  les  accroissemens  n  et  n'  soient  infi- 
niment petits ,  tandis  que  k  et  k!  soient  finis ,  ce  qui  changera  nk 
en  dxf  n'k'  en  </a:',  et  A'"|y,,  „  en  «Ty  ;  nous  aurons 

(  ï  +  -i.  J'x.  .,)=(!+  A„y,  ,„)      =  I  +  </  x'I  (  I  +  A„y,  ,  „)  , 

formule  qui  revient  à 

On  trouveroit  facilement  pour  fonctions  de  trois  et  d'un  plus  grand 
nombre  de  variables,  les  formules  correspondantes  à  celles  qui 
procèdent. 


Yy  X 
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mmm0 


CHAPITRE    III. 

■ 

Application  du  Calcul  intégral  à  la  Théorie  des  suites. 

1058.  Li'i NT ÉG RATION  des  difFércntlelIes  à  une  seule  variable 
ayant  conduit  à  des  séries ,  on  en  a  conclu  qu'on  pouvoit  repré- 
senter une  série  par  une  intégrale,  et  comme  on  a  des  méthodes 
pour  calculer ,  au  moins  par  approximation ,  la  valeur  d'une  inté- 
grale entre  des  limites  données  (  n"*.  470  ) ,  on  a  cherché  à  re- 
monter d'une  série  à  l'intégrale  dont  elle  est  un  des  développemens« 
C'est  par  ces  considérations  qu'Euler  a  créé,  pour  la  sommation 
des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme  général ,  des  méthodes  trèS'» 
ingénieuses  que  nous  allons  faire  connoître  successivement^ 

De  la  somma-*      ^^  première  de  ces  méthodes  consiste  à  effectuer  sur  la  série  pro- 
tlon  des  sériesi       posée  des  opérations  telles  que  les  résultats  successifs  conduisent  en 

dernier  lieu  à  une  série  que  l'on  sache  sommer ,  ou  qui  soit  semblable 
à  la  proposée. 

La  progression  par  quotiens  (  ou  géométrique  ) 

a         û^b         a-\'ib         tf+3^  4+(''*— ')^ 

est  un  des  cas  les  plus  simples.  En  passant  le  premier  terme  du 
second  membre  dans  le  premier  membre ,  et  ajoutant  aux  deux  le 

terme  x        ,  il  vient 

J  —  ^+JC  =       x         -{-x  .....+.V 


b^    a  a-\-b  ^^-C" — 0*1  9 


=x  \x      +^         +jr  I 

a         a'\'nb  l 

d'oïl  on  tire  s  —  x  +x        =  sx  ;  et  par  conséquent 

a  û'^'nb 

5= j—, 

l-^x 


« 


/ 
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Les  premières  opérations  de  l'Algèbre  suffisent  non-seulement  pouf 
ce  cas ,  mais  encore  pour  toutes  ks  séries  dont  le  terme  général 
est  de  la  forme' 

.   (ce +  iS/i  +  >«*+ ctc,)xf  ; 

ainsi  qu^on  peut  le  voir  dans  les  Elémens  d'Algèbre  :  passons  donc 
au>c  artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  int^ral. 
1058.  Considérons  d'abord  la  série 

j  =  ;c  +  iAr»+  'ix^+  4x^ +  nx""  ) 

en  multipliant  tous  les  termes  par  —  ^  on  obtiendra 

sdx         . 

==-^0:+  x:idx'\''ix''dx.. + /ï  Ar""*  V;r  : 

X 

intégrant  ensuite  il  viendra 


/ 


'sdx  ,  jt*— jt""*" 


=  :r  +  :c*+  x^ +  Ar'=  ^ '- , 

X  I  ^^x 


on  aura 


et  en  dlfFérentiant  l'équation  / = • 

J      X  i—x 

sdx        dx^^(n  +  I  )x''dx  +  nx'"*''dx 
d^oti  Ton  déduira 

La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  comprise  dans  cette  autre 
plus  générale 

s=zax  +{a  +  t)x        +{a  +  il^)x  +(a  +  ^b)x  ^ 

+  (tf  +  (/2— i)*)x 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  px'dx^  nowi 
aurons 

psxdx  =  ap  X       dx...^  +  (a  +  (n^^i^i)px  dx; 

cette  série  se  ramèneroit  Comme  la  précédente ,  à  une  progression  par 
quotiena ,  si  pour  toutes  les  valeurs  de  n  on  avoit 

OU       41/^—1  +  (n  — I  )*/  =  *+ r+(/i—i)i8; 


• 
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esc  ramenée  à    celle  d'une  équation   aux  difFérences  à    deux  va- 
riables seulement  et  à  une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  l'application  des  formules  précédentes  , 
supposons  qu'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 

Dahs  cet  exemple 

B     B'  B' 

lz=zA -{ 1 — p,        a=j4  +  —  y        b=zB^        c=o,etc. 


t       t 


i' 


b  b 

d'où  ^  =  tf#4--,         flfl  +  ^  =  0,  9  = r=r«, 

t  d  , 

en  écrivant  5  ^  au  lieu  de  ^^.  DifFérentiant  la  dernière  expression 
de  Z^,r,  on  trouve 

ds    ~        {—sy^'   ' 

et  éliminant  la  fonction  — - — irr- — ,  il  vient 


ds 

substituant  enfin  dans  cette  équation ,  à  la  place  des  fonctions  géné- 
ratrices ,  les  coefficiens  de  --7- ,  on  obtient 

Or   la  quantité  i  Z^,^^,+ /Z^,^^^.+ etc.  se  réduisant  à  son 
premier  terme  ^  donne  seulemerit  Mi=Bh.^  et  Ton  en  conclut 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o ,  jusqu'à  r=n+\.  Il  faut  faire 
attention  en  intégrant  l'équation ,    d'oU  dépend  a^  ,  que  la  cons- 

tante  arbitraire  introduite  soit  telle  qu'on  ait  k^=  z — ^  ^  , 


>i 
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1055.  L't'quation  v^,„,=  o,  ou 

+'ff>,,x/+.  +  ^>.+.  ♦  X/+I  +  etc. 

correspond  à  Téquation  î  =  o ,  ou  à 

B      C  4 

t        ^  m 

B'     C 
+  — +— +  etc. 
r       tt 

(7» 

^~^  +•— +ctc. 

I 

qu'on  obtient  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  des  coefficiens 

J^*  >  ary+l  >  V xJ^\  »  x/4-i  >  ^*^* 

etc. 
leurs  fonctions  génératrices 

u  u 

u,        —,        —,  etc. 

U  U 

—  ,        —  ,  etc. 
t  tt 

u 

,      etc. 

car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équation  du  premier  degré ,  qui  a 
Heu  entre  les  coefficiens ,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonc- 
tions génératrices.  L'équation  ^^^p  rentre  évidemment  dans  Téqua* 

tion  (i)  du  n*.  1015 ,  Iqrsqu'on  y  change  -  en  «,  et  -^  en  jô;  et 

l'on  doit  saisir  maintenant  la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont 


/ 


'   1 
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conduits  à  Tune  et  à   Tautre:  la  même  correspondance  existe  à 
regard  des  fonctions  d'unç  seule  variable. 

Il  suit  de  là  que  Tintégration  de  Téquation  vy,,,/==o,  par  la 

seconde  méthode,  revient  à  déterminer  l'expression  de  -,    déve- 

I  i 

loppée  suivant  les  puissances  de  -  ,  au  moyen  de  Tcquation  ;5;=:=o  ; 

or  il  y  a  aussi  dans  cette  méthode,  comme  dans  la  première  ,  des  cas 

où  l'expression  de  -^  se  présente  d'abord  sous  la  forme  d'une  suite 

infinie*  L'équation 

i         a       b  _ 

lé       i        i  ' 

qui  correspond  à 

est  un  de  ces  cas ,  parce  que  la  plus  haute  puissance  de  -  y  est 

multipliée  par  -.  Voici  l'artifice  qu'employé  Laplace  pour    lever 

cette  difficulté. 
IL'équation  proposée  donne  immédiatement 

a 

I  t 


■      7-*' 


d'pù  on  tire 


f't'" 


^a  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 


f't'": 


..■MiM^wa 


C--0 


'  / 
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b 


qui  se  changera  en  /  j 


dx^ 


depuis  x—Oy  jusqu'à  x=i,  pour  obtenir  la  somme  de  la  série 
particulière  que  nous  considérons  maintenant.  La  limite  se  trou- 
veroit  en  faisant  *  =  i  et  i8  =  i  ,  dans  Texpression 

i> 

fi         ^         (^x      ^    àx  y  qui  répond  à  la  supposition  de  n 


r         '^  - 


/ 


/x^'d: 
1 — a 


ax^ 


être  prise  depuis  jc  =  o  ,  jusqu'à  :r  =  i .  Voilà  une  nouvelle  ex- 
pression de  la  transcendante  indiquée  dans  le  n\  915. 

AT* 

Passons  à  la  série  dont  le  terme  général  z r-; r  renferme 

deux  facteurs  à  son  dénominateur  et  oh ,  pour  abréger,  nous  avons 
mis  :t*  au  lieu  de  :*:*"^^*""*>*,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  généralité 
de  l'expression.  On  aura  ^  relativement  à  cette  série ,  Téquation 

d*oîi  l'on  déduira 

pd{x's)  /^ (  I  +  r) x'  ^^n  +  r)^+-' 

On  peut  toujours  déterminer  les  nombres  /^  et  r  de  manière  à  faire 
disparoître  Tun  des  facteurs  du  dénominateur ,  en  posant 

h 
pn-^pr^^^an  +  b y  d'oîi  il  suit  p=^ay  r=-,  et 

h  h  h 

ad{x's)  _    x^  x"" 


_  +  -- . 

dx  c+c  cn  +  c 

jipp^ndice.  Z  z 
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Maintenant  si  Ton  faisoit =  /,  on  aurait  une  série  qui 

dx 

seroit  dans  le  cas  de  celle  que  nous  avons  traitée  plus  haut  ;  mais 
on  arrive  immédiatement  au  résultat  en  la  multipliant  par  /'V^ 
ce  qui  conduit  à 

b  h     ^  h 

3 ••  • +  - ■    '^y 

dx  c-i'C  cn+c 

b 
b  ,/h      .N    -  +  /— I 

x^ 


a/d{x''(d(x^s)))_^\a'^0 


dx""  c  +  c 


C/2  +  e  ' 

posant  ensuite 

p'b 

—  +p'^+  p'i^ — P'='  en  +  Cy 
u 

il  vient 

t     c 

a     c 
et  l'on  a  pour  dernière  transformée 

b       e  b  e  e 

1 h-       -  -  — f-7— î 

écd{x        ^     ^d{x^s))        c  ^ 

—^ =^  ••••.. +r 

dx^ 

t 


=-(^> 


En  intégrant  deux  fois  de  suite,  puis  tirant  la  valeur  de  ^j  on 
trouve 


i-I-i  1 


^^_F  '   ''"7"'Kt=7-)» 


acx'^ 
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et  en  réduisant  la  double  intégrale  à  des  intégrales  simples  (  n"".  486  ) , 
il  vient 


Il  faut  observer  que  cette  dernière  expression  se  réduit  à  ~  quand 
bc:=iae,  parce  que  la  précédente  étant  alors 


b 

dx      .    ~  .    /I  —  JC* 


^''<-^) 


9 


acx^ 

doit  se  ramener  immédiatement  à 

b 


^^^^  Mtzt")  "^"^^  ^^  ^  ^  ^  ^  (-^i?) 


5=  '*■■** 


et  que  dans  le  cas  où  bc  =  ae,  le  produit  {aa  +  b)(cn+e)  devient 
i:(an+ty ,  en  y  mettant  pour  c  sa  valeur. 

Il  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  youloit  obtenir  la  limite  de  la  série 

proposée ,  il  faudroit  mettre  sous  les  signes  d'intégration  ,  au 


i X 


I  —  ^'^ 


lieu  de 

I — X     ._  '  • 

La  méthode  est  générale,  et  s'étend  à  toutes  les  séries  dont  le 
dénominateur  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à  n.  En  suivant  la  marche  tracée  dans  les  deux 
exemples  précédens  ^  on  trouvera  que  la  série ,  dont  le  terme 
général  çst  . 

p  pour  somme  .  - 

Zz  1 
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et  réduisant  à  des  intégrales  simples ,  on  obtiendra 


-i  * 

forme  qui  présente  une  loi  très-simple ,  d'après  laquelle  on  peut  coiir 
tinuer  ces  expressions  aussi  loin  qu*on  voudra. 
Lorsque  le  terme  général  sera 


a?" 


on  aura 

i_l_i        l_f_,        £-_i_.        *    {izJL\ 

s  = ^-/**      *^      ''*/*''     /"      dx/xl,     A     'dx/j^dx\  1—*  / 


tfc/Ax* 

ax    ~^f^dxQ^)  cx'"cfx'^dx(lr^) 

_  J "*■  {ae—bc)iag—bf)iak-'bhy{bc^at){cg—ef){ck-~(h) 

«il  .  -*     i 

fx    ffxfdxQ—^-^  hx     àf^hj^(l:ZfJ^ 

+ ib/-ag)ic/^g)U'k-gk)  '^  {bh~-ak)ith-.ek)Çsh^fKi 

'io6o.  Ces  expressions  donnent  -  quand  les  facteurs  du  dénoflû- 

nateur  du  terme  général  sont  égaunç  ;  il  est  plus  simple  de  chercher 
immédiatement ,  en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus , 

fl=c=/=etc.      ^::=g=:A  =  etc. 

les  expres^ons  qui  conviennent  à  ce  cas,  que  d'entreprendre  de 

les  déduire  des  précédentes.  Lorsque  le  terme  général  est  - —    ,^3  > 
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en  trouve 

\     rdx  rix   "*,  /i  — V\ 


s 


a'x" 


Qxy/x^  d:c(  '-^  yiXxfx-  dx(\x)(l-^)  +fx  "  dx(}xy(l^-^) 


^M 


S 


lorsque  ce  même  terme  est  7 — — -r  9  i^  vient 

(an + bp 

C  t  n  * 

«t  pour  rezpression  -. — —rrs  ,  on  a  en  général 


i  S + i — il — i.  (uy-'/x'  dxCixy  ( ) 


Ces  valeurs  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  y  fait  jc=i  ,  ce 
qui  donne  1  x=o  ^  en  dehors  des  intégrales  seulement  ;  on  obtient 
alors 

fx^dx(\xy-'(^^^) 

l.l*3.*..(/w— i)a"* 
pour  la  isomme  de  la  série  dont  le  terme  général  est  ^ ^ 

Tintégrale  étant  prise  depuis  :t=o ,  jusqu'à  a:=ï  j^  le  signe  +  ayant 
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lieu  si  m  est  impaire ,  et  le  signe  —  si  m  est  paire.  On  comprend 
le  double  signe  ±  dans  la  formule  ^  et  écrivant  1  -  au  lieu  de  Ijt, 

puisque  1  -  =  —  1  a:  ,  et  on  a 

X 

b  . 

«—1 


s  = 


l.2.3«...(/w— i)a"* 


Enfin  on  obtient  les  limites  des  séries  proposées  en  mettant  seu« 


i  .     I — a:* 


lement  ,  au  lieu  de 


I — X  I — a:* 


io6i.  La  combinaison  des  méthodes  indiquées  dans  le$  trois  n^'. 
prccédens ,  conduit  à  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  gé- 

néral  est  r-—^  les  lettres  A  tt  B  désignant  des  fonctions  ration* 
B 

nelles  et  entières  de  n ,  décomposées  en  facteurs  du  premier  degré. 

On  fait  disparoitre  successivement  les  facteurs  du  numérateur  par 

des  intégrations  répétées ,  et  ceux  du  dénominateur  .par  des  difFé- 

rentiations.  L'exemple  suivant  suffira  pour  mettre  sur  la  voie  des 

applications. 

Soit  T-  x""  le  terme  général  de  la  série  proposée  ;  on  muU 

li  pliera  parpx"^  les  deux  membres  de  l'équation 

a  +  p  xa-^-b  an+b 

et  passant  ensuite  aux  différentielles ,  celle  du  terme  général  ser^ 

an-\-b 

on  fera  donc  pn=an  ;  pr=b ,  ce  qui  doinncra  cette  équation 

b 

-  b  b  b 

a.  d( s  x^ ^                      ""                         —  + 1  — +»— i 

._l.^=(ct  +  i8)A:*  +(lrt  +  ^)A;^       +  (/2tf +  i8  )x^         , 

dont  le  second  membre  ne  renferme   plus  de  dénominateur.  De 
nouvelles  opérations ,  semblables  à  la  précédente  ^  feroîent  disparoitre 
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les  facteurs  qui  resteroient  ^  si  k  dénominateur  en  contenoit  plus 

d*un. 

En  multipliant  la  môme  équation  par  px*  ;   et  prenant  ensuite 
Tintégrale  de  chaque  terme  ^  celle  du  terme  général  sera 

h 

ap(aLn+fi  )x^ 


0m^  *■ 


le  facteur  etn  +  (i  du  numérateur  dîsparoîtra  si  Ton  fait 

aApnz=!:an  ,       ap ^z=zb -{-  ar ^ 

l  fi        b 

d'oîi  il  suit         pi^-j  r=-— -, 

a  AU 

-/AT*        ^d{x^s)=X*        +X^        +  X^ 


^      b         b  /3 


et  par  conséquent      -fx*-     ^d{x'^s)  =  x^     V   ZZ"")* 

b _0    '     fi+A 


4t 

on  tire  de  là      5  = 


ax* 


10.62.  Dans  les  séries  que  nous  avons  considérées  ci-dessus  ^  le 
nombre  des  facteurs ,  soit  du  numérateur  ^  soit  du  dénominateur , 
étoit  le  même  pour  chaque  terme  ;  mais  il  est  une  classe  de  séries 
qu'Euler  désigne  sous  le  nom  S  hyper  géométriques ,  dans  laquelle  ce 
nombre  augmente  d'un  terme  à  l'autre:  la  série 

g+g^     0^+^X2^  +  ^)^,  ,  (^  +  ^ {<^n+li)\ 

a+b    '^  {a  +  b){ia  +  b)       (^  +  *) {an^b)^   ' 

est  de  cette  classe.  On   va   voir  que   leur  sommation   se  ramène 

à  rintégration  d'une  équation  différentielle.  {1 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  le  terme  général  est  de 

la  forme 

(«  +  i8)(2rt  +  i8) {cLn  +  fi)x''i 

par  la  méthode  du  n"".  1058  on  fait  disparoître  le  dernier  facteur 
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fit  /2  +  i3 ,  et  on  ramène  la  série  proposée  à  ce  qu'elle  seroit ,  si  Ton 
en  retranchoit  le  dernier  terme.  On  obtient  de  cette  manière 

p  \ SX  ax  —  ■  •  •••••+  -  • 

r-hi                                           «  +  /-+I  * 

posant  ;?(*/2+^)=n+r+  i  ,  il  vient  /?=-,  r= i  ,  et 

d'oii  l'on  conclut 

—  —1 

21^ I=(*  +  ^)a: +(*  +  i8) «>»— O  +  iB)*-'. 

-4-1 

.  et  faisant  pour  abréger  (*+^) («^+i8)=-^,  on  a 

— 1  -+l 

Lorsqu'on  délivre  cette  équation  du  signe /^  en  la  difFérentiaQt  ^  elle 
conduit  à 

équation  du  premier  degré  et  da  premier  ordre ,   dont  l'intégrale 
donnera  l'expression  de  s. 

Il  peut  arriver  que  chaque  terme  de  la  série  proposée  contienne 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  de  plus  que  celui  qui  le 
précède  j  il  faut  alors  un  nombre  d'opérations  successives  égal  à  celui 
qui  marque  l'accroissement  du  nombre  des  facteurs  d'un  terme  à 
Vautre.  Si  Ton  avoit,  par  exemple 

une  première  opération  semblable  à  celle  qu'on  viçnt  d'efièctuer 
ci-dessus ,  changeroit  l'expression 

(ct  +  ^)(2«  +  i8).,.-..(«(l/î—  0  +  ^)^, 

terme  général  de  cette  série ,  en 

n  +  iS— Tflt 

et 
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et  une  seconde  opération  effectuée  de  manière  à  faire  dlsparoître  le 
facteur  (tf(i« — 2)+i8)f  réduira  le  résultat  ci- dessus  à  * 

(tf+i8)(i(t+/3). («(1/2— 3)  +  i3)ar''"*, 

tenne  qui  précède  celui  qu'on  a  pris  pour  le  dernier  dans  la  série 
primitive. 

Cest  encore  par  le  même  procédé  qu*on  traiteroit  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 

(*+^)(i**+i3) (**+>).(>+/)(  i>+<r) iyn+^)x''i 

par  une  première  opération  on  feroit  dlsparoître  le  facteur  Àn+fi^ 
et  par  une  seconde  le  facteur  ^^n+fT:  en  suivant  la  même  marche  ^ 
on  s'éleveroit  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  ren<» 
fermeroient  troi;  ou  un  plus  grand  nombre  de  progressions  de 
facteurs. 

1063.  Lorsque  les  facteurs  sont  au  dénominateur ^  que  Ton  a, 
par  exemple  ^ 

(*  +  ^)(x*+"]8) (««+/3)' 

on  employé  la  différentiation  ;  il  vient 
pd(sx')  _p{r+i)x'       ^    ^  p(n  +  r)x'+'-' 

dx  «+i3       («  +  i8) («*»  +  i8)* 

X'^dx 

En  développant  Téquation  différentielle 
on  trouvera 

^dx  —  xdx  (w^  — 4P")^JC 

ai  4"  "**    "      '  *  '  ^^^^^  " '  '   f 

AX'  Aùt, 

jlpptndlu.  A  a  a 


i. 
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X      ^ 

équation  qui  s'intègre  en  la  multipliant  par  «"^  x^,  et  donne 

Deux  opérations  semblables  à  la  précédente  ^  eflOectuées  successi- 
vement sur  la  série  dont  le  terme  général  est 

AT» 


ou  dans  laquelle  le  dénominateur  d'un  terme  quelconque  ^  renferme 
deux  facteurs  de  plus  que  le  dénominateur  de  celui  qui  le  précède  j 
la  ramèneront  à  ce  qu'elle  seroit  si  l'on  en  retranchoit  son  do'nier 
terme.  11  en  sera  de  même  d'une  série  dont  le  terme  général  aura  un 
dénominateur  composé  de  deux  classes  de  facteurs  ^  et  en  général 
rien  n'est  plus  aisé  que  de  pousser  l'application  de  la  méthode  aussi 
loin  qu'elle  peut  aller. 

Lorsque  les  facteurs  du  dénominateur  sont  élevés  chacun  à  une 
même  puissance  ^  le  calcul  mène  à  des  expressions  plus  simples. 
Quand  le  terme  général  est 


a:" 


(ct  +  isy C*/ï  +  ^)*' 

on  trouve 


U  ■■■■■ 


pour  le  terme  général 


*• 


on  obtient 

m^d{xâ{xd{x^s)))  _  * 


x*dx^ 

et  ainsi  de  suite. 
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1064.  PaslOM  mamtenant  à  k  série  dont  le  terme  général  e&t 

{a^h)...... (,an^b)  ^^ 

(*+/8).. (a/2  +  ^) 

on  obtient   d'abord,  par  Hntroductiôfl  du  facteur /^at''  et  Tinté* 
gratîon , 

^^    .          (r+i)(«+i8)        •**^(r  +  /i+i)(«t+^)...(«»+i8)*         ' 
posant  tf/>/r+/i  *=r+/r+ 1 ,  il  vient  p^^-,  f^^ ,  et 

multipliant  ce  résultat  par  p  x\  puis  prenant  sa  difiërentielle ,  en 

faisant  Bp+apn'\'apr=:adLn+a$\  on  trouve  /^=* ,  r= , 

flt       II 

■    ■    ■< «ii*»  X  rs  ^  — «  ■        — __--  x^^ 

a  x^dx 

^  Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faut  opérer  sur  les  autres  cas 
-  compris  dans  la  classe  de  séries  dont  il  fait  partie. 

1065.  Depuis  le  n%  io6a  nous  n'avons  donné  que  les  somme» 
des  séries  proposées  ;  mais  il  est  visible  qu'en:  suj^rimant  dan$  leurs 
expressions  le  dernier  terme  de  la  série ,  on  aura  sa  limite  :  on  tirou-^ 
vera  ainsi,  pour  la  seconde  série  du  n\  1062 , 

fx^       sdx 


€tX^ 


et  faisant  disparoitre  le  signe  d^ntégratîon ,  oïl  obtiendra  une  équa- 
tion différentielle  du  premier  Ordre  et  du  premier  degré ,  dont  Hnté* 
grale  donnera  l'expression  de  5-  Si  l'on  y  change  x  en  — r ,  et  qu'on 
prenne  le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à  celui  dont  il  est 
affecté ,  on  aura  la  limite  de  la  série 

(*  +  i8)^~(*  +  i8)(i*  +  j3)^*+etc. 

9  Aaa  1 
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Quand  )8  =  o  et  «  :=  i  ,  la  série  précédente  devient 

5=  i.:r—  i*2,af*4-  i.x.j.AT^— etc. 

et  Ton  a  l'équation 

fsx^^dx 

X 

qui  donne  par  la  difFérentiation 

sdx  _  »  ,  .  '^C-«^+l)    ,  ^•*' 

^^dx^z^^xds-^sdx y  oua^  +  -^ -dx^s^ ; 

X  X^  X 

cette  dernière  équation  a  pour  intégrale 

S^Lxf,       XJ^    Ç^^o      ç^^   J^. 
X 

f 

Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  ci-dessus  l'expression 
de  la  limite  de  la  série 

s'z=x —  I  ;c*+i*l.Jc'—  l.l,3*jr*+  etc. 

car ,  en  la  comparant  à  la  précédente ,  on  trouve  que  s'zssx'^sx, 
d'où  il  suit  ds'=zdx — sdx — xds ,  et  l'équation 

—^dx^=^'^xds — sdx  y 

X 

changée  par  ce  moyen  en 

.  ,      s'dx        dx 
ds'Jr—r  —  — f 

X^  X 

a  pour  intégrale 

1      •*-  — 

s=ie  I . 

^         X 

Nous  ferons  remarquer  qu'on  arrive  immédiatement  à  ces  derniers 

résultats,  en  combinant  ensemble  les  équations 

s'^=x — i.A,*  +i.2*^^  — i.i.j.;^^    +  etc. 

d  s 

-*—  =  1  —  i.2a;+i.2.3  x^ — 1.2.3.4:^^+  etc, 

dx 

dont  la  seconde  revient  à  --=—  = . 

dx         x\ 
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1 

X 


le        dx 

Si  Ton  fait  a:=s  i ,  après  l'intégration ,  l'expression  s'^=zej 

qui  répond  à  cette  hypothèse ,  est  propre  à  faire  connoître  la  limite 
de  la  série  divergente 

I — i  +  i.i— i.i.3  +  i,i,3.4 — etc. 

dans  laquelle  est  comprise  celle  dont  nous  nous  sommes  occupés 
déjà^  n%  1047:  on  aura 


ï — 1  +  1—6+14— 110+ etc 


1 1       dx 
.  —  ej 


1 

X 


yt       dx 
peut  se  calculer  par  les  divers  moyens  indi- 
qués dans  les  n*"'.  470  et  suivans. 

En  ne  prenant  d'abord  de  la  formule  du  n"*,  480 ,  que  les  termes 
multipliés  par  la  première  puissance  de  <t  ^  on  aura 

i'._r=«{ir+r.+r'. +r„_.+fr,}. 


Y\  Y\ ,  etc.  désignant  les  valeurs  successives  de  la  fonction  — ^ , 

X 

comprises  entre  les  deux  limites  ;c = ^  et   x'=^b   de  l'intégrale , 

et  n  leur  nombre. 

t 

En  faisant  /z=$  io«  il  vient  «= — ,  à  cause  que  les  valeurs  ex- 

10 

trêmes  de  x  sont  o  et  i  ;  et  Ton  a  pour  la  suite  des  valeurs  de  a:  ; 

0113456789 

10'  lo*    10^    10^     10'    10*    10*     10*     10*    10^       ' 

pour  celles  de  y 


10      10      10      <Q      10       lO       10      10      10       10 

t        xc 


i'  ^  '  i'  JL'  S'  4.'  -'  : 

X  I  4  f  ^    <  '  O    "  ^ 

3^       4^       5e       o«       7<       oe       9^ 
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d'oii  l'on  conclut 

c        ic       3e      4e       ^C 

I  I  I  l  I 

6e      7e      o«      ^e 

i 

X 


P      dx 


pour  ia  première  valeur  approcnee  ce  1  iniegnut 

Euler ,  en  mettant  pour  le  nombre  t  sa  valeur  2.^7x8281818 
a  trouvé 

•^=0,00011340       ^  =  0,08556950 

.— ,  =  0,009 1 J  781       — j  =  0,093  06170 

*  7 

i«  7^ 

I  I 

-^  ==  o>03 13 13 14      — I  =  0,0973  5001 

3e  8e 

—  =  0*^5578^53       ~  =  0,099416^6 
4e  9e 

—  =  0,07357587      — =o>o500oooo. 

la  somme  de  ces  nombres  est  0,59637164.  Il  est  visible  qull  suffit 
de  retrancher  ce  résultat  de  Tunité  pour  obtenir  là  limite  de  la  série 

i-^i.2+i.i,3 — 1.1.3.4+  etc. 
Ton  aura  par  ce  moyen  0,40361836^  nombre  qui  s'accorde  dans 
les  quatre  premières  décimales,  avec  celui  du  n"".  1047»  ^^  porteroit 
l'exactitude  beaucoup  plus  loin  encore  en  calculant  un  plus  grand 
nombre  de  termes  de  la  formule  du  n*" 480^  et  sur* tout  en  aug- 
mentant le  nombre  des  valeurs  intermécQaires  de  Y^  ou  en  di^^ 
minuant  a. 

L'expression  cj  ^ se  transforme  en  A- — r—  >    lorsqu'on 

^  Ji — Iv 


^^^ 
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fait  ^     *=  V ,  j)u  ^  = ; —  :  les  limites  de  x  étant  o  et  i ,  celles 

I  —  Iv 

de  V  doivent  être  aussi  o  et  i .  Si  Ton  intègre  par  parties  la  formule 

; —  dv ,  en  opérant  sur  le  facteur  dv^W  viendra 

I — Iv 

dv  dv  i.v  1.2.V  T.2.3.V 

rilû'^i— lv""Ci— lv)*'^(i— Iv)^""^!— Iv/"^  *^' 

d'oîi  il  résulte  la  série 

I — I  + 1 . 1—  I.1.3+I.1.3. 4—  etc. 
quand  on  prend  v=  i»  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  ap* 
prochée  de  la  limite  de  cette  série  en  calculant  celle  de  l'intégrale 

7—  par  la  méthode  du  n*.  480  (*). 


/t 


^fÊmm^'mmmmmmmmmmm^tmmmmtmmm^tmi^Ê^i^^mi^mmmÊaÊmmmtm 


(^}  On  ramènerolt  à  une  fraction  continue  Texpression  de  j,  en  appliquant 

sdx       dx 
a  réqaatlon  différentielle  dsAr =  —  la  méthode  du  n^  ^08,  maïs  il  est 

bon  d'observer  que  Ton  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  la  série 

1  —  1  *+  i.a.jc*— i-fl.3-Af^+i.a.3.4.jc*— etc. 
une  fraction  de  cette  espèce.  En  représentant  la  série  proposée  par  ^,  Euler  fait 

X — flx'^+6jc^*-24^^+iiojc^ — 7aQac'4'5Q40*^— -g^C'  * 

1 — af+2**— 6jc»+a4«*— iao«*+7io«*— j040*7+etc.'  '         i+C 

y— 4Jt*+  xix^ — 96x4+  foojc^— 43^0  Jc'+etc.  X 

i..2x  +  ^^^""^4^'+i3^^'~*7^o  **+  etc. '      i+Z> 

g  y  —  iax*+7flx*— 48ojic4-|*3foojc5 — etc.  ùx 

I— 4*+i8  *•— .  96*'+  600  «4— etc.       ""!+£ 

^ 2  > —  i8 Ac*+  T44  Jg^*^  laoo jg^+  etc.  %x 

1 — 6jc+  36jif*— .340**  +  etc.       ' *  "  '*"~i+F 

^        3jg— ^6>c*+ 360X*— etc.  3Ar 

'•*?i  — çof-j-ja**— 6oox'+etc."* ' '     i+G 

3jg— ^48^*+etc.  _^  3Jg 

I— iax+120**— etc.  "" "     1+^ 

^,_     4^— etc,  _  4*   , 

I— «i6«  +  etc.  1+/ 
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1066,    Passons  à  la  première   des   séries  considérées   dans  le 
n*.  1063  dont  la  somme  est 

X  fi  X      fi 


ST=  -C^X         * 


Yc  ***^^(i— 5)* 


x^ 

En  y  supprimant  le  dernier  terme  —  ^  nous  aurons  pour  I4  limite 

X  fi  X     fi 

«     fi 

intégrale  fc    '^x'^  étant  développée  par  parties  ^  en  opérant  sur 


T^ 


Ia  loi  de  ces  expressions  fait  voir  que  Ton  auroit 


1+A  l+Z  X+^ 


et  par  ce  moj^en  on  auroit 

I 


X 

1^ — 


'        ax 


1+^ 


'+--4* 
cette  fraction  continue  donne  successivement  ^  lorsqu'on  y  fait  ^i  j 


01       ï       a      4       8        ao       44  .     ia£      300  , 
r    r*    J*    7*    7'    13'     34  V73  '    aog*     501' 
valeurs  qui  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  celles  de  s. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  peut,  par  des  procédés  analogues  au  précédent,  con- 
vertir en  fraction  continua  to^e  *éric  dont  les  termes  sont  alteimtivcment  positifs 
et  négatifs. 

>oo 


■  IT 


y- 


^'■'îéLA   TjtjéoJtrsDss   svttss»    $77 

son  premier  fkcteur  «     *,  produit  la  série 

fi  X 

—.«*««    *(i  +  _+jii — -—i+^-i ç ^  +  etc.  }. 

Cette  série  s'arrêtera  quand  fi  sera  un  multiple  de  a  ;  dans  ce  cas  le 
dernier  terme  stra  —  «  {  fi  (fi— à).  ,»•••«}  ,  quantité  qui ,  prise 
avec  le  signe  +  ,  donnera  la  constante  qu'il  faudra  joindre  à  l'inté- 
grale pour  qu'elle  s'évanouisse  par  la  supposition  de  x=o  :  nous 
conclurons  de  là  que  la  limite  de  la  série  proposée  sera  alors 

X  fi 

s^fi{fi^a) ac^x^  ^—  {  I  + 1+^^^7^^  +  etc>  }> 

X 

Si  l'on  fait  i3=ro,  il  viendra  seulement  s  s=  c^^^  i  ^  résultat  qui  t%t 
en  effet  la  somme  de  la  série 

X        *•  x^ 

-+ r+ 3+  «<^' 

dans  laquelle  l'hypothèse  établie  change  la  série  proposée  ;  lorsque 
0^=zsL  et  fi^^xtt ,  on  trouve  successivement 

X  X 

IC  X^  X*  X  x^  * 

\\  est  facile  de  pratiquer  sur  les  autres  classes  de  séries  ce  que  nous 
venons  de  ^ire  sur  les  précédentes, 

ie67.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à  une  formule  fort 
élégante  que  Parseval  a  donnée  dans  un  Mémoire  sur  l'intégration 
des  équations  dî^érentîelles  partielles ,  et  au  moyen  de  laquelle  il 
obtient  la  limite  de  la  série 

^^+iî5'+CCr+Z>Z)'+  etc. 

toutes  les  fois  que  celles  des  séries 

4  +  B  x  -H  (7**  ^  Dx^  ^  ctc, 

^'+i?'J-  +  r4-+J5'-i-  +  etc. 
X  x^  x"* 

sont  connues.  Soient  ^  et  ;r  ces  limites  i  il  est  visible  que  le 
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produit  des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  : 
I^  des  termes  délivrés  de  x^  qui  s^obtiennent  en  multipliant  entr'euz 
les  termes  correspondans  de  chaque  série ,  n"",  des  termes  contenant 
des  puissances  positives  de  x ,  'Ç.  des  termes  contenant  des  puissances 
négatives  ;  ce  produit  sera  donc  de  la  forme        "^ 

jijf+BB'+cc+Diy +  {**"•} +  {/3  a}  =-x:^'> 

en  désignant  par  { «jt"  }  tous  les  termes  aflfêctés  des  puissances  posi- 
tives de  X  ,  et  par  { i^  —  [  tous  ceux  qui  n  en  contiennent  que  dé 
négatives.  Cela  posé ,  si  dans  cette  équation  l'on  fait  successivement 

x^^cosu-^  ^ — \%\tiu^      x  =  cos« — y — I  sîntf ," 
on  obtiendra  deux  résultats  de  la  forme 

^^+iî5'+ClC"-4-Z?2?'...+  {4cos/»tt  +  /^siniw«)  )^_^ 

+  1  iS(cos  — mK  +  y  —  I  sin — mu^  }  ) 

^-^'+5J5'  +  CC'-f-Z)Zy-.+  {«(  cos  m  u  _V/H7sin /»«)}? 

+  {ie(cos — mu — V — isin — /w)}  ) 

V  et  V  désignant  ce  que  deviennent  X  t\  X  par  ces  substi- 
tutions; mais  comme 

cos  —  muz=L  cos  mu  j         sin  —  mu-=i  —  sin  /n ix  ; 

on  déduira  de  ce  qui  précède ,  cette  nouvelle  équation  : 

x{AA' + BÏÏ + ce + DD'.. .)  + 1  {  *cos;wtt  }  + 1  { jôcos/w»  }  =  C^+  V\ 

oîi  il  s'agit  de  faire  disparoître  les  termes  affectés  de  cos  mu.  Or 
c*cst  ce  qui  s'effectue  en  multipliant  chaque  terme  de  Téquation  par  du 
et  prenant  son  intégrale ,  depuis  u=zo ,  jusqu'à  u=t  ,  ou  la  demi- 

circonférence,  puisque  l'expression  fducosmu= — si n/w// est  nulle 

m 

entre  ces  deux  limites  ;  on  aura  ainsi 

i'7r(yéA'^BB'+CC+Diy )=f{U+U')du, 

d'où  l'on  conclura 

JJ'+BB'+CC+DD' =  —f(l7+l^')du. 


A     L  A 
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intégrale /(f  H- I/')t^a  étant  prise  depuis  u-=:a,  jusqu'à  u=::ir. 
i  servira  djns  la  suite  à  intégrer  quelques  équa- 
tions différeniielles  partielles  ;  à  la  vérité  elle  a  l'inconvénient  d'in- 
troduire dans  le  calcul  des  imaginaires  qui  doivent  se  détruire,  et 
exige  par  conséquent  l'emploi  de  quelques  artifices  semblables  à 
ceux  dont  nous  avons  fait  usage  dans  l'inlégraùon  des  équations 
diffërentielles  du  premier  degré. 

1068.  Nous  rapprocherons  de  ce  résultat  une  formule  analogue 
mais  moins  générale,  donnée  par  Euler. 

Si  Ton  a       A -^  B  x  +  C  x'^'+ D  x^+ Ex^+ tXi:.^t^t 
et  que  la  suite  des  quantités 

J\       5',       C,       D\       £',  etc. 

conduise  à  des  différences  constantes,  dans  un  ordre  quelconque  ; 
la  limite  de  la  série 

AA'-^BB'x  +  CCV+/>/?V+  ££V+  etc. 
sera 

xiiA'  dX      x'&'A'  J'X  .  x^a'A'    d'X 


A'X  + 


^X     x^a'A' 


ix       1.3     </«'  '  1 . 1 ,  î    <yx' 

expression    qui  se    terminera    lorsque    l'on   aura  à'A^o. 
parvient  en  formant  les  équations 

aA-^iiBx+   aCx'+   »Dx^+  cLEx*  +  ttc.  =  AX 

Sx  dX 

S»  +  l|3ft' +  3  (IZ)*' +  4^£jt' +  etc.  =  —  -— 

I    dx 


On  y 


+  »C»'+3jZ)i'+6>-i»'+etc.= 
+  cfZ)x'+4f£«'+etc.= 


1 . 1  dx^ 
ix'        fX 

1.2.3      dx^ 
d<X 
d^ 


1.1.3. 4 


dans  lesquelles  a,  ^,  ;-,  J,  1,  etc.  désignent  des  coefficiens  indé- 
terminés, et  en  les  ajoutant  entr*elles  pour  comparer  leur  somme  à 
JA'-i-BB'x-i-CCx'JrDD'x'-^EE'x'-^-  etc. 

Bbb  1 
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on  tire  de  là 


^=0'— jC'+3S'—  ^'=aV 
=  £'— 4Z>'+6C'— 4B'+  r<'=i'^' 


d*oli  il  résulte  la  formule  posée  ci-dessus.  Nous  ferons  remarquer 
que  si  .ST,  au  lieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série,  n'est 
que  la  somme  d'un  nombre  donné  de  ses  termes ,  on  aura  alors  la 
somme  d'une  portion  correspondante  de  la  série  proposée. 

1069,  C'est  encore  par  des  intégrales  définies  que  Lagrange  est 
parvenu ,  dans  sa  Tltéorie  des  Fonctions  analytiques ,  à  l'expression 
de  la  limite  d'une  portion  quelconque  de  la  suite 


Jy    4       J'y 
dx    I        dx'^ 


,^y 


'  +  etc. 


dx^     I . 1 . j 

II  avoil  trouvé  d'abord  que  si  l'on  raettoit  ic+  (i — {)4,  au  lieu 
de  j:,  dans  la  fonction  y  et  dans  ses  diffcrenlielles,  et  qu'on  dé- 
signât les  résuluts  par  Y,  dV,  etc.  la  limite  de  la  pottion 


ï      dx"'*''  I 


— ,  +  etc. 


dx"  r.l m      dx"'*''  i.i....{ra+i) 

qui  reste  de  la  série  ci-dessus ,  lorsqu'on  en  a  retranché  les  m  premiers 
termes ,  est  égale  au  développement  de  l'intégrale 

prise  depuis  1^=0  ,  jusqu'à  ^  =  I .   Ce  résultat  est  facile  à  vérifier 
en  l'intégrant  par  parties;  car  il  se  change  en 

j-       _(î"^_/*r   j   <^+'I'l 

d-Y       J-y 


or  il  est  visible  que  lorsque  ç 


,  on  a  -— r  =  - 


Mar- 


que soit  i , 


j.*.y 


trr 


.i^.Pu-sciu.^— 


,  et  que,  quel 


est  une  fonction 


I 
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Ide  x-\-{\ — ()h  (  n°.  81  );  il  vient  par  conséquent 

K^ob ,  par  une  transformation  semblable  à  la  précédente ,  on  tireroït 
w  ^.+,        ^+,  _ 

|le  terme  ; --    .  ■ ,  et  ainsi  de  suite. 

1.2. .  ,\m-\- 1)  dx'"*''  ' 

Cette  expression  est  présentée  d'une  manière  un    peu  différente 

dans  la  ThéorU  dts  Fonalom  analytiques.  Lagrange  y  suppose  que  la 

fonction  ({x—xi)y  se  change  en  f(^),  lorsque  x — x^  devient 

{x  —  xi)  +  x[ou  x\  et  suivant  la  notalion  dont  nous  avons  fait 

usage  dans  le  n°.  ^  ,  il  obtient  cette  équation 

équivalente  à  celle-ci 

„    xrdY    x't'd'Y      xy    d^r 

•'^  ^    1    dx'^i.idx'*^  1,1.^    dx''' 


I.2.J 


dans  laquelle  Y  désigne  ce  que  devient  y  ^  lorsqu'on  y  change  * 
en  jc — xî,   et  j;'  représente  x — x^.  Si  l'on  fait  en  premier  lieu 

(y  =  Y^-xP, 
P  étant  une  fonction  inconnue  de  ç,  et  qu'on  prenne  de  pan  et 
Â'autre  les  difféientielles  par  rapport  à  ^,  il  viendra 


dr      dp 
d^       di 

dx  =  --j(x-l-)d:c. 


dx'- 


''U 


dr 


dr 


puisque  dx'^={i  —  [)dx — xd^:  il  suit  de  là  que  — — =^— ar — 7, 
et  que  par  conséquent 

■  siaîs  comme  Y  se  change  en  y  lorsque  {=0 ,  il  faudra  que  l'intégrale 
ci-dessus  soit  nulle  lorsque  {  =  0. 
_    Supposant  ensuite  que 

x^dr 
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Et  ditférentiant  par  rapport  à  ^,  il  viendra 

dr         JY  d-Y  dO 


d[  dx 

équation  qui  se  réduit  à 


a  cause  que  -j— = — « 


o  =  — î 

dY 
Ti' 


dx'd^ 

d-Y     dO 

dx  ■       ai 


A' 


d'Y  _ 
dx'di 


d'Y 
-X — ;-;  on  aura  donc  ; 

dx 


di       '■dx'"'       ^     ■'    s    dx" 
Vit  le  même  procédé  on  tire  de  l'équation 
»[   dY     x\- d-Y  .      ,„         dR 


y  =  r  +  - 


'  fl'Ç       -^    i.i    dx' 


en  faisant  Us  léductions  qui  peuvent  résulter  des  équations  précé- 

...       '^y  ^Y 

dentés,  cl  en  observant  quen  gênerai  — —  =  — x  — -  . 

^  dx     'di  dx" 

La  formule  générale ,  qui  renferme  toutes  les  précédentes  ,  est  \ 
visiblement 

(^î)"'-'      d^-^Y ^  ^^^      c-'di        <rY 


-+-J- 


l'intégrale  devant  Être  nulle  lorsque  ^=o. 

dY      d'Y 


)  dx"  ■ 


Quand  on  suppose  ^=i  t  '^^  fonctions  Y, 


dx'  *    dx''' 


dy       d'y 
autre  chose  que  ce  que  deviennent  j',  — —  ,    j— ^,etc.lorsque*=:o,  | 

puisque  dans  la  première  hypothèse  ,  la  quantité  x — ar^  se  réduit  à  o. 
La  formule  ci-dessus  donne  donc ,  dans  ce  cas  ,  pour  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  y ,  suivant  les  puissances  de  x ,  jusqu'à 
la  m™'  inclusivement 

I  dx 


)'■+-.-. 


r+»=-/r 


i,i...(m— i)   dx""''     '"''  i.z...{m — ï)dx'' 
l'intégrale  qui  termine  ce  résultat  étant  prise  depuis  {  =  o ,  jus- 
qu'à î=  I. 

Maintenant  si  l'on  change  «  en  A  ,  ar'  en  A'=(i — ()k ,  il  viendra 
h  dy      ^  dy  h-~'  d-'y  f~'di  d'Y 


4 


i  dk     i.z  dk' 


l,i.,,(m^-l)  dh"' 


1.2... (m — J)  dh'" 


Ib 
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puis  supposant  que  y  y  au  lieu  de  représenter  une  fonction  de  h 

seule,  en  désigne  une  At^+h ,  le  premier  terme  j^^  sera  une  fonction 

dy       d^y 
de  K  seul ,  les  coefliciens  différentiels  -—-  ,   -—  ^  etc.  calculés  >  eri  « 

dh        dh 

faisant  A  =  o ,  après  la  dlfférehtjation  ,  se  changeront  en 

dy        d^y 

-—  ,   -^ ,  etc.  et  enfin  il  faudra  substituer  ^4- A ,  ou  x-^  (i — ç)*  i 

dx        d  X* 

au  lieu  de  x^  pour  passer  At  y  à  T;  on  aura  ainsi 

en  observant  que  -yrrs^^Tli^  Cette  formule  qui  représente  le  dé- 

dh        dx 

veloppement  d'une  fonction  de  it+A,  poussé  jusqu'au  m^^  terme; 
est  la  même  que  celle  que  nous  avons  donnée  en  premier  lieu. 

Nous  aurions  pu  y  parvenir  immédiatement  en  mettant  dan; 
y  9  x+(i— {)A,  ou  ar+A— A^=x',  au  lieu  de  a?,  ce  qui  auroit 
fait  de  Y  une  fonction  de  x+h  —  h[\  désignant  alors  par  y^  ^  ce 
que  devient  y  quand  on  y  change  x  en  x+A,  et  développant  y^ , 
suivant  les  puissances  de  h[^  il  seroit  venu 

^    h[  dY     hX  J^Y       AV    d^y 

d'oîi  Ion  auroit  déduit  les  quantités  P,  Q,  R^  etc,  comme  cL» 
dessus  :  mais  nous  avons  préféré  de  traduire  littéralement ,  dans 
l'algorithme  différentiel ,  l'un  des  xésultats  les  plus  remarquables 
qu'offre  la  Théorie  des  Fonctions  analytiques  »  pour  montrer  que  la 
notation  ordinaire  ne  lui  fait  rien  perdre  de  sa  simplicité  et  de  soîk 
élégance. 

^'^^df  d!*Y 

1070.  L'intégrale  AT" — -f^ — r  -j-rj-  donne  fa  valeur  rîgou- 

reuse  du  reste  de  la  série  y  mais  si  l'on  ne  vouloit  avoir  que  des  Umhes 

entre  lesquelles  fut  comprise  cette  valeur ,  on  trouveroît ,  par  Tes 

considérations  du  n*".  475 ,  que  siX  et  /  désignent  la  plus  grande 

dT'Y 
et  la  plus  petite  valeur  que  prend  la  fonction  i—;^^,  depuis  :;=a^ 


I     . 


■■>?1 


4*t 


,4 
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i^Y  L 

]«squ'à{;=i ,  l'intégrale /^'"'"'i/t—^  scroit  moindre  que  —  ,  et 

^plus  grande  que  — w 

11  est  évident  qu'il  doit  y  avoir  entre  £  et  /  une  valeur  x  qui  rende 

la  fraction  —  exactement  égale  i^fC^'d^  —-^^ ,  et  que  cette  valeur 

répond  ausâ  à  une  valeur  de  {  comprise  entre  o  et  i  ;  mais  toutes 
les  Vhkurs  que  reçoit  une  fonction  de  x+{i — i)h^  entre  les  li- 
mites {=0 ,  (=1 ,  sont  visiblement  les  mêmes  que  celles  que  prendroit 
une  semblable  fonction  de  x+k,  entre  les  limites  jt  et  ar+  A; 
si  donc  on  désigne  par  u  la  valeur  de  h ,  qui  corrttpood  à  x ,  et 
par  y^^  ce  que  devient  y^  lorsque  Ton  y  met  x+ir,  au  lieu  de  ap, 

on  aura  x  =  ^73^*  ^  conclura  de  là,  ces  dévdoppemens  partieb  et 

rigoureux  de  la  fonction  y ,  lorsqu'on  change  xta^c-^hi 
h  dy,  ' 

y^—y^i dx'^i.i  dm'' 

h  dy       A*     d^y  h?       dPy, 


i  dx      !•%  d^        I.1.3    dx^ 


^^^y^  i  dx '**      if2...(/?i— O^Jp""*     i.a..*«  dpT  * 

en  observant  que  x  doit  être  remplacé  par  x+<^  dans  le  dernier  terme 
^eulemeqt  j  et  que  l'indéterinfnée  p  est  comprise  entre  1^  limites  9 

et  A. 

Pour  mieux  faire  sentir  l'usage  de  ces  formules ,  nous  suppo* 
ferons  que  y^x""  j  et  ct  développant  jusqu'au  m**"*  terme ,  il  viendra 

i.x...«^ ^•m 


U  est  évident  que  I9  valeur  de  (x+ir)*^  est  nécessairenenf  comprise 

entre 
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entre  ar""""  et  (x+ky""",  et  que  par  conséquent  la  somme  des  termes , 
qui  dans  le  développement  de  (x'+hy  suivent  le  m""%  est  comprise 
entre 

I.i..... m  T.i m 

Après  cet  exemple  Lagrange  ajoute: 

«  La  perfection  des  méthodes  d'approximation,  dans  lesquelles 
»  on  employé  les  séries ,  dépend  non-seulement  de  la  convergence 
H  des  séries ,  mais  encore  de  ce  qu'on  puisse  estimer  Terreur  qui 
H  résulte  de!s  termes  qu'on  néglige  ,  et  à  cet  égard  on  peut  dire  que 
^  presque  toutes  les  méthodes  d'approximation  dont  on  fait  usage 
»  dans  la  solution  des  problêmes  géométriques  et  méchaniques ,  sont 
»  encore  très-imparfaites.  Le  théorème  précédent  pourra  servir  dans 
»  beaucoup  d'occasions  à  donner  à  ces  méthodes  la  perfection  qui 
M  leur  manque,  et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les 
w  employer»,  (  Théorie  des  Fonctions  analytiques ,  page  50.  ) 

107t.  Avant  que  le  Calcul  intégral' fût  porté  au  degré  de  per-  tion  des  Séries*.  ^^ 
fection  qu'il  a  acquis  de  nos  jours,  Wallis  et  Stirling  avoient  em- 
ployé rinterpolation  des  séries  à  évaluer  des  intégrales  qui  ne 
pouvoient  s'obtenir  que  pour  des  exposans  entiers.  Wallis,  par 
exemple,  sachant  quarrer  les  courbes  dont  les  ordonnées  étoient 
exprimées  par 

(t— :,*)%  (i— ar*)S  (l— ^•r,  (!  —  *•)%  etc. 

inventa  la  Méthode  d'interpolation  pour  en  déduire  l'aire  des  courbes 
dont  les  ordonnées  étoient 

(i-:ff,  {i-x^y,  (i~^*)\  etc. 

fonctions  que  l'on  peut  regarder  comme  les  termes  intermédiaires  de 
la  première  suite  ;  et  il  parvint  de  cette  manière  à  la  singulière  ex- 
pression de  la  circonférence  du  cercle  que  nous  avons'  rapportée 
n**.  945-  Stirling  continua  et  perfectionna  les  travaux  de  Wallis; 
.  mais  Euler  imagina  de  renverser  la  question  et  d'appliquer  la  con- 
noissance  de  l'intégrale  à  l'interpolation  de  la  série ,  et  c'est  ce  que 
nous  allons  faire  d'après  lui.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  n^  964 
Appendice.  Ccc 
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un  exemple  de  cette  recherche ,  mais  nous  allons  la  reprendre  de 
nouveau. 

Soit  en  premier  lieu  l'intégrale /*"</ a:  (  i  —  «)%  de  laquelle  on 
déduit  par  le  développement  de  (  i  —  jf  )"  la  série 

/w+l        i.{m+x)       i.i.(/w  +  3)  i.2.3(;w+4) 

qui  s'évanouît  lorsque  x=iO^  et  qui,  lorsque  ^=i,  devient 
I  n  ^      n{n—x)  n{n^i){n^^)        ^   ^^^^ 


Si  Ton  fait  successivement  /2=o^  n=i ,  /2=i ,  etc.  on  aura 


II  I 


^M^ 


772+ I  l(/72+2)  (/72+i)(;72+2)  ' 

l  1  2.1  T.l 


/72+I  l(/72+2)  1.2(^  +  3)  ('''+0(^+ -*)("*+ 3) 

etc. 

en  suivant  cette  loi ,  on  volt  que  le  terme  général  de  la  série  ^ 
lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  a  pour  expression 

1.2 n 

(/»*+  iX^+ 1)  ~ . .  .(/n+/ï+  î)  • 

et  telle  est  aussi  la  valeur  de  Tintégrale  fx'^dx  (  i  — x)%  prise  entre 
les  limites  o  et  i ,  ainsi  qu'on  peut  s'en  assurer  immédiatement  en 
intégrant  par  parties  relativement  au  facteur  x'^dx ,  ce  qui  donne 

A"J<i-x)°=-— -(i-a:)-+         \  (i-:p)«-i 


+ 


n(«— l)jr'"-*-^(i--j:)''-*  ij(«— i  ) i  *"*«+• 


terme 


(«+.x)(m  +  z)  (/7J+  3)*  •  •       (ot+  iXm+  a). . . (/»+«+  i)  * 
toute  cette  série  s'évanouit  lorsque  x=to ,  et  se  réduit  à  son  dernier 

''("—i) 1  , 

La  loi  de  continuité  qui  lie  tous  les  résultats  que  l'on  tire  d'une 
même  formule ,  fait  voir  que  si  l'on  donne  aux  exposans  m^  et  n 
des  valeurs  fractionnaires ,  l'intégrale  /«""«/«(i— .*)%  qui  devient 


■V*'--- 
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alors  transcendante,  doit  exprimer  les  termes  intermédiaires  de  la 
série  ci- dessus.  De  même  l'intégrale  7/?^  a:  ,  dans  laquelle  p  désigne 
une  fonction  de  a?  et  de  n ,  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir 
lorsque  :r=o,  peut  représenter  le  terme  général  d'une  série  dont  n  seroit 
rindice.  Ce  seroit  une  découverte  bien  importante  pour  l'Analyse, 
de  savoir  revenir  de  la  série  à  l'intégrale  qui  en  exprime  le  terme 
général ,  sur-tout  si  Ton  avoit  des  procédés  sûrs  et  faciles  pour  ob- 
tenir dans  tous  les  cas  la  valeur  approchée  d'une  intégrale.  Malheu- 
reusement l'Analyse  n'offre  encore  aucun  de  ces  moyens ,  et  l'on  a 
presque  toujours  déduit  les  séries  des  intégrales  par  le  moyen  des 
valeurs  algébriques  qu'elles  fournissent.  Voici  les  principaux  rér 
sultats  qu'Euler  tire  de  la  formule /x"'^  a:  (  i — xy. 
En  faisant  d'abord  /72  =  ^ ,  il  obtient  la  série 

2  2*4,   2*4«6  2«4*6»**«**««*  1/2 

3  3«5     3-Î-7  3.5.7...,(2«+i)  ' 

I 

V     €t  fx^dx^i — xy  pour  l'expression  intégrale  de  son  terme  général; 
d'où  il  conclut  que  le  terme  général ,  qui  répond  à  l'indice  ^ ,  est 

égal  kfdxVx — a?*,  c'est-à-dire,  à  l'aire  du  cercle  dont  le  dia^ 
mètre  est  i . 

On  a  également ,  par  ce  qui  précède  , 

(/72+l)(/72+l),, (/n  +  /2+l)  I 

1.1.3.  • ^  '^J'x'^dx{\ — xy  * 

si  dans  cette  équation  l'on  change  /7Z+/2  en  /ts  ,  et  par  conséquent  m-^i 
en  m — n  + 1 ,  elle  deviendra 

(/72+  l)/72(/7Z— -t) (/w— n;i+  i)  ^^  I 

1.1.3.. ••.••72  '~fx'^''''dx{l—xy  * 

d'oh  l'on  déduira 

m{m — i) {m — /2+  i)^_^  i ^ 

1.1. 3 n  ~  {m+  i)/;c"*""V;c(i — xy  ' 

Voilà  l'expression  du  coefficient  numérique  du  terme  général  de  la 
puissance  n  du  binôme* 

En  se  servant  de  l'expression  fx'^dx^i-^x^y^  intégrée  par  parties 

Ccc  z 


1'  ■  .  k  . 
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relativement  au  premier  facteur  x'^dx  ,  on  obtient  ce  résultat 


I  pn 


(/W+l)(/72+«+  l)(//2  +  2/2+0  ^ 


pn{pn—n){pn^!in) ^^«-f^nH-, 

•     (/n+iX/^  +  /î+0 {rn+pn+i)  * 

qui  se  réduit  à 

pn{pn — n){pn — 1/2).. • n 

(/72+  i)(/w  +  /î+i). . . . .  .(/72+;'/i+ i)* 

lorsque  ar=i. 

Si  Ton  met  m — i  au  lieu  de  w,  et  qu'on  écrive  les  facteurs  du 
numérateur  dans  un  ordre  inverse  y  on  aura  ce  résultat  aussi  simple 
que  remarquable 

fx'^-''dx{i—xy='''       1^3  P      . 


Il  est  visibk  que  les  conditions  de  l'intégration  »  supposent  que 
les  nombres  /tz— *i  et  n  soient  positifs  ;  car  sans  cela  les  parties  du 
développement  qui  doivent  disparoître  lorsque  :r:=:o  et  lorsque  ;t=i  ^ 
deviendroient  infinies.  \ 

On  tire  de  Téquation  ci-dessus 

I.2..*#../^=/n(/72  +  /2)..,.  •.(/W+/7/2)  # ^ i— ^ 

et  faisant  ;2=o ,  il  vient 


I.l np 


supposant  alors  sous  le  signe  /  que  n  est  une  quantité  très-petite  k 
(  n**.  139  ),  on  trouvera  que 

a;»=  e*i'  =  I  +  jt  1  ;»;  ,       (  i  —**)''=  F(_I  x  y=k.''(l  -  )  ; 


ainsi 


I .  a p=m'^'fx''-'dx(\  -  y, 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  déduit  immédiatement 
de  l'intégrale /^c*"^ a: (la?)*  dans  le  n\  418, 
On  simplifie  un  peu  cette  expression  en  changeant  ;»;'"  en  « ,  et  par 
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conséquent  mx'^'^^dxtTi  dx  ^  -  en  ,  1-  en  -^I  -  :  il  résulte  de 

X  \^    X        m    X 

x^ 
là  que  i.i pi=ifdx(\'-\  . 

Il  suit  évidemment  de  ce  qu'on  vient  de  voir  que 


*•>  ^    X 

Çrn  +  n)Çm  +  in) (m  -{-pn^^i — 


mfx"'-'dx(^i^x'y' 

1071.  En  rapportant  à  la  notation  de  Vandermonde  (  n\  902  ) , 
les  divers  résultats  obtenus  ci-dessus  ^  nous  aurons 

^  JL  ,       fdx(\l\' 

1".  \m-\-pn.n\  —rA hp     =  —  -r r—, . 

•■        ^    *    ■•  L»  J        m  fx"'-'dx(i—x''y* 


[.î 


L/72+/;;2,/2j 

Ces  théorèmes  donnent  les  expressions  des  puissances  du  second  ordre 
en  intégrales  définies ,  et  fournissent  par  conséquent  les  moyens 
de  trouver  les  puissances  fractionnaires  de  cet  ordre.  Il  est  bon  d'ob- 
server que  le  dernier  théorème  rentre  dans  les  formules  du  n"*.  964. 

1073.  Par  la  combinaison  de  ces  formules  on  obtiendroit  un  grand 
nombre  de  résultats  particuliers  ^  fort  intéressans^  mais  qui  n'offrant 
aucune  difficulté  ^  se  présenteront  d'eux-mêmes  au  lecteur  intelligent 
lorsqu'il  en  aura  besoin.  En  prenant  des  expressions  intégrales  plus 
composées ,  on  étendra  ces  recherches  à  des  séries  nouvelles  ;  on 
pourra  même ,  pour  plus  de  généralité  y  considérer  des  intégrales 
doubles,  triples,  etc. 

fqdxfpdx  y       frdxfqdxfpdx y   etc. 

Euler  donne  pour  exemple  de  la  première  forme ,    l'expression 
fx'^dx (  I  —  xYy  dont  le  développement  en  série  est 

.  .^ L ^ -|-  etc. 
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ce  développement  pris  entre  les  limites  o  et  i  ^  et  en  faisant  suc-» 
cessivement  /2=o,  =i ,  =2 ,  =3  ,  etc.  donne  lieu  à  la  suite 


+  etc. 

dont  la  loi  est  très-évidente.  Si  l'on  fait  mz^io ,  on  aura  la  suite 

I     4 — I     9.4 — 1.9. 1+4. 1      16.9.4 — 3. 16.9. 1  +  3. 16.4. 1 — 9.4. 1 

•"  \  '       "T"  ————————  -j-  — — — — ^^— - —  -^  etCf 

l      4-1  9*4-i  16.9.4. I 


dont  les  différences  forment  la  suite 

I  9—4  ^^«Q» — i«i6  +  9.4 


> :^  > 


4.1  9*4*1  16.9. 4«i 

fdx{i  — xy  se  change  en 


etc. 


dx    /  I — (i — a) 


m 


n+1 


j ,  lorsqu'on  effectue  la  première  intégration; 


/24-1 

1074.  Euler  parvient ,  au  moyen  des  résultats  ci-dessus ,  à  une  in- 
terpolation très-digne  de  remarque ,  c'est  celle  des  fonctions  différen- 
tielles. De  même  qu'entre  les  puissances  entières^  on  insère  par 
Textraction  des  racines  des  puissances  fractionnaires ,  de  même  aussi 
Ton  peut  concevoir  des  termes  intermédiaires  dans  la  série 

V,     dv ,     d^y,     d^v, d^v\ 

des  différentielles  d'une  même  fonction  ^  et  désigner  ces  termes 
par  un  indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu'ils  occupent  dans 
la  série  proposée.  Il  ne  sera  pas  plus  possible  d'interpréter  ces  quan- 
tités par  des  différentiations  successives ,  que  d'expliquer  les  puis- 
sances fractionnaires  par  des  multiplications  répétées  ;  mais  les  for- 

î  T 

mules  /A^  et  V  seront  des  expressions  formées^par  analogie ,  Tune 
dans  la  série  des  différentielles  ^  l'autre  dans  celle  des  puissances. 
L'Analyse  offie  une  foule  d'expressions  de  ce  genre,  qui  tiennent 
presque  toutes  aux  théories  les  plus  importantes  et  les  plus  délicates; 
et  les  réflexions  que  j'ai  exposées  dans  le  n**.  965  ,  me  portent  à 
'croire  que  leur  considération  peut  contribuer  beaucoup  aux  progrès 
de  la  science  du  calcul» 
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Soh  pour  exemple  A^^nv'";  lorsque  n  est  un  nombre  entier ,  on  a  ^ 
quelle  que  soit  m^ 


m 


<r(v»)=/B(/B— i). . .  » .  .(/B— n+  i>"-<;v"=— t^— v"-Vv*; 


m  m^^n 


{m— ri] 

mettant  pour  [/w]  et  [m—n]  les  expressions  données  par  les  forr; 
mules  du  n^.  1071 ,  on  trouvera 


/^K'î) 


m— » 


Ce  résultat  est  susceptible  d^une  vérification  immédiate  ^  en  s'assu* 
rant  qu'il  rentre  dans  ceux  que  l'on  connoît  pour  les  cas  oii  n  est 
un  nombre  entier  positif. 
Si  Ton  fait  m=i  ^  n  =  j^  il  viendra 

en  observant  qu^entre  les  limites  0  et  i , 

X  ^     X  ' 

^  étant  la  demi^circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  (  n\  964  ); 
C'est  ainsi  que  l'on  parviendroit  à   l'équation  primitive  de  la 
courbe  correspondante  à  l'équation  différentielle 

dans  laquelle  dv  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur 
précédente  de  ^V»  ^^  ^^  transformeroît  d'abord  en 

y  y    vdv 

obtiendroît  -\ —  ^=zvdy  ^  d*oh  Ton  coixduroit 


=  V  V dy  ;  et  quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres,  on 


-^ 


—  Iv  =  C ,  ou  j^1v=-;Ct>^— >. 


4^ 


% 


\ 
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1Û75.  L'interpolation  dont  nous  Tenons  de  donner  un  exemple  ^ 
s'opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 
intégrales  définies  ;  et  elle  fournit  en  même  tems  des  expressions 
fort  simples  des  différentielles  de  cenaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinées  dans  les  n''\  95.3  et  suivans  :  de  Téquation 

[/?]='/^:rf  1- j,    par  exemple,  on  conclut  sans  difficulté  les 

suivantes  (  note  du  n**;  551  ), 


« 

d''\Jli=¥fdx{\^^(\\^^. 

Les  différences  s'obtiennent  d'une  manière  analogue ,  en  observant 
que  ùrfXdx=ifùr{Xdx)y  il  vient  alors 

At5=/''<lî)'(';-0'     A-.[/]=/^<lî)'(lî— )'' 

-■• • -••[^WK';)'('.;--)"' 

en  supposant  que  a/;  =  i. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  donner  les  formules  qui  répondent 
aux  intégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée  ;  mais  nous 
terminerons  cet  article  en  remarquant  que  le  procédé  qu'il  contient 
•  s'étend  à  toutes  les  fonctions  que  l'on  peut  obtenir  par  le  moyen  des 
intégrales  définies ,  et  par  conséquent  à  toutes  celles  dont  nous  nous 
sommes  ocrupés  depuis  le  commencement  de  ce  Chapitre.  C'est  en 
ramenant  à  des  expressions  de  ce  genre  la  fonction  x^^  que  Laplace 
en  a  donné  les  différentielles  et  les  différences  par  des  formules  très- 
élégantes  et  que  nous  ferons  connoître ,  lorsque  nous  montrerons^la 
manière  d'appliquer  les  intégrales  définies  à  l'intégration  des  équations 
différentielles  et  aux  différences. 

Recherches  des       1076.    Lorsque/?  est  un  nombre  fractionnaire,   l'intégrale 

'valeurs  'des  inté'-  /•    1\^ 

grale»  définies.     fdxyX-j^  siir  laquelle  nous  sommes  tombés  en  cherchant  l'ex- 

^  p 

^  pression  générale  de  [/>] ,  est  du  nombre  des  transcendantes  dont  on 

ne 


■  i 


A    LA    Théorie   jde^   suites.      393 

ne  connoît  pas  la  nature ,  et  qu'il  est  très-difficile  d'obtenir  par 
approximation  ;  cependant  il  suit  du  n"".   964 1  que  dans  le  cas 

oh  p=^ii  on  a,  entre  les  limites  o  et  ijfdxlf-jzrz^y/^^ 

valeur  très-simple  y  mais  qui  ne  convient  qu'à  l'intégrale  définie  : 
l'Analyse  n'offre  jusqu'à  présent  aucun  moyen  pour  arriver  à  la 
valeur  exacte  de  la  même  intégrale  prise  indéfiniment.  La  formule 

/dxCl'-j  n'est  pas  la  seule  qui  présente  cette  singularité;  Euler 

en  a  trouvé  un  grand  nombre  d'autres ,  mais  par  des  méthodes  très- 
particulières  et  très-diverses.  On  feroit  un  volume  entier ,  si  l'on 
entreprenoit  d'extraire  les  nombreux  Mémoires  qu'il  a  publiés  sur 
xette,  matière  j  nous  ne  pouvons  exposer  dans  cet  ouvrage  que  les 
principaux  résultats  qu'il  a  obtenus  ,  et  donner  une  idée  des  mé- 
thodes les  plus  générales  dont  il  a  fait  usage  pour  y  parvenir  :. 
rindication  exacte  de  ses  Mémoires,  que  l'on  trouvera  dans  la  Table , 
suppléera  à  ce  que  nous  omettrons» 

Les  moyens  qu'a  employés  Euler ,  pour  trouver  la  valeur  des  inté- 
grales définies ,  peuvent  être  rangés  en  trois  classes  ;  dans  la  pre- 
mière sont  ceux  oii  il  développe  en  tout  ou  en  partie  Tintégrale 
proposée.  Il  arrive  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  x ,  sim- 
plifie le  résultat  et  le  ramène  à  une  série  dont  la  fonction  génératrice 
est  connue  >  ou  à  une  autre  intégrale  dont  on  a  la  valeur.  Il  est 
visible  que  ce  moyen  peut  être  utilement  modifié  par  le  secours  des 
transformations,  La  seconde  classe  comprend  les  relations  nouvelles 
qui  se  déduisent  des  produits  et  des  quotiens  dçs  intégrales  définies  ; 
à  la  troisième  appartiennent  tous  les  résultats  qui  s'obtiennent  en 
différentiant  l'intégrale  proposée ,  par  rapport  à  des  quantités  qui  n'y 
étoient  pas  d'abord  supposées  variables.  Nous  avons  déjà  montré 
dans  le  n*.  506  ^  que  ce  moyen  peut  mener  à  dçs  résultats  diffi- 
ciles à  pbtenir  â  priori, 

1077.  On  voit  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de 
l'intégrale   C  -,  rapportés  dans  le  n*".  3  91 ,  que  ces  expressions 

se  réduisent  à  un  seul  terme  lorsqu'on  les  prend  entre  les  limites  :i;=:o 
Appendice.  Ddd 


\ 


394  Ch.  III.  Application  vv  Calcul  intégrai. 

et  x=i  \  l'arc  A  devenant  égal  à  la  demi-circonférence ,  on  a 
ces  deux  suites 


y*    ix       _nr  Ç 


xdx 

=1 


f 


y' x^dx  _i.'^  r 

V/j x^        2.2    *  J  \ 

y"* x^dx  i.3«-  r 

y^x^dx    i>3>5T  P 

i/TIT?    2.4.6.2  *  J t; 


\/i^x^      3*5*7 
px^dx    _  i«3«5»7^  p x^dx  . 2>4«6>8 


—  j 

9 


etc. 

et  d'après  le  tableau  de  la  page  40  du  premier  volume^,  on  a  ea 

général 

' x^^dx    i.3.5,.,*,,.(2r— i)^  . 


Vx^x"     »-4.6 


xr  2 


.»i+i 


</j;      1.4.6. ir 


d*oîi  il  suit 

Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d'autres  de  même  espèce  , 
lorsqu'on  y  fait  x={;"  ;  par  cette  transformation  on  obtient 

et  posant  pour  abréger  i»r+n— t=;»,  il  yiendra 


«»^*^.M.^i— i— WiPiW^  «^^^i^»^^^»^— ^»^-^»^— — ^— Mfc— ^■^■■^—M .^i— «^i^ 


(*)  Désonnais  l'ezpressioti  fÀ.fB.fC  sera  celle  que  nous  employerons  au 
lieu  de  (/i4)  WB){fC)y  et  qu'U  faudra  bien  distinguer  dcfJ/B/C,  équivalente 
k /iAi/BifC))). 


\ 
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les  limites  de  i  étant  encore  les  mêmes  que  celles  de  x  ;  parce 
qu'on  suppose  que  l'exposant  n  est  positif.  Cette  dernière  formule 
renferme  des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparé- 

r 

ment  aucun  des  facteurs;  pour  en  donner  un  exemple»  nous 
prendrons  />  =  Oy  n  =  i,  et  nous  aurons 


— ^a  formule  /  ■  *  en  y  faisant  x  =  ç*,  se  change  en 


formule  /  -^ 

JVx-x- 

%  I  ;  et  Ton  en  trouve  les  valeurs  entre  {=0  et  {=  i  par 

ce  qui  précède. 

A  l'aide  de  ces  résultats  on  parvient  à  des  séries  fort  simples  pour 
l'intégrale 

{  I *•+— =  ** 2-4-  **+  etc.  }  , 


—  f— 


en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

leurs  valeurs  prises  entre  les  limites  o  et  i.  Si  l'on  fait,  par 
exemple  ^  mz=zo  ^  on  trouvera 

V/j ;^4    2         4    4.16        4.I6.36     4.I6.36.64 


/ 


Nous  renvoyons  au  n**.  503 ,  pour  la  valeur  de  l'intégrale 
dxVi—c^x' 


»/7=: 


y  prise  entre  les  limites  o  et  i« 


1078.  Les  formules  de  réduction ,  rapportées  dans  le  tableau  de 
la  page  40  du  premier  volume  ^   donnent  un  grand  nombre  de 

Ddd  > 
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résultats  analogues  aux  précédens.   On  a  par  celles  qui  sont  mar- 
quées II  et  III, 

et  entre  les  limites  ar=o  et  ar=i ,  cela  se  réduit  à 

fx*-'dx(i—x')i='-^ i i ; 

mq  +  np 

La  seconde  de  ces  formules  ramènera  de /«"■"'</*(  i^-«*) 

à  fx^-*dx{i — *•)     *,  et  la  première  conduira  deyÀ;"~*i«(i— «') 

à  /jciia;(i— :c*)     '=i ,  ou  à  fdx{i — x^)     *=- ,  selon  que  m  sera 

paire  ou  impaire  ;  il  n'entrera  donc  dans  l'expression  de  l'intégrale 

fx'^^^dxii — X*)      *  que  la  seule  transcendante  ^r.  On  trouvera  sans 
peine  que 

r**^»jAr(l— :ï:»)        =- ^   ■   \;^ i^^ t-^    ^-   ^     '     jAr^-'i^Cl-^')        , 

(f«+2r — i)(/w-f-ir — 3)...('w+3)(OT+ijr 

et  comme  on  a  vu  dans  le  n"".  précédent ,  que  si  m  est  impaire 

JX        dX[\ X  )         =r .  - 

[rn — iX^— 3)t#%.o.4.2    2 

et  que  si  m  est  paire 

(/7l— 1)(;72— 3),,.,..7,  5.3 

il  s'ensuit  que  dans  le  premier  cas 

(w+ar — i)(OT+ar — 3). .  .(m+3)(«+0*(''* — l)(/n— 3).  •  .6.4-a  a  ' 

et  que  dans  le  second 

/A«r: Vxfi— *•/ "  ^=  (a^OCflr— 3) ^■3>l  ^ (ir— flX/H^-4).  ■  .6.4.a^ 

(w+ar— T)(OT+an— 3), .  .(w+3)(m+i;  *  (w— iX/»— 3).*.5-3-'^' 
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On  f  eut  multiplier  ces  formules  autant  qu'on  le  voudra.  Si  l'on 

a,   par  exemple  ,  «  =  3,    ^=r— -,   -=r ,  on  ramènera 

9  3      y  3 

les  deux  intégrales 

aux  six  formules 

^W;-^,      ^=/t^^;      c=f^^^\ 


.AT» 


^-Jr^tn^  ^-/3-=z'  c'=/;j::£f-=,. 

parmi  lesquelles  il  n'y  a  qu'une  seule  transcendante  distincte. 

Par  des  comparaisons  semblables  à  celles  que  nous  avons  faites 
dans  le  n°.  précéd.  Euler  parvient  aux  relations  suivantes 

px^dx       Ç  x^^'^dx AC  __      I        /•    dx 


3    

.3 


a:'"+'^x      /•    x'V*  A'B  l        P       dx  r    xdx 


y^x^'-^'dx      /»   x^'dx      _  A'B  __   _i /*       </y  /• 


5  

I 


Les  quantités  A^ByC^A\B',  C\  ne  contenant  point  /2^  les 
équations  ci-dessus  subsisteront  encore  si  Ton  y  met  à  la  place  de  31} 
un  nombre  quelconque;  en  écrivant  a— i^  à  la  place  de  3/2  dans 
la  première ,  et  dans  la  seconde  ^  et  x — 2  dans  la  troisième  ^  la  com- 
paraison des  deux  derniers  résultats  donnera 

/^  xdx       p     dx  r    xdx 

5 —'  / 1  =/^5 

De  ces  trois  résultats ,  Euler  en  tire  encore  d'autres  ;  en  y  faisant 
*={",  n  étant  un  nombre  quelconque ,  et  posant  nK=>m^    • 
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L 

1079.  Piiî^^c  la  formule  /a:'"-'</x(  î  —  x'^y  peut  toujours  se 
ramener  à  une  autre  dans  laquelle  l'exposant  de  x ,  hors  de  la  pa« 
renthèse ,  soit  moindre  que  n  ^  et  celui  de  la  parenthèse  une  fraction 
négative  y  il  suffit  de  considérer  les  transcendantes  contenues  dans 


^-i 


Pcxpression  /r"*'""^x(  i — jc")"  ,  en  y  supposant  ;w—  i  <«  et /f</i, 
les  nombres  m,  neîp  étant  d'ailleurs  entiers  et  positifs.  Si  l'oa  fait 
d'abord  i — x''=iy\  on  aura 


m 


d'oii  il  résultera 


p— «  m— « 


'  fx'^-'dxii^x^)  '^  =  — /y*- V^ (  I —j.» )  ^  }  mai  en  obser- 
vant que  les  limites  ar=o  et  x=  i ,  répondent  à  y=  i ,  ^=0  ^  on 
changera  le  signe  de  la  seconde  int^rale  en  changeant  Tordre  de 
ses  limites ,  et  Ton  en  conclura  que 

lorsqu'on  prend  l'une  et  l'autre  intégrale  entre  les  limites  o  et  ;; 
Rien  n'empêchant  qu'on  n'écrive  dans  le  seconJ  membre  x  à  la  place 


de  j^,  on  voit  par  là  que  l'intégrale  /r*~*^:r(  i-^;c")  »  ,  prise 
entre  les  limhes  o  et  i ,  conserve  la  même  valeur  lorsque  l'on  y 
permute  les  exposans  mttp\  si  donc  on  fait  pour  abr^er  ^^ 

on  aura  cette  équation  remarquable 

9{m,p)  =  ^(p^m) (i). 

Maintenant  en  faisant  usage  de  la  formule  II  du  tableau  de  la 
page  40  du  deuxième  volume  ,  on  aura 

m — n 


fx-^M^^^y  »  =,_^,.-rv,(,-x")  «  5 


L    ..■ 
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substituant  m  à  m^^n  ,  il  viendra 


399 


m 


d'oîi  Ton  tirera 


/ 


/TZ 


En  répétant  la  réduction  que  présente  cette  dernière  équation ,  on 
obtiendra 

m         (fn+tt)    (m+m) (jn+in)  '      * 


;»— « 


/x'-' 


en  posant  (i— *')    "    =2r;  de  m$me 

^■^■jr=<-+'')  C+p+'-X'+^+^n)..  -(y +'")^,^^,^.^.^_ 

Or ,  plus  le  nombre  i  augmente ,  plus  le  rapport  des  différentielles 

approche  de  Tunité  qu'il  a  pour  limite  5  il  en  est  de  même  des  inté- 
grales ,  puisqu'elles  sont  prises  dans  la  même  étendue ,  ou  sont  com- 
posées du  même  nombre  d'élémens  (  n%  471  );  passant  donc  à 
cette  limite  ^  en  supposant  i  infini  y  on  aura 

fx'^-'dx.X  _^(m,p)_(m+p)(m+p+n). . .      r  (r+n) ^ 

fx'"dx.X~9{r^p)~     m      {m+n)....         (r+p)iri'p^h)....  ' 

remplaçons  à  présent  ri^zt  m+q^  il  Tiendra 

f{m^p)    _(rn+p)(m+p+n)....    (fn+q)(m+q+n) 

K^+î>/')~^(^+^) *  (f^+q+pX^n+q+p+n).  •  •  * 

équation  dont  le  second  membre  demeure  le  même^  lorsqu'on 
échange  entr'elles  les  lettres  ^  et  ^.  H  suit  de  là  que 

K^>/^)   _  y(^>y) 

f^m  +  q^p)     ^im+p^q) 

Les  équations  (i)  et  (i)  renferment  implicitement  toutes  les  propriétés 
que  nous  avons  à  faire  connoître  relativement  à  la  fonction  ^  ;  mais 
avant  d'entrer  dans  ce  détail  3  examinons  les  cas  dans  lesquels  cette 


-  ♦ 
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fonction  a  une  valeur  algébrique ,  ou  ne  dépend  que  de  la  circonfé'*' 
rence  du  cercle. 

1080.  Lorsque /?  œ: /ï ,  on  a  seulement /;c*""V:r,  d'oîi  Ton  tire 

ftm^n)  =  — ,  et  en  vertu  de  Téquation  ^{myp)z=z^(jp^m)  ,  on  en 

conclut  que  ^(n,/?)  =  -- \ •••••(3)» 

Quand  //^  +  /x  =  /> ,    on  rend  l'intégrale  I  -^ ■ —  ration* 

^  V{i—xyK 

^  X 

nelle  ^  en  faisant  - — ■ =  ç  ;  d*oîi  il  résulte 


y/\- 


*" 


n 


avec  ces  expressions  on  obtient 

Les  valeurs  de  {  qui  correspondent  à  Ar=Oy  et  à  jtr=:i ,  étant  o  et 

rinfinî ,  ces  dernières  seront  les  limites  de  Kntégrale  /— i L-  r 

qui,  d'après  le  n*.  373  ^  ne  dépend  que  des  arcs  de  cercles  et  des 
logarithmes.  L'expression  que  nous  en  aVons  dormée  se  simplifie 
beaucoup  lorsqu'on  Tétend  entre  ces  limites  ;  elle  se  réduit  alors 

à  ■ ,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  bas.  On  conclut  de  là 

/2sm  — 
n 

que         *(/n,/2— 772)  =:^(  «  —  /»;«)=: (4). 

a  sin 

3^.  Si  dans  l'équation  (i)  on  fait  j— /2 — /tz— /7,  on  en  déduira 

changeant 
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changeant  ensuite  dans  la  même  équation  (2) ,  p  en  n^^m—p ,  et  q 
en  n — /n,  elle  deviendra 

^(/w,  n — m — p)(p{n—p^  n — m)=^(m,  n — m)p{n^n—m-^p)  : 
multipliant  cette  équation  et  la  précédente  ^  membre  à  membre  ^  et 
supprimant  le  facteur  commun  p{m^n' —  m  — p  )  ^  on  aura 

ç>{m,p)p(m+p,n — m — p)^{n — p^n—m) 
=  (p{n—p^p)p(m,n  —  m)(p{n^n — m — p). 
Or  ,  d'après  les  équations  (3)  et  (4) 


9(^+Pfn'^m^^p)=: 


n^^m^-^p 


72  sm- - 


n 


^i^—PyP)       = 


nsin 

n 

• 

nsm  — 
n 


substituant  ces  valeurs  dans  Téquation- ci-dessus ,  elle  donnera 

9rsm^ '— 

f(m,p)9in^p^n-^m)= « — —.._.(,); 

n(n  —  /w  — pjsm sm  — 

^  n  n 

cette  équation  nous  fait  voir  que  la  valeur  ^(;x — p^n — m) 
ne  dépend  que  de  celle  de  9(,^9P)  et  des  fonctions  circulaires. 
Legendre  y  à  qui  Ton  doit  cette  remarque  1  et  le;  siiivantes^ 
regarde  la  fofmule  p(n — /^j«  — '«)>  comme  le  complément  de 
fi^yP)^  V^^ct  que  les  expQsaiis  de  l'une  réunis  à  leturs  corresr 
pondans  de  l'autre ,  font  la  même  somme  n. 

L'équation  (5)  nous  conduit  à  deux  résultats  particuliers  qu'il  e$t 
bon  de  connoître  :  lorsque  p^=m  ^  on  a 

2  T  COt 


(«), 


p(m^m)  ^  (n''^m^n'^m):=i — — T*»» 

^    '     ^     ^  '  '       n(/2 — xm) 

Appendice.  E  e  e 
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et  quand  w  =  /2 — xpy  il  vient 


np  sin 

.  n 

Uéquaiîon  (  i  )  peut  aussi  se  transformer  en 

en  y  changeant  q  en  n-*-/»  ;  et  mettant  alors  les  valeurs  des  formules 
du  second  membre ,  on  obtient 

9{m,p)9(m  +  p^n^m)  = — (g); 

np  sin  — 
n 

la  supposition  de  pr=:m  change  cette  dernière  en 

^(^w,iw)ç(i;w,/2  — /w)  =        '  > (9): 

,    ni  TT 

nmsin 

n 

ce  résultat  étant  comparé  à  Téquation  (7) ,  conduit  à 

^{PiP)  —  P{^ — 2/?,/^).lCOS  — (lO). 

n 

Maintenant  que  nous  avons  fait  dépendre  les  valeurs  de 

ç{n—p,n--'p),       PÇn-^xp.p)^       ^{^—p.xp)^ 
de  celle  Ae  ^{p^p)^  o\xà^  ^{m^m) ^  il  faut  chercher  à  simplifier ^ 
autant  qu'il  est  possible^  la  forme  de  cette  fonction. 

1081.  Pour  cela  faisons  i— :c"=-^;  il  viendra 

4:^* 

ù,m 

»  _ 

/(l— ^«V— =— i ;       *-«i/(ï_^y-:»_ i , 

4       ^x^"'^ 


d*oîi  on  tirera 


/ 
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Les  limites  de  Tintégrale  en  { l'obtiennent  en  considérant  Téquation 
4  ar'(  I  —  :r")  =  :j^;  si  Ton  y  suppose  je  =  o  et  a:  =  i ,  il  vient ,  dans 
l'un  et  l'autre  cas ,  z  =r  o  ^  ce  qui  ne  donne  que  la  même  limite  ;  mais 
on  en  trouve  deux  en  prenant  l'int^rale  relative  k  x  tn  deux  fois  ; 
.  savoir  9  depuis  x=^o ,  jusqu'à  la  valeur  de  x^  qui  répond  à  1=1 , 
et  depuis  cette  dernière  jusqu'à  :r=  i  ,  d'où  résulte  ^=0  :  or  la  valeur 

de  Ji;,  qui  répond  à  {;=i,  est   Jt"=r>  oU   Ar=: .   Prendre 

ainsi  l'intégrale  1-^ — ,   depuis  Ar=o  jusquà  ^  =  -^j^,et 

ensuite  depuis  x:=i jusqu'à  x^=ii^  ce  sera  la  même  chose  que 

VI 

,  depuis  o  jusqu'à  1 ,  et  depuis  1 

jusqu'à   O9  ou  prendre  le  double  de  sa  valeur   entre  les    limites 
j{;=o  et  î=i.  Il  suit  de  là  que 

.     f{m,m)^x        ^  h^=r=Ai^l         ^  I (il); 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire  x  pour  {;« 
Ce  résultat  ramène  à  un  grand  degré  de  simplicité  les  valeurs  de 

Si  on  compare  les  équations  (6)  et  (n)^  il  en  naîtra  cette  re- 
lation remarquable 

Si  l'on  fait  i— ap*=Ar"{;%  on  aura  une  transformée  qui ,  dans  le 
cas  oîi  n  sera  paire ,  et  où  m-^tp^^^n^  donnera 

\(,{n^m^m)=l^^^ (13). 

•'Ki  +  f 

La  transformation  que  nous  avons  opérée  plus  haut^  par  la 

Eee  1 
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supposition   de  i — ;t"=-^,  noiis  donne  pour  le  cas  de  n  paire , 
et  lorsque  m'—p  =  in^ 

,{kn^P.P)=-      7        >— P 
— i£  Cx*^^dx 

=1     »/• . : — (m); 

le  dernier  résultat  s'obtient  en  écrivant  dans  le  précédent  at*  au  lieu 
de  AT  :  7Z  étant  toujours  paire ,  on  auroit  immédiatement 

f    .X    rx''-'dx 

f{m,{n)=l (15). 

J  Vi  —  x' 

On  obtient  encore  une  transformée  utile ,  en  faisant  i — x'=^r'x*', 

OU  ;c""=  î  +  T  V^  I  +  î%  lorsque  aw  +  1/?  =  ^2  ;   il  vient  pour  ce 
cas  qui  suppose  p  <ik^  y 

—  IL 
,{n^ip,p)=:  1      «  rf"^^    (16), 

rintégrale  étant  prise ,  depuis  {=0^  jusqu^à  {  infini.  En  combinant 
ce  résultat  avec  Téquation  (10),  et  chc^ngeant/?  en  /w,  on.  trouve 

f(/;2,/7l)=l         «cos li~=è=i (I7)> 

et  en  comparant  celui-ci  avec  Téquation  (ii),  on  en  déduit 

=  cos — 1^===. (18), 

en  observant  que  m  soit  toujours  moindre  que  -/2/ 

Cette  dernière  équation  nous  offre  une  particularité  remarquable* 
Si  l'on  fait  dans  le  premier  membre  Jir=i — y^^  et  {==y*— i  dans  le 


* 
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second,  on  obtient  également  pour  l'une  et  l'autre  intégrale 
J  \y         n{n—i)  n(/2— i)(/i— 1)  ' 

K    «  —         'y  T y^ —  etc. 

2  1.3 

quand  l'exposant  /2  est  impair;  mais  la  première  doit  être  prise, 
depuis^  =  o,  jusqu'à  j^=i ,  et  la  seconde ,  depuis ^=  i  ,  jusqu'à  j^ 
infini.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  désigne  par  P  le  premier  résultat ,  et 
par  F  le  second  ^  on  aura 

P  =  />'cos , 

n 


>■  • 


c*est-à-dire,  que  les  deux  parties  de  la  môme  intégrale  sont  entr'elles 
dans  le  rapport  de   COS' —   à  i. 
Les  équations  (13)  et  (17)  combinées  donnent 


p{m^m)  =  1        ^  cos *(î« — m^m) (19) i 


n 


et  comme  en  vertu  de  l'équation  (i),  la  fonction  p({n — m, m) 
est  la  même  que  f{my^n  —  /n)  ,  il  est  visible  que  dans  le  cas  oh  n 
est  paire ,  toutes  les  valeurs  que  peut  prendre  le  second  membre  de 
l'équation  ci-dessus  répondent  à  celles  de  m^  depuis  o  jusqu*à  ^n. 
Si  l'on  met  {n — m^  à  la  place  de  m,  dans  l'équation  (19) ,  il  vient 

^(7/2  —  ^>î«  —  m)=i'^  sin ^(/w,jH — m)  ^ 

d'où  on  déduit 

4m 

f{m^m)=i       ^  cot P{in—m^{n  —  m) ••(^o), 

n 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  ^{m^m)^  pour  tous  les  cas, 
lorsqu'on  la  connoîtra  pour  ceux  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  \  /?« 
Si  dans  l'équation  (13)  on  change  aussi  m  en  ^n — m^  on  aura 
en  vertu  de  l'équation  (i) ,  celle-ci 

ffi^^rs^s^ M. 
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dont  le  second  membre  résulte  immédiatement  du  premier  ^  en  écri- 
vant -  au  lieu  de  {;  et  en  la  comparant  à  Téquation  (i8) ,  on  en 
conclura  la  suivante 

1/2 — m-^i 


dx 


x" 


Les  relations  multipliées  que  nous  venons  d'obtenir  diminuent 
considérablement  le  travail  qu'exige  l'évaluation  des  transcendantes 

comprises  dans  la  formule  f-^ ;  mais  elles  ne  sont  pas  les 

seules  qui  puissent  avoir  lieu.  Ce  n'est  encore  là  que  les  premiers 
apperçus  d'une  théorie  qui  doit  s'étendre  à  beaucoup  d'autres 
formules ,  et  pour  laquelle  il  faut  peut-être  de  nouveaux  signes  ; 
car  on  ne  sauroit  voir  dans  ce  qui  précède  et  dans  ce  qu'a  écrit 
Euler  sur  la  même  matière ,  que  les  résultats  de  tentatives  nom- 
breuses, dirigées  sans  doute  avec  une  grande  sagacité ,  mais 
n'ofirant  pas  encore  cette  liaison  et  cet  ensemble  qui  constituent 
les  méthodes  directes  et  générales, 

1081.  Reprenons  maintenant  la  discussion  des  différens  cas  que 
peut  présenter  l'évaluation  de  la  fonction  p{fn,p)^  pour  une  même 
valeur  de  n. 

i*".  Soit  /z=2;  nous  aurons  seulement  ces  trois  fonctions 

(p(2,l),  (p(2,2); 

et  d'après  les  équations  (3)  et  (4) ,     . 

ism  — 

a 

1*.  Soit  »=3  ;  nous  aurons  les  fonctions 

K3,i)*      K3,i).      *(î,3), 
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en  excluant  les  fonctions  <p(i^i),  9(193)9  etc.  qui  sont  iden* 
tiques  avec  9(1,1),  9(391)^  etc.  L'équation  (2) ,  lorsqu'on  y 
fait  ;w=i ,  /^=i  ,  y=:i ,  donne  en  changeant  9  (  i ,  2  )  en  ^(2,  i) , 

9(1, 1)^(2, 2)  =  ^!, 1)^(3,  1), 

d'oh  on  tire  la  valeur  de  9  (  2 , 2  )  ,  au  moyen  de  celles  de 
^(i>ï)>  ^(2-91)9  9(39!  )•  Les  deux  dernières  sont  connues; 
Tune  dépend  de  la  quadrature  du  cercle  s  en  venu  de  l'équation  (4) , 
et  l'autre  est  déterminée  par  l'équation  (5)  :  en  représentant  donc 
par  A  la  transcendante  9(1, 1)9  et  faisant  pour  abréger  ' 

f  (  2, 1  )  = =  «9  nous  aurons 

3  sm  — 
3 

m, 
p(l,l)  =  «,  f(l,l)=:— , 

d'oh  Ton  voit  que  tçus  les  cas  que  peut  présenter  ^intégrale 
# ,  ne  dépendent  que  de  la  seule  transcendante 

f-z — égale  à  i  '  /  ,  ou  à  x    ^/  ,  en  vertu 

des  équations  (ii)  et  (i6),et  comprise  dans  les  foncdons  ellip« 
tiques  (  n~.  404 ,  f4ii ,  505  ). 

3°.  Soit  n=xJ^.  ;  nous  aurons  les  dix  fonctions 

^(1,1),      f(i,x), 

•(3»0»      K3>i)»      ^(3»3)> 
•(4»0,      *(4»i)>      K4.3)»      t(4»4)i 
réquation  (1)  donne  ces  relations 

*(»»0»(i»*)=»(2»Op(3»0» 
*(ï.Of  (3»*)  =  *(3»Op(4»0» 
^(2,i)*(3,3)  =  *(3,i)*(4»*)- 
On  a   par  Téquation  (  3  )  les  fonctions  dans  lesquelles  le  premier 
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nombre  est  4  ;  Téquatioa  (4)  ramène  à  la  quadrature  du  cercle 
toutes  celles  dans  lesquelles  la  somme  des  deux  nombres  est  égale 
à  4  :  il  ne  reste  donc  à  déterminer  que  les  quatre  fonctions 

^(ly^),     ^(^9^)9     pCi9^)f     Hi^i), 

et  au  moyen  des  relations  ci-dessus^^  on  fera  dépendre  les  trois  "Her- 
nières  de  la  première  ;  mais  nous  observerons  que  les  équations  (6) 

et  (7)  donneront  immédiatement  ^('i^Z)  P^*'  ^(^y^)^^^^^^) 
par  ^(1^%).  La  seule  transcendante  ^(  \,i  )  suffira  donc  encore 
pour  ce  cas}  elle  se  ramène ,  d'après  les  équations  (11)  et  (17), 

à  1'  /  et  à  /- ,    ^      ,  et  rentre  ainsi  dans  les  transcen- 

dantes  elliptiques.  En  désignant  par  A ,  comme  le  fait  Euler ,  la 
transcendante  ^^i,  i^  ,  et  par  *  et  18  les  fonctions  ^(^3 ,  i^,  ^(^2,  x)  , 
qui  se  rapportent  à  la  quadrature  du  cercle,  on  formera  ce  tableaii 

f(^4,i;=i,  ^C4,i;  =  i,  ^(^4,3;=-;,  <4M;=i> 
*(^i^)='^^      9(j*^)=-^,     fC3,3;=~, 

4".  Soit  «=ç  ;  la  fonction  çCm^p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses,  en  excluant  les  permutations  données  par  ^(p^m )  ; 
l'équation  (x)  fournit  pour  ce  cas ,  les  relations 

^C2,x;ifC4,3;  =  ^C3,i;^C5,2^. 

<P  C  3  »  O 'p  ('4. 4  ^  =  *  r4»  O  *  C  5, 3  ^, 

qui,  jointes  à  celles  que  nous  avons  employées  pour  le  cas  de  «=4- 
donnent  le  moyen  de  déterminer  six  fonctions ,  à  quoi  réunissant 

les  cinq  fonctions  de  la  forme  p  C  5,/»; ,  égales  à  i,  en  vertu  de 

P 
l'équation  (y),  puis  les  fonctions  ? C 3 , i ;= «  et  9(4,1)  =  ^ 

dépendantes  du  cercle,  à  cause  que  m+p=zK,i\  restera  seulemeift 

deux 
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deux  transcendantes  irréductibles.    Choisissant  les  fonctions 
^^3,1^  =  ^,  ^('1,1^  =  ^,  on  aura  le  tableau  suivant 

^C4>0=*^       (pf4,i;=— ,    <PC4y3)=^^    *(4j4)=TJy 

fi^ 
^0*0=^,      ^0^0=^5      <3,3>)=-^i 

Ce  tableau  montre  que  Ton  auroît  pu  également  prendre  les  fonc- 
tions p  (ijx)  et  ^(^1,1^  pour  y  rapporter  les  autres.  Les  équa- 
tions (6)^  (<j)  et  ("lo^,  oflFrent  les  moyens  de  rappeler  immé- 
diatement 

^(A^A)j      <pC4>2.;,       <pf3>0  à  ^^('i,!;, 
et  d'après  les  équations  ('i  O  et  ("i?^  >  o**  a 


9 


+  r 


En  continuant  cette  énumération ,  et  ne  faisant  usage  que  des  rela- 
tions particulières  que  fournit  immédiatement  l'équation  (i)  y  Euler  a 

trouvé  que  les  diflFérens  cas  la  de  formule  /-^ ,  pouvoient 

V^^i—x"/'^ 
se  ramener  en  général  aux  suivans  : 

ç(n^iyi)j    ^(n—^yi),     ?r^— 4>3>)>     ^T^— 5>4>>>  etc. 
dont  le  nombre,  lorsqu'on  exclut  comme  on  le  doit  les  permutations 

des  exposans  mtxpj  est ,  quand  n  est  impaire,  et  {n — i , 

appendice.  F  f  f 


t  . 


■ 
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quand  n  est  paire.  Dans  le  premier  cas,  les  remarques  de  Legendre 
rapportées  précédemment  ^  fournissent  le  moyen  d'exprimer  les  di- 
verses transcendantes  ci-dessus  par  d'autres  de  la  forme  ^(m^m )  ^ 
et  dans  le  second  elles  réduisent  le  nombre  des  mêmes  transcendantes 


n  n — 2 


à  -,  ou  ,  enfaîsant dépendre ^('/Wj/w^  de  ^Cf» — ''^^i^ — ^) 

4  4 

par  l'équation  (lo).  Avec  ces  formules ,  Legendre  a  ramené  aux  trans- 
cendantes elliptiques ,  celles  qui  répondent  aux  cas  où  «=3  ,  /2=6, 

72=8,   ;2=:ll. 

1083.  Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes  la  valeur  de  Tîn- 
tégrale    /- .,  Euler  la   partage  en  deux  parties.  Tune 

prise  entre  les  limites  jp=o  et  x''^=-  \  ,  et  l'autre  entre  ^=  \  et  âr=  t  ; 
nommant  M  la  première ,  P  la  seconde ,  et  formant  la  série  par 

le  développement  de ,  suivant  les  puissances  ascen- 

dantes  de  or  ^  il  trouve 

p I     ri      n — f       I  n — f      xri'^p  i 


— + — + 

+!!lZi^.î'!Zi^.__i_+etc.], 


résultat  dont  chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  de  celui  qui 
le   précède.  Faisant  ensuite  i — x^=y\  il  change  la  formule  pro* 


m — n 


posée   en    ^fy^'dy(\^y  )   «  (  n^  1 079  ),  qu'il  faut  prendre 
entre  les  limites  j^"=  \  et  y  =  o  ;  et  l'ordre  de  ces  limites  étant 


m-^n 


renversé,  il  vient  P=/y'"dy(i'^y)    «    ,  ou 

D  ^       f  ^    .     ^ ^  ^    I  /2— 772         m — m  i 

r^- — 1-+ . ; + . . 

i/—^P  2./2  72+;?  ^n  4/2        Xn+p 

72 m  272 772  772 772  1  ) 

+ . .  ^ . ; —  +  etc.  \  , 

2/2  472  6/2  3/2+/  J 

puis  enfin  p( m^p )^=zM+P. 
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Lorsque  m:=zp ,  les  séries  MttP  deviennent  identiques ,  et  Ton  a 
seulement 

r— ;n     1/2 — m      i 


1     f  I       n — m        I  n — m 

^     *     ^        » Km       m      n+m         xn 

Kl"» 


+ 


n — m   %n — m     3/2 — m        i 


+etc 


•}• 


2/24/2  6/2       3/2+^ 

Soit  pour  exemple  la  fonction  ^(\^t)^  de  laquelle  dépend 
ç( myp)^  lorsque  /2=3  ;  on  obtiendra 

ù 

=  0,543  25  v/i  =0,68445. 
De  cette  valeur  et  du  tableau, qui  contient  toutes  celles  de  p(m,p)  ^ 

pour  le  cas  oii  ^2=3  ,  on  déduira 
^(i^  0=3,22582,       f^i,  1^=1,20618,       ^('2,  2^=0,68445. 
1084.  Montrons  à  présent  comment  on  peut  s'assurer  que  Tin- 

—      ^  ■ ,  prise  entre  les  limites  ar=o  et  x  infini ,  re^ 


vient  à 


*7r 


nsm 


mnf 


n 


'/- 


^„   *K      I — i^ccos — |-af*+-sm .arci    tang= ^-    | 

"'  n  n        n  \        ^  ir    1 

^  I — ^xcos — y 


2       xm'TF    I  X 
cos^ 1|/^ 

n        n 


•2wos^-+a?'H — sm  - — .arc 
n       .      n        n 


n 


tang: 


1         Ç/7IT.    I  / 

-co$i 1  |/^ 

n        n 


Klf  2   ,     Ç/72T 

•2:rcos  ^î — h  **  -4 —  sm  ^ — .  arc 
n  n        n 


5^ 


tang: 


D 


n 


jfsm—    ^ 

tang= j 

i— jccos— ^ 


Fff  2 


:\ 


,l:y. 
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r  désignant  le  nombre  impair  qui  précède  n  ;  et  si  n  est  impaire  ^  il 
faudra  ajouter  à  cette  expression  +-l(i+Ar),  ou '(^  +  "*')> 


n  n 


selon  que  m  sera  impaire  ou  paire.  On  voit  par  le  développement  ci- 
dessus  que  rintcgrale  proposée  s'évanouit  lorsque  a-=o  ;  il  suffit 
donc  de  trouver  ce  qu'elle  devient  quand  on  y  fait  x  infini ,  et 
pour  cela  nous  allons  considérer  séparément  la  partie  logarithmique 
et  la  partie  circulaire. 

1°.  quand  a:  est  infini ,  K^    i — ixcos h^*  se  réduît-à 

n 

X — cos — ,  et  Ion  a  par  conséquent 
n 


^  \/     I— ixcos— +  A;"=;(a'— cos— )=U+l('i cos— )  =  1a:, 

n  \  n  ^  \        X       n  ^  ' 

à  cause  que  -  cos—  s'évanouit.  Si ,  pour  abréger ,  on  pose  —=e» 

X         n  fi  * 

la  réunion  des  fonctions  logarithmiques  formera  la  série 

i.Xx 
{  COS/72W+  COS3  /7za>  +  cos  5/n<» +  COS rm»  ) 

X 

avec  Y  appendice  =fc- 1  (  i  +^) ,  si  «  est  impaire.  Cette  série  est 

comprise  dans  celles  dont  on  a  donné  la  somme  n**.  oço.   Pour 

employer  les  formules  de  ce  n%  il  faut  y  changer  ;c  en   r i 

-  q  en  ma  y  faire  A=2  et  p-=m(a  ;  on  trouvera 

sin(r+  i)mtà          2 1«  ^  sinfr-f- 1  W«    1  ^ 

Sçflsrma  =  — 1^ '- — , 5cosr/72«==_!ZiLZii^   '* 

^  Dans  le  cas  où  n  est  paire,  on  a  r=/z— i  ;  et  le  résultat  que 
Ton  vient  d'obtenir  se  réduit  par  conséquent  à  zéro,  à  cause  que  m 
est  nécessairement  un  nombre  entier. 

Si  n  est  impaire ,  il  faudra  tenir  compte  de  l'appendice  it  i^ 
mais  on  aura  alors  r=/2 — 1  et 

n  sinmt»         n  siamm         a» 
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or ,  sio( /7z TT — mtjd )=d-:sin ma ^    selon  que  m  est  impaire  ou  paire j 
il  viendra  en  conséquence 

2I  a?  \x  sinmta       \x 
S  cos  rm(»^=: 


n  n    sinm  tù        n  ^ 


ce  qui  se  réduit  encore  à  zéro. 

La  partie  logarithmique  de  l'intégrale  cherchée  s'évanouissant  ainsi 
dans  tous  les  cas,  il  faut  examiner  ce  que  deviennent  les  fonctions 
circulaires  qu'elle  contient.  Leur  terme  général  est 

-sinr/72a.arc(  tang  = j; 

n  VI  —  X  cos  rcù  / 

Farc  indiqué  s'évanouit  lorsque  ^=0;    il  est  égal  au  quart  de 

la  circonférence  quand  x  = ,   et  il  a  pour  tangente 

^  cosrcà 

=  —  tang  rtù  y   quand  x  est  infini.  Dans  ce  dernier  cas  il 


Qosrùd 

est  donc  égal  à  t— r®  :  on  a  donc  pour  la  valeur  complète  de  l'in- 
tégrale cherchée^  la  série 

-{(^T — w^sin/72û)  +  CT— 3û)^sîn3  /ww  +  ^t — 5«^sin5  mùù+  etc.  }  , 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

-  TT  {  sin  772  a>  +   sin  3  /w  «  +    sin  5  /tz  «  +  etc.  )  , 
n 

:  {  sin  772  «  +  3  sin  3  ;;z  6)  +  5  sin  5  772  «  +  etc.  }. 

72 

La  limite  de  la  première ,  déduite  des  formules  du  n%  950,  donne 

2      _  .          *       9r  I  —  cos(r+i)772« 
—  9r  o  sm  r  772  «  = : ; 

72  72  Sin  772  (a 

celle  de  la  seconde  se  tireroit  des  formules  du  n"".  909  ;  mais  on  y 
parvient  immédiatement  en  difFérentiant ,  par  rapport  à  « ,  l'ex- 
pression de  S  cos  r  772  6) ,  rapportée  plus  haut  :  on  trouve  ainsi 

—  772  {  sin772  «  +  3  sin  3  772  û)  +  5  sin  5  772  û>  +  etc.  }  = 
m(r-\-  i^cos(^r+i  ^772«        /72sin(^r-4- 1  ^  772  «  COS772» 
2sin772«  i(s\xim(*)^  * 
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d'oii  Ton  conclut 

(r'\'i)QOs(r+\)m(ê      sin('r+ i^/w«cos/w 
5  rsin /•/«»=:  — : +  ^  » t: — 

rcosfr-H  1^/72»        smrm» 


Maintenant  si  n  est  un  nombre  pair,  on  aura  r=n'^  i , 

cos(  r+i)m6dz=z  cosnm  «à  z=  cas  m  w  j 
sin  (r+  i^/7i«  =  sin/nT  =  o, 

I-— cos;72  7r            ^    .                     ncosmw 
Ssmrmu=: : ,         5rsinr/^«  =  — — : , 

enfin 

— 5sinr/7i«— — 5rsinr/wtf  == —         , + 


n  n  n       xsinma         n    2Sin/7z«» 


5  à  cause  de  /2»  =  ^, 


/zsiniT?» 
Lorsque  n  est  un  nombre  impair,  il  vient  r=/2— - 1 , 

cotCr-i- 1  )mei  =z  cos(mT'^^m  êè)=i     çosm'Trcosm»^ 
sin  ('r-j-  i^/wûi  =sin('/!n  tt— z«  «^=— cos  m  tt  sin  /ts»  , 

d'où  on  tire 

—  5sinr;72« Srsinrm»=z 

n  n 

v(  I  — cosm  TT  cosm»)     »(n —  i  ^cos  mvcos  mtà     m  cos  m  m  cos  m  «# 

/{sin/72£d  /2sin;zi»  nsin/Tici 

ce  qui  se  réduit  à  — : ,  en  observant  que  «  «  =  ^r. 

/2Sin/7Z€tf  • 

;— ,  prise 

I  +* 

entre  les  limites  x  =  o  et  a:  infini ,  est  égale  à  — -^ ,  ou  à 


^  •    • 


nsin — • 
n 


,  ainsi  que  nous  l'avons  annoncé^  n%  io8o« 
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1085,  Ce  résultat  conduit  à  une  sommation  remarquable.  On  a 
vu  dans  le  n**.  1080,  que 

(p(n^m^m)^  1^ = -— , 

rintégrale  étant  prise  depuis  x=zo ,  jusqu'à  x=-\  ;  si  on  développe 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  :r,  la  quantité 

y  qu'on  intègre  après  avoir  multiplié  par  x'*""*"''i/jc, 

et  qu'on  fasse  ensuite  x^=^Xy  il  viendra 

.    mT        n-^m     n(xn — m)         n.i.nf  xn^-^m) 
sm \  j  y 

n 


n 


^  (n—m)(in—'m)('^n—m) 

-l- . . f-  eiC. 

;2.2/z*3/2(  4/2 — m) 


p^n 


1086.   L'intégrale /«""*i  a?  C  1 — a? V  "      P^t    se     développer 
aussi  en  produits  indéfinis.  On  a  trouvé  dans  le  n"".  1079  que 

fx'^^'dxX      (m-^pX m+p+n). .  •      r(  r+n) 

fx'^^dxX        m(m+n) ( ''+P)( r+p+n )... .  ' 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi 


n 


t 


fx''-idx(i^x'')   "    __  j^  (m+p)(r+n)(m+p+n) 

P—f       m  (m+n)Cr+p)(r+p+n) * 

on  rendra  possible  l'intégration  de  la  formule  qui  est  au  dénomi- 
nateur en  faisant  r=/z* ^  et ,  entre  les  limites  x-=o  et  x=i  i ,  on  aura 


fx'^^'dxCi  —  x^)  «  =~, 

F 
d'oîi  l'on  déduira 

mp'  (m-\-n)(p-\-ny  (m-\'%n)(p+xny  (m'\-inXp-^in)' 
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On  pourroit  obtenir  un  pareil  développement  de  l'intégrale 
x'^^^dxCi  —  ^"/,  et  Ton  auroît  par  ce  moyen  Texpression  en 
produits  indéfinis  >  des  produits  limités  qui  composent  le  dévelop- 
pement que  nous  en  avons  donné  dans  le  n**.  1071.  11  est  visible 
que  cette  transformation  revient  à  celle  qui  a  été  effectuée  sur  les 
puissances  du  second  ordre  dans  le  n".  961. 

Les  facteurs  du  second  membre  du  résultat  ci-dessus  étant  grouppcs 
dans  l'ordre  suivant 

I     n(m+p)      inÇm+p  +  n)       'jnÇm+p  +  in)     ^n(m+p'i''in) 
on  en  tirera  par  la  supposition  de  m+pz^ny 

m 

m 

~Z       I         n^  4/î*  9/2*  1612* 

•^  ^  m    n^-^m^     4»* — m*     9/2" — m^    ion* — /tz* 


et  mettant  pour  rintégraleyAT"*  'Jx(i—x'')     ^sa  valeur 


m 

nsm 
n 


on  obtiendra  l'équation 

^11  1  1  I 


•  ■  _  ■  • 


rriTT      m  m^  rr^  tri-  m 


•  etc. 


n  sm I r     i :   i 


n  n*  j^n*  9/ï*  i6/i* 

de  laquelle  on  conclura 

n       n    \        ;iV\        4/2V\  9/z'/\         i6/2*y 


I 

I 


sm 


Si  1  on  change  lare  —  en ^ —  = .-r ,    on  aura 

n  a         n  m 

sm 9r  =  cos  —  ;  substituant ,  ou ;  au  heu 

i/ï  n  1  in' 


m 

n 

il  viendra 


W9 

de  — ,  dans  le  produit  précédent,  décomposé  en  facteurs  simples; 


cos 
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WT        A        ^w\\i      /2  Al        n/\x      n /\i        n.J  \i      n/\i         n) 

COS — =9r( j^ 

n  \2        /z  /  i.i  1.2  3.3 

(l/nV  2/w\/  2^\  /  2/72\/  rm\{  2/72\/  2ot\ 


i^iv^ 


2*  2. 2. 4,4. 6.6. 8etcA        /i' A       9/2*  A       25/1*/ 
résultat  qui  se  réduit  à 

-?=('-^X-,^X-^X-^)- 

lorsqu'on  met  pour  -  la  valeur  rapportée  dans  le  n"".  945. 

2 

Si  Ton  fait =  <^  »  dans  les  deux  produits  que  nous  venons 

îi 

d'obtenir  pour  le  sinus  et  le  cosinus ,  on  aura 

-"=(-^^X-^"X-^.X-,^)- 

ce  qui  revient  à 

^  " = <■  -  vX» + fX— ^X- + ^X'  -^X- + ji)"'- 
-«=  (-V"X'  +  TX-r:X'+ïD(>-iDO+iî> 

La  première  de  ces  expressions  met  en  évidence  la  propriété  qu'a 
le  sinus  de  s'évanouir  toutes  les  fois  que  l'arc  devient  égal  à  un 
multiple  de  tt  ,  soit  positif,  soit  négatif,  puisque  les  facteurs  qui  la 
composent  s'annullent  successivement  lorsque 

tt=^,  u=z — T,  K=2T,  u= — 2T,  tt=3'»',  «= — S'^*  ^^« 
Il  est  visible  que  si  l'on  avoit  voulu  exprimer  analytiquement  cette 
propriété ,  on  en  auroit  déduit  la  même  formule  que  ci-dessus. 
L'expression  du  cosinus  satisfait  de  même  aux  loix  que  suit  la 
Appendice.  G  S  S 
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la  marche  de  cette  fonction,  puisqu'il  y  a  toujours  un  de  st% 
facteurs  qui  s'évanouit  lorsque  i/=  ± v. 


Digression  sur  1087.  Les  expressions  dont  nous  nous  occupons  maintenant  sont 
i^us^'erd^co-  ^"^  ^  Euler ,  qui  en  a  tiré  de  nombreuses  conséquences  :  elles  donnent 
sinus  en  produits  immédiatement  les  logarithmes  népériens  des  sinus  et  des  cosinus  ; 

indéfinis* 

car  en  faisant  u  =  — ,  on  en  tire 


m' 


\       49/»V 


+  etc. 


Si  l'on  développe  en  séries ,  les  logarithmes  indiqués ,  à  partir  seule- 
ment de  1  f  I — ^  pour  le  sinus  p  et  de  1  ^i ^  pour  le 

cosinus  y  on  aura  y  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  —  ^ 

n 

ffiff 
1  sin =  lzw+l(2/i — m)'>c\{xn^în) — 3l/i+l9r— 18 

m*  r  1  1        I         I  I  V 


4 

rn 

.6 


^/I  III  I  V 

j^\4*        6*      8*      10*      II*  / 

m^  /  \  ïli  t  V 

:i^7  +  6^+8^+i35-+7?-+**^-) 


etc. 
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fflT  * 


m^  / 1        l        i        ï  V 

i/ï^Vj*     5*     7^     9*  ^ 


.6 


/»    /  I  I  I  X  \ 

^C^+^+^+^  +  etc.) 

•  /    I  I  I  I  \ 

^7+7+7+9^+ etc.) 


4^1 
etc. 

les  coefEciens  des  puissances  de  —  dans  ces  séries  étant  les  termes  de 


la  série  générale  S  —  ^  se  calculeront  par  les  formules  du  n"*.  941 , 

en  faisant  usage  de  la  remarque  du  n%  938  ^  ou  par  des  procédés 
que  nous  indiquerons  plus  bas. 

io88«  Les  mêmes  expressions  donnent  les  facteurs  des  séries 


V 7—  +  etc. 

I        1.1.3       i«:i*3*4«5  I.I.3.4. 5.6.7 

+ 7—  +  ctc; 


1.2  I.2.3.4  I.1.3.4.3.6 

qui  sont  en  même  tems  les  dévelbppemens  de  sin  u  et  de  cos  u  ^ 
et  ceux  des  expressions 

^y =n:_^-  y  ITT       »/irr  ^  -y  m 

Changeons  maintenant  uV — i  en  2^  et  2^  en  — uV — i  ;  il  viendra 

=-H 1 1 — h  etc. 

2         X     1.2      1.2.3        I.2.3.4.5 

— i: — =1+  — + + ^+  etc. 

2  1.2     1.2.3*4     1.2.3.4. 5*6 

Ggg  1 
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On  peut  encore ,  à  l'aiàe  de  ces  formules ,  décomposer  aussi  en 
facteurs  l'expression »  car  on  a 


x+y  x+y 

*— y  f    ^^ — 

2*. =e  ^ 


=-(-^X^-^*)(-^^)^*^- 


1  V 


9 

«—y 


3. 


-"^(^X-'-^X-^'X-^l- 


SI  l'on  fait  dans  ces  résultats  j^=o,  il  viendra 

f 1  T*  X/  X^  \/  X^     \/  X^    \ 

Multipliant  entr'elles  les  quantités  e'dzè"  et  «Ci*"'',  on  aura 
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et  faisant  pour  abréger  x-^y^^u ,  x — y=v  j  on  conclura  de  ce  qui 
précède  le  développement  en  produits  indéfinis  des  trois  expressions 

e^  +  e-^+e^  +  e-^ 
e«— «■"" — e*'  +  e"*', 

<"+«-"— e^—r\ 

1089.  Avant  de  reprendre  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales 
définies ,  nous  montrerons  comment  les  expressions  que  nous  venons 
d  obtenir  peuvent  être  employées  à  la  sommation  de  quelques  séries. 

Soit  i  +  ^ç  + J5][*  +  Cf +Z?^+  etc. 

=  (i+*ç)(i+^î)(i  +  >'0(i+crî)etc, 
on  aura        •  * , 

B  =  afir{-ay^ -+ fi  y+ fi  J'+  etC. 

C  =  ai8  7-f-«i8  J^4- etc.' 

etc. 
et  par  les  formules  du  n"*.  158,   on  obtiendra  les  valeurs  de 

S^—A  +fi  +y  +<r  +1  +  etc. 

S^=.A^+fi'  +  y+S'^  +  t^+  etc. 
S^=a^+fi^  +  y^+S'^+t^+  etc. 
etc. 


e"— r" 


Cela  posé,  l'expression du  n*.  précédent;  donne 

1 

I  + + : + ' 2 +^*^- 

1.1.3      ^•^•3*4*5       i«x«3*4«5*6.7 

(■+^)G+ï?X'+^)('+^X'+i5^)«'=- 

et  faisant  u*=s^\,  on  en  tirera 

i  + i_+ i + i — __  +  etc. 

1.1.3      .i>3'«3*4«5       1.1.3.4.5.6.7 

(i+î)(i+^0(ï+^î)(i+-^c)(i+:^î)etc. 

49  10  15 

ji=: ,  B— ,  C= ,  Z?= 5-, "etc. 

1.1.3  1.1.3.4. j  1*1. «.7  1.1...0. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  S^ ,  S^^  S^^  etc.  oa  trourera 

III  «•• 

5,=—+—+—+  etc.      =--7- , 

14      9  6  . 

III  ^ 

*  I*     4*     9*  90 

^        I        I       I  ^* 

I       4      9  94c 

^        I        I        I  V 

5^4=— +-T-+-7-+etc*       = , 

■      I*     4*     9*  9450 

^  t  I  T  9r'* 

i      4'     9  93S5S 

etc. 

comme  nous  l'avons  indiqué  ^ns  le  n*.  941  j  et  Ton  voit  par  là 

que  la  limite  de  la  série 

I  r        •!•  1 

C    ^  j i    ^     -     ,1    - 

ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

Le  développement  en  série  de  l'expression étant  com- 
paré à  son  développement  en  facteurs ,  en  faisant  «*=  i^^*^ ,  donne 
successivement 

1+ + + 2"  + 2 ©•  +  etc.  = 

i.i      i.x.3.4      I.2.3.4.6      i.i.3.4«5.6.7.5 


^t-hUU-»-9U^ï-t-rfîAi+T9UU^-77i;"c. 

-rf= >  ^= ,  C= çt  -D= = — s 

1.1.4  ï.2.3.4.4'  i.2...6.4^         i.2,.,8.4^ 

-,        I         I  I  I  îr* 

•5.=—+—+--+ etc.    =-— , 

I  9  2Ç  11^ 

1       9V  ^5  .      1.3^.3  1' 

^       9       ^5  1.1.3.4.  î  2'^ 

*     1*^9*^2^*  1.2.3. ...72»' 

etc. 


etc. 
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et  l'on  aura  en  général  la  limite  de  la  série  . 

I         I         I        t         I 


,%m 


3'"     5 


%m  t» 


exprimée  par  la  circonférence  du  cercle.  Nous  observerons  que 
l'on  peut  faire  usage  de  ces  résultats  pour  simplifier  les  séries  du 
n^  1087. 

1090.  Les  formules  qui  terminent  le  n^.  1088  étant  traitées  par 
le  procédé  du  n°.  précédent  ^  donnent  aussi  des  sommations  très- 
élégantes.  On  en  tire  d'abord 


+ 


■x 


«'+1 


5' 


''(•+$)(' +^)G+i^)'«- 


•X- 


î 


puis 


'-7:^4+^X'+^^A-+ 


9T*+ap*A      25 


T^  +  X^' 

or  il  est  facile  de  voir  que 


J—X 


x  +  e'+r'  ' 

et  qu'en  y  faisant  a:  =:kV^—i  ,'  ^j^=— -vk — i ,  on  aura 

cos  V  +  cos  (  u — V  )  sin  «  sîn  v 

— ^ ^=cos  v-i —  =  cos  v+ tang  f  «  sin  v 

i  +  cosz^  i+cos«  ^* 

=(, + jîL  Y.-^Y. +_ii_Y,_^î_)  „c. 

V         7 ^^/V  7r+U/\  'ITT — u/\  Xv-^uJ 


•*M* 


« 
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Maintenant  si  l'on  substitue  dans  l'expression  cos  v+tang  ji^sin  v  ; 

au  lieu  de  i/ •  —,  au  lieu  de  v .  —,  et  qu'on  réduise  en  série 

n  in 

les  fonctions  de  { :  savoir ,  cos  -^  et  sin  —  ,  on  obtiendra 

T7  rfiT  cr*r*  tV^  m^ 

,  +  -J:  tang ^^ ' ^2"^  tang  — 

=(i + -î-Yi — ^Y^ +-^Y^-  -^)  etc. 

d'oU  l'on  déduira  les  sommes  des  séries 

^  ï  I  ï  I         . 

S,= +-^ ; —  +rtc. 

J.= 1 1 1 h  etc. 

etc. 
la  première  donne  immédiatement 

T  mT  I  II  t       . 

—tang — = — + ' —  +  etc. 

zn  %n       n^^m         n  +  m      3» — m       '^n  +  m 

Nous  aurons  encore  par  les  formules  déjà  citées 


d*oii 


=r  «  *-±:?(i +^^:±>:iY-^^^^Yi +^^^^  "1  etc. 


x+-       —  - 


'-^E^=('-^âG+SX>+^)(-;^^)- 


36' 

or 


or 
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c        ^  +  e  a  —  e* — c     ^ 


x^c'—r'. 


Si  maintenant  on  fait  x=tt  V — i ,      ^  j^=— v  V^— i,  il  en  résultera 

cosv  —  cos(«— v)  sinttsînv 

i i  =  cosv =cosv — cot^nsmv 

»  I  —  COS«  I— COStf 

et  si  l'on  change  y  en  — — ,  «  en  —  ,  puis  que  Ton  développe 

2/S  II 

en  série  9  suivant  les  puissances  \ ,  l'expression  cos^  +cot-^sin  —  ; 

%n  m       xn 

on  obtiendra 

I  +-^cot ^ Vrcot 1 

xn        xn  2.4^^         %.j^.6nl         xn         ^ 

2«4*o«o/z^ 

=(,+xY, — L-Y.+^Y. — i_Y. +_i^)«^: 

\       m/\        xn—m/\       xn+m/\        j^n-^m/X        4n+m/ 


et  on  en  conclura  les  ezpresnons  des  limites  de 

-«       ï  I  I  ï        .       '  ï 

5,= + — + — etc; 

m  xn^-^m         xn  +  m  4» — m         j^n  +  m 

_        1  I  1  1  I 

ç  _^. ^^^^  I  ^^^  j  ^_^  etc. 

etc. 
On  aura  en  particulier 

— cot = + ; H ; etc. 

xn       xn      m         xn^-m      m+m        ifir^m      ^n+m 

Appmdicc.  Hhh 


4tS  Cn.lll^  Application  DU  Calcul  tnréGfBLAL 

1091.  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède  que 


I  I 


m      n — m        n-^m 


xn-^m     m+m     3» — m       ^n-^m 


etc. 


(mnt             m'jr\            ^ 
tang — +cat — J= — ; 
2/1              2/2  /         •     m'^ 


fSSlA 


fi 


I  I 

1  n  ■• 


t         ï  1 


I  I 

+ 


I  I 

+ 


ij72"-~//t      j^+rit         'ift^'^ni 


T  /       mT 
:— (  cot 


tang  ^  j: 


^ 

^   ■< 


iztang 


+  etc. 


— =-  cet  — . 

miF     n         n 


n 


Si  Ton  combine  deux  à  deux  ^  à  partir  du  second ,  les  termes  de  la 
première  de  ces  séries  >  on  aura 


12  sm 


9r  1  .2/72  2/72  2/72 

.    mnr       m      n^^^m^         4^*— -/72*     9^* — /72* 


%m 


I  Sn^^-^m* 


+  etc; 


/2 


d'oïl  on  tirera 


.     172  X  2/72*        /2* 772*  472 

2/72/2Sm 

72 


II  I 

' /72*       9^* 772*  1 6/2* /»• 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  série ,  il  viendra  successif 
vement 


T         mT      I 
-cot  — = — 
72  n       m 


2/72 


2/72 


2/72 


72* — ^^*         9/2* — /72*  1 6n'''r'm^ 


—  etc. 


1/72*  2/72X1 


V  /72T  I  1  X  I 

cot  — =î= 1 1 1 L  etc. 

n       n^^m^  ^  Arf^^n^       gn^^^m^        i6;»*-^* 
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Soit  »=  I ,  et  faisons  m  =  —  «^V^— 1/  nous  aurons 

I      ,     I      ,     I  1 


«'+1     «'+4    »*+9     »*+i6 

I  îT  cr 


«(*     — O 
en  observant  qae  (  Int.  n".  37  )> 

... ^~I(^  +1)         V^~I(«         +T) 

cet  /B  T  =:  ...  ^s  —  '_ 

e  * — I  •<      — I 


»/— 1+ 


t         —  I 


Lorsqu'on  change  «  ^n  n  dans  <e  résultat ,  on  retrouve  la  série 
du  n"*.  944 ,  et  la  limite  que  nous  lui  avons  assignée  dans  ce  n"*. 

1092,.  En  développant^  suivant  les  puissances  de  /Rj  chaque 

terme  de  la  série 

\ 


1  I 

et  désignant  par  5—.,  '^TJ  *  ^^^^  ^^^  ïin^îtes  des  séries 

I  I 

I  +  "T  +  etc.        1  +  -7-  +  etc. 

on  trouvera 

-— cot»iir  =  5-^  +  ,n«5  —  +  m*5-L  +  etc. 


•  « 

mais  on  a  par  le  n"",  949 , 

I        I  1        B,a  B.a^  B<a^ 

-cot-ii^-r '■ — ~ — 2 1 ^etc. 

%       "t        a         1  ^•3*4        1.3. 4.5.6 

B^,  B^j  B^j  etc.  étant  les  nombres  de  BernouUi  ;  et  par  conséquent 

— cot/nT  =  — ^+ — 7-^+ ^+etc. 

1/71*       xm  %' •        3lO*4        i.3«4«5«6 

Hhh  2 


4i8    Ch.  III.  Aptucationdu  Calcul  intégral 

Ja  comparaison  de  ce  développement  et  du  précédent  donne 

a — = •       0'-7-='  ^       o  — r-= "T  •  etc. 

x^""       1.2  x^^      I.1.3.4  i;^^      I.2.3....6 

comme  on  Ta  indiqué  dans  le  n*.  941. 

1093.  Si  on  écrit  in  y  au  lieu  den,  dans  les  formules  du  n%  X085  ^ 
on  en  déduira  les  suivantes 

mT         mT    /m — m\/ in+m\/ j^n^^m\/4n'\-m\ 
M  xn    \     xn     A     m    A    j^n     A    4«     / 


=(^X^X^X^)- 


cos  — 

2«        \/z/\       «        /\      3 


tang^  =(-^  YJ^^=^  Y^^±^Yi^=:^Yiî^±^)  etc. 

2/ï       \n — m/\n  +  m    /\xn — m/\\n'^m /\Kn — m/ 


mit      In — m\f  n-^-m  \/3« — /w\/^'2  +  'n  V5/» — ni) 
xn      \    m   /\xn'^m/\xn'i~m/\^n^^m/(^+m) 

•"  ^=C-^X7.T:rXtrîrX7£;rXirir)  '^ 

xn      \n^^m/\n  +  m  /\xn — m/Xxn-^m/x^n — m/ 


cosec  — 


=  IL  (_±_Y-Jf_Y.Jl-Y_l2_) 

m      \xn — m/\xn+m/\An — m/\An+m/ 


xn  m      \2/i— /w/\2«+/»/\4/2— /«/\4/2+ 

.  T      2.2.4.4,6.6.etc. 

en  se  rappelant  que  -= : : — , 

2      ï-3«3-5»5.7-etc. 

Cette  dernière  expression  se  tire  immédiatement  de  celle  du  sinus 

qui  en  fournit  beaucoup  d'autres  de  la  même  espèce.  En  tSkt,  on  a 


T^      /ï    •     fnT 
— = — sin 


(,Jî_Y-^Y_ii_Y_>L.)«c. 

\xn — m  /\xn  +  m  /XAn — m  /\  An-tm  / 


X       m  xn    \  xn^-^m  /  \  2/2  +  ;»  /  \  /fn-^^m  /\  j\n 

et  si  l'on  fait  ;n=7z ,  on  retombe  sur  la  valeur  ci-dessus.  En  prenant 

— =  s ,  u  en  résulte  sm =  sin  7  tt  =-— =•  et 

/»  2/2  *  j/2  ' 

^          — -  4.4»8.8.i2.i2.i6.  i6.efc. 
—  =  Kl. 


*  3-5-7«9*iï»i3«i5''7-^^c* 

La  substitution  de  la  première  valeur  de  —  ,  dans  cette 

2 
conduit  à 

y^ 2.2>6.6>io.io.  14. 14. 18.  i8.etc. 
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Si  ion  suppose  — = — ,  11  viendra  sin =sin *7- •»•  =«  —  et 

ni  .       2/ï  6  1 

7     3,6.6*i2.ii.i8.i8.i4.ete.  ^ 

1     1.5.7.1T.13.17.  i9,a3.ctc.* 

Ces  diverses  expressions^  de  ^7,  peu  propres  à  en  donner  des 
valeurs  approchées ,  sont  très-commodes  pour  en  obtenir  le  loga- 
rithme: on  a 

^       !•  i.4*4*o*6«etc*  ,         ,^,     ..\^        .\r       ,% 

— = ^-^ ^  =  »(^— T)(i  +  y)(ï— T)(i+T)etc, 

2       1.3.3. 5. 5. 7. etc. 

d'oîi  on  tire 

^  =  4(i-i)(i— ^)(i-:^)etc. 
U  =  l4  +  l(i-^)  +  l(i-^)  +  l(i_:jL)+etc. 

développant  en  série  les  logarithmes  des  binômes ,  il  viendra 

I 

9         ^•9'  3-9*  4*9* 


.11                1                i 
lT=:l4 ^ -—^ —-3 — ^^ etc. 


III  I 


15         1.15*  3.15»  4.15* 

Il  II 


49       **49'        3 '49'        4*49' 


etc. 


etc." 


et  posant  pour  abr^er , 


III. 
^=1+— +-.+—+ etc. 


etc.' 


\        l        X 

etc. 
on  aura 

U  =  1 4-(^-i) -1  (i?-i)-i  (C-t)-i  (Z)-i)- etc; 

Si  l'on  pousse  le  calcul  jusqu'au  vingt-troisième  terme  de  cette 

on  trouvera 

1^  =  1,4471988584940017414341  ; 

ce  logarithme  est  népérien  f  il  correspond  dans  le  s/stême  décimal  à 

0/49714987*6941338543  S."^- 


f 


ces 


sin 


4}o  Ch,  IIL  Application  vu  Calcul  intégral 

Ea  écrivant  dans  Teicpression  de  sm —  et  dans  celle  de  cos — , 

xn  xn   . 

rapportées  plus  haut  j  n^-^^m  y  au  lieu  de  m^  et  en  faisant  attention  que 
.    (72— rw)^  mT  "(«— ui)^        .     mTT 

sin  i i-=  cos ,      cos —  =  sm , 

xn  %n  %n  m 

on  ofaotiendra  les  nouvelles  formules 

\  xn   J\  xn  / \    xn    /\    ^n    /\    j^n    /\    6n    J      * 
m  / xn — m\f  xn+m\/  4/z — m  \f  j[n-\'m \[6n — m \/6n+m \ 
~  n\      n      /\     'in     J\     xn     A     Kn     A     %n     A     7»     / 


ffiT      w  n — m    i(7î+/n)     3(3/2 — m)    3(3»+^) 

COt = •  — ; r  •  —7' r  •  --; r  etC. 

xn       X      m      x\xn — m)    1(1/2 +  aw;    4(4^ — m) 
mTT       nr      m       l(in — ni)    3(1/2  +  '")    3(4»-— m) 

tang  — = .  —7 r-.  -7 T.  — r  etc. 

xn       X  n^^m    xsji-^m)     1(3/2 — m)   4(3/2 — m) 

â/x       9-       /72      \xn — m/\xn'\'m/\4n'~'m/\j{n+m/ 

%n       9r\n — m/xn-^m  /\  3/2 — m  /\in+m /\^n-^^m  J 

En  considérant  Parc  — ,  on  auroit 

i/i 


,    ni'TT 
sm 


172         mf  xn^^m 


'^mX/  xn4'm\/^-^m\/  4n+m\ 
ZT  AIÏhT  Al^i^^  AImT/  ^^* 


.     k^         k\  xn — k  / \  xn+k  J\  An — k  A  4«+* 

sm ^  ^ 

1/1 

etc. 

et  si  l'on  connoîssoit  le  ^tnus  ^  k  connus  ^  etc.  de  Tare  ^— ^  ,    ces 

xn 

derniers  résultats  donneroient  des  valeurs  du  sinus ,  du  cosinus  ,  etc. 
de  lare  • 


xn 

1094.  Nottsavons  emprunté  le  secours  du  Calcul  int^^l ,  pour 
obtenir  les  facteurs  du  sinus  et  du  cosinus  ^  d'où  nous  avons  dé- 
duit ceux  des  'expres^ons 

,         (  n\  1088  ): 
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Ettler  y  esc  parvenu  dans  son  Imroduceio  in  jinalysin  infinitorum^ 
par  des  moyens  purement  algébriques  ;  mais  la  manière  dont  il  y  fait 
entrer  l'infini ,  nous  a  £iit  préférer  la  considération  des  limites ,  em- 
ployée pour  le  même  objet  par  Simon  L'Huillier  de  Genève.  En  suivant 
la  marche  de  ce  dernier ,  nous  commencerons  par  déduire  quelques' 
conséquences  aussi  simples  qu'élégantes  ,  du  théorème  de  Côtes  ^ 
ou  de  la  résolution  des  équations  à  deux  termes. 

On  a  donné  dans  le  n"*»  168  »  l'expression  des  facteurs  trinômes 
des  formules  :c"*+ a"  etjp** — a^i  pour  distinguer  le  cas  oîi  l'exposant  m 
est  pair ,  de  ceux  oii  il  est  impair  ,  nous  écrirons  successivement  i/n 
et  i/w  +  I ,  au  lieu  de  m.  Cela  posé,  les  facteurs  de  **"*+  a*", 
teront  tous  de  la  forme 

en  faisant  jr  =  ^  =  i  ^  ils  deviendront  de  celle-ci  : 

x(i — Îosa)  =4(sin^A)%  et  on  aura  Ji:*"'+a""=i; 

mettant  pour  a  les  valeurs  -^ ,   -?— ,   etc.    et  extrayant  la  ra^ 
cine  quarrée  de  chaque  facteur  ^  on  trouverai 

t/r=  2".siû .sm--^ — «siA-^ — . .  •  •  •  •  «sin ••  •(-^); 

La  formule  jc*"+*  +  ^ï*^%  outre  m  facteurs  trinômes 
*' —  itf  jc  cos  X  +  tf*,  a  on  facteur  réel  du  premier  degré  at+h,  qui 
se  réduit  à  x,  et  il  vient 

1  =  X  sin -.  sia .  sm  — .  •  »sm  -•••(5). 

La  formule  Jt**— -/i'"*  a  un  facteur  «• — a*  et  iw— i  autres  de  la 
forme  x^ — xâ;c  cos  a+a*;  en  divisant  par  le  premier  on  a  un  quotient 

qui  se  réduit  à  m  y  lorsque  ^  =  «  =  i  j  et  comparé  au  produit 
des  m—i  facteurs  trinômes ,  il  domie 

i/lw=x    'sm .sm .sinp—  — ••••••sm ••••••(Cn 

•^  /72x;rx/7sx  m     X 


■I . 


43^    Ch.  III.  Application  du  Calcul  intégral 

Si  Ton  dégage  de  même  la  formule  a:*'"'^*— tf'"**"',  du  facteur  x — a^ 
on  en  déduira  par  la  supposition  de  x  =  ^  =  i , 

K  2/W+  i=i"'sm .sw : .sin — r- ...sm ....(/?). 

Le  n"".'  172  nous  donne  aussi  la  décomposition  de  l'équation 
AT**— 2r:c'"cos20+r*=o,  en  facteurs  du  second  degré ,  de  la  forme 

:t*— p2Jtcos -•¥  i,dans  laquelle»  doit  recevoir  toutes  les  valeurs 

depuis  o  jusqu'à  m — i  inclusivement  ;  et  en  observant  que 

f/w+ /2V+  2-  P            (^ — ^'^ — i  0 
cos  ^ =  cos , 

on  aura  ^* —  2  x  cos 1-  i  > 

m 

mais  alors  il  faudra,  si  m  est  paire,  pousser  les  valeurs  de  n 
jusqu'à  m  y  et  seulement  jusqu'à  m— i  dans  le  cas  contraire.  Pour 
distinguer  ces  deux  cas ,  nous  mettrons  successivement  im  et  zm+i 
au  lieu  de  m^  et  nous  obtiendrons ,  en  faisant  x=r=z  i  les  équations 

sin  ^  =  2*"- *sm .sm .sm .sm .sm ..••• 

%m  Xm  2/72  2/72  2/7X 

• sm  •sm  ■  - — .sin— — .•• . .  «C-^ 

2/72  2/72  2/72  ^     ' 

sm  9  =  2*"sm  — — -.sm .sm— .sm- .sin 

2/72+1  2772+1  2fn+I  2/72+1  2/72+1 

.       /W^— 9       .      /72X+^ 

sm .sm (F). 

2OT+I  2/72+1  ^    ^ 

109Ç.  Les  six  équations  {A),  (S),  (C),  (Z)),  (£),  (F)v 
fadles.  à  obtenir ,  et  déjà  très-remarquables  par  elles-mêmes ,  con- 
duisent immédiatement  aux  résultats  que  nous  cherchons ,  en  ob- 
servant que  l'expression  c'dzT*  est  la  limite  de 

(.+^)"=fc(._JL)" 

\  2/72/  \  2/72/     ' 

relativement  aux  accroissemens  de  /72  (  Int.  n"*.  3  2  ) ,  et  en  substituant 

X  X 

»+  — ,  au  lieu  de  *,  et  i :  au  lieu  de  a,  dans  les  fac- 

teurs  de  «•"sta*". 

Les 


1 
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Les  facteurs  trinômes  de  Texpression  f  i  +  —  j    +(  t J   ^ 

étant  en  général  de  la  forme 

(1  +  —  )  — H^+— )G ^)cos A  +  (i ^)  , 

se  réduisent  à 


=  4(siniA)»{i  +  -— (cotix)»}, 

4/72 

et  mettant  pour  a  ses  valeurs  ^  —  ,    - —  •    etc.  on  formera  le 

%m        un 

produit 

41  sin Il  sm-^ —  I 1  sm j 

\        im  2/  \      xm  2/  \  im      1/ 

X  (  1  +:^/cot—  -Y|  [  i  +-— /cot-^  -Y} 
l       4/»*\       2/7»  x/  J  l        4/«*\       %m  %/  } 

X(i+— fcot )  L 

l       4^^  \         2^      1/  i. 

Cette  dernière  expression ,  réduite  par  l'équation  {A)  y  donne 

i  l  4mA  2/72        2/   J 

l         4m*\        2/71  2/  J    l         4^  \  l'W       1/  / 

f  AtV         2/72—1   ^V) 

XiH-— i(cot J  }; 

l       4m\         im      2/  J 
passant  maintenant  aux  limites  ^  en  observant  que  celle  de 
-Icot ),  est J  on  trouvera 

7*\        2/72   2/  '  I    , 


4^^ 


4 


e'+€"*      •         4*!_V         4^*  V         4^  \ 


Jppcndkc.  lit 
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On  seroit  parvenu  au  même  résultat ,  en  décomposant  Texpression 


im— 1  .  «V»         V  ftjn— I 


\         im — I  /  \  %m — I  / 


im         ^  ^      ^  t"> 


En  second  lieu,  si  Ton  prend  Ç  iH j   — C  i — j  ,on 


aura  le  facteur  (  n j — (i )  avec  m — i   autres   qui 


seront  de  la  forme 


(i  +  — )— i(l+— -Yi ^)cosA  +  (i —) 

\        xmj         \        \m/\         xm  J  \         xm  i 


et  conduiront  comme  ci-dessus  à 


4(sin^A)»{,  +  -l^(cotiA)«}. 
Les  valeurs  de  a  relatives  à  ce  cas  étant • .    etc.  on  ob- 

1/71        2/n 

tiendra ,  en  arrêtant  au  second  terme  le  développement  du  premier 
facteur  >  mis  à  part ,  le  produit 


m 


4"  \  sm )  l  sm I 1  sm ^  -  ) 

\      xm  x/  \      xm  x/  \  xm        i/ 

{ , + ^(oo,-^  :)•}{.  +  -^(co,  -Ji-  rV } 

l         4>w    \       xm  1/  )  l  Am^  \  xm      x/  } 


x{i  +  rU<>t ]  I  > 

l  4/n    \  xm      x/  } 

et  on  conclut  de  là ,  en  vertu  de  l'équation  (C)  , 

1  l  4/n*\  2/w      1/  > 

xj  I  +  ~(cot-^-)  !  1  1  +  ^(cot ^)  } 

l  4^2*  \       xm  x/  )    K  4/n  \  2/w      2/  J 

X)i+  -^(cot J  [. 

V  4^»  \  xm      2/  J 

Enfin  la  limite  de  cette  équation  donne 


{ 


\      r)^ 
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ce  qu'on  auroit  également  trouvé  en  opérant  sur 


tm— I  -  ^         ^  101— I 


\  im — I  /  \  xm — I  / 

1096.  On  obtient  d'une  manière -analogue  la  décomposition  de 
l'expression  c* — icosi^+e"*,  en  facteurs  binômes. 
Les  facteurs  trinômes  de  l'expression 

(iH )      — 1(  H )      (i )      cosif+fi  —  — ; — J       9 

\      4/2+1/  \      4/1+1/      \        4^+1/  \        4^+1/ 

étant  de  la  forme 

(1  +  —^)— îCi+-^— Yi ^VosA  +  ('i A—)  , 

N        4^  +  1/         \       4;2  +  i/\         4^  +  1/  \  j^n    x/    - 

reviennent  à     4(sin  ^  a  )'  {  i  -t- (  cot  j  x  )•  }  ; 

4^+1 

*  mettant  pour  \  toutes,  les  valeurs  dont  il  est  susceptible ,  on  for-> 
mera  le  produit 

'(  sm  — -—  j  (  sm 1  (  sm )  • . .  .1  sm 1 1  sm ) 

\      i/z+i/\      1/2+1/ \      1/2+1/  \      1/2+1/ \      1/2+1/ 

*«{'+û^("'ï^)"}  {'+j:^{""-^y}  {'^j^iv{""^y} 

x/,+_jl_(e„,?r=îY}{,  +  __^(co,^"},- 

l         (4«+i)*\      l«+i/  J  t         (4n+a)*\      tn+l/  >' 
qui  se  réduit  à 

l        4/2+1  \     1/2+ 1/  H       4/2+ 1\'    in+1/  J 


XU  + 


en  vertu  de  l'équation  ('F)  ;  et  prenant  les  limites  ,  on  aura  seulement 

le  même  résultat  se  déduiroit  aussi  de  l'expression 

I  i  i  1 
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La  formule  t*' — icosi^  +  «"**  est  encore  susceptible   d'une 
autre  décomposition ,  qui  s'opère  en  la  transformant  en 

«•' —  1  cos  2  ^  +  e""*'{  ( cos  1  ^  )*+  (  sin  i  p  )■} 

s 

=  (  «' — «"'cos  1  ^  )* —  (  e"' V — I  sin  1  ^  )■ 
=  {  «'— «"'(cos  2  ^  +  y — I  sin  2  ?  )  } 
X  {c' — e""'(cos2^ — V/— ^i  sin  2  p)  } 

=  (*•-*■"(*-'' ^^))(.'--(*+**^^Vl«t.n-.  38), 
et  le  développement  de  e' — e~^,  du  n".  1088  ,  donne 


X 


-     -(«-a?V^-i) 


:=(l*— 2?K  —  l)« 


+  ,V'_i 


x(-^^=^")(-^^^"' 


; 


erc. 


multipliant  entr^elles  ces  deux  expressions  ^  on  trouvera 


A* 


2C0S2^  +  C' 


9^ 


etc. 


etc. 


■   ij 
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On  obtiendront  aisément  par  ce  qui  précède  les  facteurs  des' 
formules 

«*+  1  cos  1  ^  +  r* ,  t' —  2  cos  2  f — r* 

t' — isec  10 +  «"'',  t' — itangi^  —  «"*. 

1097.  Euler  tire  des  considérations  du  n"*.  1089  y  le  moyen  de 
transformer  en  série  le  produit  d*un  nombre  de  facteurs ,  soit  fini , 
soit  infini  ;  en  effet ,  la  série 

i+^(;+5î*+Cî'  +  Z?î*+  etc. 
étant  supposée  le  développement  du  produit 

(i+«î)(i+^î)(t+>î)(i+J^î),  etc.  =P, 
devient  égale ,  lorsque  { =  i ,  à  lunité  augmentée  des  diverses 
sommes  que  Ton  obtient  en  iréunissant  les  lettres  a^  fi  ,  y^  S",  avec 
leurs  produits  deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  etc.  Si  l'on  prend  pour 
ces  lettres  tous  les  nombres  premiers ,  on  aura  le  produit 

(i+i)(i  +  3)(i  +  5)(i+7)(i  +  ii)(i  +  i3) 

=  i  +  i+3  +  5  +  6+7+io+ii  +  i3  +  i4+i5  +  i7+etc. 

renfermant  tous  les  nombres  entiers ,  excepté  ceux  qui  sont  dei 
puissances  ou  des  multiples  de  puissances. 
On  a  de  même 

T  I  ï     .     I  I  I 

X*     3»     j»     6*     7"     10" 

On  trouvera  des  relations  analogues  pour  le  cas  oîi  les  nombres 
a,  liy  y^  i  9  etc.  sont  négatif  ;  il  viendra  par  exemple 

(-^X-rX-fX-^X-T^)- 

I  I  II  1,1  I  T  I 

X"       3"       5"     6"        7-^      10*       11»       T3'      M* 

Dans  cette  série  les  termes  négatifs  résultent  de  la  multiplication 
d'un  nombre  impair  de  facteurs  premiers ,  et  les  termes  positifs  d'un 
nombre  pair. 
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En  développant  l'expression 


(i— *î)(^— ^0(1— 3^î)(i— J^O^tc' 
dans  la  forme 

les  coefficiens  urf^  5 ,  C  yD  j  etc.  seront  comme  ci- dessus  les  sommes 
des  lettres  <*,  i3,  j^,  «T,  etc.  de  leurs  produits  deux  à  deux, trois 
à  trois,  etc.  mais  avec  cette  différence  que  les  puissances  de  la  même 
lettre  se  trouveront  comprises  dans  ces  produits ,  en  sorte  que  la 
série  qui  résultera  du  développement  de  l'expression 


=  /^, 


(i— *î)(i— ^l)(i— 3^î)(i— J'î)etc. 

sera  égale ,  après  la  supposition  de  {=  i ,  à  la  somme  de  tous  les 
produits  qui  peuvent  naître  des  lettres  «^ ,  i8 ,  > ,  <r ,  etc.  combinées 
d'une  manière  quelconque  :  on  trouve  ainsi  que 

1 

(i-^)(i-î)(i-T)(ï-T)(^-Tr)(i-7T)etc. 

Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de  l(i— v)^ 

lorsqu'on  y  fait  ^  =  i  ,  et  qu'on  en  change  tous  les  signes  (  Int* 

tC.  27  )  :  il  résulte  de  là  que  le  produit  infini 

I 

(i-î)(i-T)(i-T)(i-f)(i-rr)(i— rî)«c. 
a  une  valeur  infinie ,  et  que  par  conséquent  l'inverse 

tend  sans  cesse  à  s'anéantir ,  on  a  pour  limite   2éro. 

En  ne  prenant  qu'un  nombre  limité  de  facteurs,  l'expression 

-z 7-r-y Tn  »  V^^  exemple ,  on  a  la  série 

i  +  r+f  +  i  +  i  +  i  +  i  +  -^  +  etc. 

composée  de  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tous  les  nombres 
ayant  2  et  3  pour  facteurs  simples. 
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On  a  en  général 

(■  -  fX'  -  rX— fX'  -  ^X-  -  Tî^K 

T  1         I         I  l  I  I 

et  Ton  conclut  de  cette  relation  la  valeur  du  produit  indéfini  par 
celle  de  la  série ,  ou  vice  vtrsâ. 
On  trouveroit  de  même 


—  *^     ».  .  n 


(• + fX- + fX- + jh + 7X'  *  tf)"'- 

IIIIIl  ITI 


En  partant  des  équations 


(^  -  ^X^  -pX^  -7-X'  -?^X^  -77^)"^- 

on  trouve 

K-^X-^fX-^X-rX-^Tl^K 

iti'_  i"+t       3*+!       5"+!      7»+i     II-+I 

JV~i»— I  •  3—1  *  5--.1  ;  7=T"T?II7*^^^* 

Ces  combinaisons  se  multiplient  à  Imfini  et  produisent  des  ré- 
sultats très-remarquables ,  mais  trop  nombreux  pour  nous  y  arrêter  ; 
et  nous  renvoyons  à  cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  II  de 
Vlntroductio  in  Jnalysin  infinitorum. 
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1098.  Pour  ne  laisser  en  arrière  aucune  branche  de  la  Théorie 
,  des  suites ,  nous  allons  donner  une  idée  du  Chapitre  XVI  da 
même  ouvrage ,  dans  lequel  Euler  applique  les  produits  indéfinis  à  la 
recherche  des  diverses  manières  dont  on  peut  former  un  nombre  par 
l'addition  de  ceux  qui  sont  inférieurs^  ce  qu'il  appelle  Panitio 
numtrorum. 

En  considérant  Péquation 

on  obtient 

^=A;*+Jt:^+X>  +  x'+x*+  etc. 

Q=r*"*^+jc**V4- a:**^ +>^^'*^+  etc. 

R  =j»r*+^-^  +  a:*-*"^^'+  x*+^-*'*  +  etc. 

etc. 
d'où  Ton  voit  que  les  exposansde  x^  dans  les  coefficiens  de{%{%  {'»ctc. 
sont  les  diverses  sommes  qu'on  peut  faire  avec  les  lettres  «  ^  /B ,  > , 
l^  etc.  combinées  là  i,  lài,  3à3y  tic.  Il  est  évident  que  s'il  se 
trouve  dans  le  même  coefficient  des  sommes  égales  entf'ellesy  les 
termes  dont  ces  sommes  sont  les  ex^osans  se  réunissent  en  un  seul , 
ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  Si  dans  Q  »  on 
a^  par  exemple,  flt+i3=<r4->=/ï,  les  deux  termes  x*+^+^*+v, 
se  réduisent  à  ix^,  et  le  nombre  1  marque  qu'il  y  a  deux  ma- 
nières de  composer  le  nombre  n^  avec  deux  des  quatre  npmbres 

Soit  pour  la  série  «  9  jS  9  > ,  «^^  « ,  etc.  celles  des  nombres  naturels 
1,1,3,4^  5  9  etc.  on  aura 

=  I+î(x    +*•  +   Jf'  +   J>^^  +   *^  +   a?^  +      0?'  +     :k:'  +     ;r»  +  etc.) 

+l*(*'  +^  +1**  +1^'  +3*'  +3*'  +  4^*^  +  4«'^+  ç;^"+  etc.) 

+  î3(a;«  +  a;'  +2JC* +3:1:9  4-4-3^'°+?^"+   7^1.^    8*'H  10jc'^+ etc.) 
+  î^(;c»«  +  :r*'  +  2^^*+3A:''+tA:'^  +  6*»5+  9*^'-h  iia:''+ içx*»+  etc.) 

+ç^(x'^+A:'«+i:c'7  +  3;r'8  +  ,:r'9+7A:»*+io;t*'+i3a?»*+i8a?*^+  ctc 
\{{x^'  +*"+ 1^^  +  3a:»*.+  5a;*^+7a7^'  f  1  ia:*'+  I4;c»»+io**»+  etc.) 

+îV'+«''+iJif'*+3*''  +  ï^^'+7^^'  +  ii^*+M'^'+"**^+etc.) 
etc. 

sr 


A   LA    Théorie    DES    suites.       441 

Si  Ton  veut  connoître  de  combien  de  manières  le  nombre  34 ,  par 
exemple ^  peut  être  formé  par  l'addition  de  7  nombres,  pris  dans 
la  série  i ,  2 ,  3  »  4  ^  etc.  on  cherchera  le  coefficient  de  x'^^^  dans 
la  série  qui  muhiplie  {%  et  Ton  trouvera  que  cela  peut  se  faire 
de  onze  manières  différentes. 

'  En  faisant  {  =  09  tt  réunissant  entr'elles  les  mêmes  puissances 
de  AT  ^  on  aura 

(i  +xXi  +:t:*;ri  +a:VO  +^*Xl  +**Xl  +*')  €tC. 
=  l+;i:  +  Ar*+iJr'  +  l^*+ 3x^  +  4^^+ 5X^  +  6«'+    etc. 

les  coefficiens  des  termes  de  cette  série  marquent  de  combien  de 
manières  différentes  on  peut  former  les  exposans ,  avec  les  termes 
de  la  suite  i.^  z ,  3  ^  4,  etc.  sans  s'assujettira  aucune  combinaison 
en  particulier  ^  mais  en  les  embrassant  toutes  ;  ainsi  8  ^  par  exemple, 
peut  être  formé  des  six  manières  suivantes 

8=8,      8=7+1,  8=6+1,       8=5  +  3, 

8=5  +  2+1,      8=44-3  +  1. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  élémens  qui  entrent  dans 
chaque  somme  sont  essentiellement  différens  ;  si  Ton  vouloit  ad- 
mettre les  répétitions ,  il  faudroit  alors  considérer  les  fractions 


1 

(i—x)  (i—x^)  (i—x^)  (i—^)  (  i—x')  etc.  • . 
4ont  les  développemens  sont 

-  t+i(x  +x^+  x^  -h  X*  +  x^  +  x^  +  X'  +  X*  +  X*  +  etc.; 
+{'(x'+x'  +  ix^  +zx^  +3^*  +3*'  +  4a;'  +  4a;«  +  5x«*+ etc.  ; 
+i^(x^  +  x^+ix^  +3ar®  +4*'  +^x^  +  jx^  +  8jt'*+ioAr"+  etc.; 
A'i^Cx^'^x^  +  ixy+^x^  +^x*  +6x^  +  9x'»+liA:"+i5x''4.etc.; 
+  l^(x^+x^+ix'  +3*'  4-5«^  +7^'*+i04;*'  +  i3A:"+i8a?''+etc.; 

+îY^^+^'  +  i^^  +3^^  +5**V7a7"+iix'*+i4^'^+20A:'^+etc.  ; 
.+{'(x^+x*+ix^  +ix'^+^x''  +  jx**+iix'^'^ii}x\*+iix''^+  etc.; 
+i\x*+x^+xx'''+^x''  +  ^x'^+7x'^+iix'^-^i^x'^+iix'^+  etc.; 
etc.  [•■■■:■ 

I  +^+iJt'*4-3«^+  5:i;'^  +  7;f^+  ii;v^+  15^:'+ 22^'+  etc. 
Apptndict.  K  k  k 
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Le  coefEcient  1 1  ,  affecté  au  terme  j^'^^dans  la  série  qui  multiplie  7^^ 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  14^ 
par  l'addition  de  huit  termes  de  la  suite  i  ^  2 ,  3 ,  etc«  Dans  le 
second  développement  le  coefficient  1 1  de  :c%  nous  apprend  que  le 
nombre  6  peut  être  composé  de  onze  aanières  ^  ainsi  qu'il  suit  : 

(5=6,  6=s  +  i.,  6=4+1,  6=44-14-1^ 

6=3  +  3;  6=3  +  1  +  1,        6=3+14-1  +  1,  6=1+1+2, 

6=1+1+1  +  1,  6=14-1  +  1+1,  6=i4-i  +  i-Hi  +  i  +  i. 

1099,  Pour  développer  le  produit  indéfini 

ri+*îXi+;c*î;(^H.sVrî+^î^etc.=:Z; 

Euler  substitue  x^^  à  ;( ,  ce  qui  donne 

ri+*\;o+^'î;o+^*î;ri+^î>etc.=— - — ; 

faisant  en  même  tems 

Z=i+/>t+Qî*+Jlî'+5c<+ etc. 


il  obtient 

Z 


—  i+fje£+Qa?Y+/Î4f»{»+^*Y+  «*c. 


équation  qui  revient  à 

Z=  1  +  ^1  *î+  Q\4;V+ A 1  «V+'^  1*V+  etc. 
+  ij     +^J       +QJ       +^| 
d'oh  il  tire 


11:3^'    ^-7i::f»    ^=7Zp"»  ^=t:i:? 


et  enfin 

X 
l— AT  ' 


.3 


Cl— a:;ci— «*Xï— ^;  * 

5  = 


*'• 


Cl— *xi— **;ci— *';ci— jf^  ' 

etc. 


A    LA    Théorie   des    suites.    443 

le  terme  général  de  ces  dernières  expressions  est  visiblement  égal  à 


X       * 


(i—xX^—x^)(\^x^) C^—x"^)  ' 

mais  par  le  n*.  précédent  le  coefficient  de  or'*  dans  le  développement  de 

fait  connoitre  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n 
par  addition  avec  des  nombres  pris  dans  la  suite  i ,  2  ,.  •  ./n;  et  ce 

m(«+i) 
■^ 

coefficient  étant  celui  de  a:  ^9  dans  la  première  expression, 

marque  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  nombre 

/zH en  m  parties  différentes.  Il  résulte  de  là  qu'il  y  a  autant 

de  manières  de  former  le  dernier  par  l'addition  de  m  nombres  diffé- 
rens ,  que  de  manières  de  former  le  premier  avec  des  nombres  pris 
dans  la  suite  i  ,  2  ,•  •  •  ./tz. 

En  suivant  la  même  marche  à  Tégard  de  la  formule 

l_^ ^ =z, 

(i—xO('^—x\X\^x\X\^x'Oi^—'*'\')  etc. 
Euler  parvient  successivement  à 

(  I  ^x\)  (  X  ^x'O  (  I  —oi^OC  I  — *'c)r  i—^\)  etc.  ^^ 

d'oii  il  conclut 

X           ^        Px          ^       Qx           „        Ri/ 
P  =  -^,      Q  = -,      ii=_ÎL_.,      s  = -etc. 


I X 


X* 


x' 


(i-xXi-x') 
R  = 


S  = 


(l^xXi^x'Xi-x')* 

X* 


(l-xXi—x'Xi-x*Xi—**)  * 

etc. 


Kkk  1 


1  _ 

r 
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expression  dont  le  terme  général  est  égal  à  * 


(i-xXi^x*X^—^) Ci—*"; 

Le  coefficient  de  x"**,  dans  son  développement ,  étant  le  même  <piê 
celui  de  x*  dans  le  développement  de 


montre  qu'il  y  a  autant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  n+/n  # 
en  m  parties  ^  que  de  former  le  nombre  n  avec  les  termes  de  la 

série  1 9  2  ,  3 m. 

1 100.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent ,  on  en  pourroit 
déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables ,  que  nous  sommes 
obligés  d'omettre  ;  mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  la 
progression  i,      x,      4,      8^       t6,      32^  etc. 

qu'il  n'y  a  pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  l'addition 
d'un  certain  nombre  de  ses  termes  >  et  cela  d'une  seule  manière. 
En  effet , 

(i +*;ri +^';ri +*^;ri +^';ri +*";ri +^''>  «c. 

=  I  +x+x*  +  ;c'+A^+Ar^+Jc^  +  A:'  +  ;t'+  etc. 

pour  s'assurer  que  la  loi  de  cette  dernière  série  demeure  toujours 
la  même  >  on  fera 

(i +xxi  +*»;('» +*9rï +**;rï +*"';o +**';=^ 

=  i  +  P*+Q;r*+Ax'+i'«*+etc. 
on  écrira  x*  pour  x ,  et  il  viendra 

X 

=  1 +/»*•+ Q*<+^a:»+5**+ etc. 

d'où  l'on  conclura 

=1+  ^ +Px'+Pa?'+Q^*etc, 
P==,,        Q  =  />,        R^p^        5=Q,  etc. 

La  progression  1 ,  3 ,  9 ,  27 ,  etc.  jouit  aussi  de  la  propriété  de 
former  tous  les  nombres  entiers  possibles  ;  mais  il  faut  combiner  les 
termes  tantôt  par  addition  ^  tantôt  par  soustraction. 


A     LA     Théo.  RIE   DES     SUITES.         445 

Les  recherches  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  ont  occupé 
plusieurs  Géomètres  ;  M.  Paoli  les  a  ramenées  à  Tintëgration 
d'équations  aux  différences  ,  du  genre  de  celles  que  nous  ayons 
traitées  d'après  lui  dans  le  nV  1026:  elles  rentrent  aussi  dans 
l'analyse  indéterminée.  Former ,  par  exemple ,  le  nombre  n  avec 

les  nombres  i,  i,  3 •••/n,    c'est  la  même  chose  que  de 

trouver  toutes  les  valeurs  dont  les  quantités  <e,  f^^  y^  l fe, 

liées  entr'elles  par  l'équation 

sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs.  On  pourroit  pousser 
beaucoup  plus  loin  cette  théorie ,  qui  se  lie  avec  celle  du  dévelop- 
pement d'une  puissance  quelconque  du  polynôme  ^ +^^*  -f  ^^^+  etc. 
mais  nous  devons  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  inté- 
grales définies  y  interrompue  depuis  le^n"*.  1086. 


IIOI 


A 


ntmuation 

recherche 

des  valeurs  des  in* 


et  X  infini,  trouvée  i /^r/ori  dans  le  n^  1084 ,  se  déduiroit  aussi  de  ^f*T*"îî?^*" 

'  tegrales  dénnies. 

la   comparaison    de   son  développement   en  série  avec  celles  du 
n*.    1091,  qui  peuvent  s'obtenir  sans  le  secours  d'aucune  intégra- 
tion ,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n*.  1095. 
L'équation 


/ 


+ ; +  etc. 


i+x^         m        m+n     m+xn         m+in 
donne  lorsqu'on  y  fait  x=i  ^  la  série  ^ 

1  1,1  I 

; — + ' +  etc. 

qui  exprime  la  valeur  de  l'intégrale  depuis  :r=o  jusqu'à  ;r=  i  ; 
on  a  ensuite 


/ 


x""""'</*       x"^         «'^•"       *"-'•         *"-<• 

+ +  etc. 


I  m— 'Il       m— m    m—^xn      m— 4» 


a?" 


En  supposant  n>m  ,  cette  dernière  série  s'évanouit  lorsque  n  tst 
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infini;  quand  x^^i  elle  se  réduit  à 


m — n 


+ 


+  etc. 


et  donne  la  valeur  de  l'intégrale  proposée  prise  dépuis  x  infini , 
jusqu'à  07=  I  ^  valeur  d'un  signe  contraire  à  celle  que  nous  cherchons: 
en  la  soustrayant  donc  de  celjie  qu'on  a  déjà  trouvée  ,  on  formera 
la  série 


II  I 


III 

+ — -f 


etc« 


qui  répond  à 


mir 


,  et  l'on  aura  ainsi  la  valeur  de  l'intégrale 


nsin 


n 


proposée. 

Les  mêmes  moyens  nous  conduisent  à  la  valeur  des  int^rales 


/- 


jn—\ 


f- 


.n— m— I 


dx  ^ 


depuis  x=Oy  jusqu'à  ^=1;  car  en  développant ,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x ,  les  fonctions  différentielles ,  on  trouvera 
pour  la  première  de  ces  intégrales 


I  I  I 

—  + -— - 

m        n — m  n  +  m 


1  I 

+ 


+ 


V- 


•m 


^n  +  m 


—  etc.      =st 


mT 


(  n^  1091  ) , 


nsin 


et  pour  la  seconde , 

I 

m 


n 


1  I 

+ 


rf 


I  I 

+ 


3/1 — m       yi-^-m 
Nous  conclurons  de  là  que 


-^  etc.      = 


/ztang 


niTF 


n 


L*=iJ    J     1+.*"    L*=in^J 


♦      « 
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les  petites   équations  renfermées   entre  des  crochets  marquent  les 
limites  des  intégrales.  En  observant  que. 


.m— II— 1 


dx 


/x'^'Jx  rx=o     "1       rir"'"Vii?   rjr=0"l_  rar^-'^AT  rA:=î     "1 
i+AT"   L*=  infj^    i+x*    L^=iJ"V     i  +  J»^*    L^=  inf J' 


on  trouve  cette  relation  remarquable 


ï  +  **      L^=iJ^     i  +  jc»    La:=  înf  J' 


iioi.  Soit  /ï=2^  et  l^=:^— »;  la  formule  / — 
deviendra 

a^  X  ^ 


m— I 


H— m— j 


,tt 


/ 


djf 


les  valeurs 


n  sm n  tang 


y  se  changeront  en 


ZASm^ ^—        2ACOS 


=  5 


Trtaog 


2  A  tang -^ ^ — ^—      2ACOt  — 


2A 


:^T; 


1\  2  A 

et  y  entre  les  limites  jp=  o  et  x  =:  i ,  on  aura 


/ 


a4-« 

+  x         dx 


i+a; 


IX 


-./ 


A — »  A+» 

Af         X  dx 


2X 


=  r. 


n  est  bien  important  d'observer  que  les  exposans  a  et  «  peuvent 
avoir  dans  ces  expressions  toutes  les  valeurs  possibles ,  quoiqu'elles 
soient  déduites  d'une  formule  calculée  dans  la  supposition  que  nttm 
soient  des  nombres  entiers  positifs  (  n%  1084  )•  Pour  s'en  con- 


»  •  ■ 
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vaincre ,  il  faut  faire  x=:^,  «  désignant  le  dénominateur  commua 
auquel  on  peut  toujours  concevoir  que  soient  réduites  les  fractions 
quelconques  x  et  «  ^  en  sorte  que  «  x  et  «  #  deviennent  des  nombres 

dx       aJz  A-         <tK 

entiers;  on  a  dans  cette  hypothèse  — = ,  x  =:^    ,     d'oh   il 

X  { 

résulte 


fi 


17—  ^ 


les  limites  de  l'intégrale  demeurant  les  mêmes  qu'avant  la  transfor- 
mation ,  on  obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale ,  en  substituant 
dans  les  expressions  5  et  T,  les  entiers  «a  et  a»  ,  au  lieu  de  a  et  de  « , 
ce  qui  ne  les  change  en  aucune  manière. 
Cela  posé ,  si  dans  Téquation 

r=fXdx^ 

les  quantités  V  ^iX  désignent  des  fonctions  de  x  et  de  « ,  on  aura 

deà     J  dié  \ 

et  de  là ,  on  conclura  par  ce  ^ui  précède ,  qu'entre  les  limites  ;r=o 

et        :t=I     y 

.-  9r*sm —  X--»       x+a^ 

i/vV  ix  r  —x         +:c         ir, 

1* 


/ 


^«  ./        ûKTv  *  •/  ax  :t 

ix/ 


■/- 


Les  expressions  5  et  T  ont  aussi  des  développemens  en  série  qui 
se  déduisent  de  la  substitution  de  xx  et  a— «  à  la  place  de  n  et  de  m 
dans  les  séries  du  n».  précéd.  et  dont  on  tireroit  par  conséquent  de 
nouvelles  séries,  en  effectuant  les  difFérentiations  indiquées  par 
rapport  à  »  ;  nous  les  rapporterons  plus  bas. 

Voilà  quelques  résultats  de  la  troisième  classe  annoncée  dans' 
len'.   1076;  elle  a  fourni  à  Euler  le  sujet  de  plusieurs  Mémoires 
intéressans  auxquels  nous  sommes  forcés  de  renvoyer  le  lecteur  ; 

nous 
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nous  nous  bornerons  seulement  à  présenter  quelques  applications 
propres  à  fixer  les  idées  et  à  faire  connoitre  la  nature  de  ces  recher- 
ches. Si  l'on  pose ,  par  exemple ,  « =0 ,  on  aura  pour  le  second  cas 

ijt?      dx  ^  r^xx       dx\x  sr* 


/-^f"=/- 


En  continuant  de  différentier  par  rapport  à  »,  on  passe  à  de  nou« 
velles  intégrales  définies,  dont  les  valeurs  se  déduisent  de  celles 
qu'on  a  déjà  obtenues;  on  trouve  ainsi  que 

rr— •  — (i*)  = 


/ 


1+4;  A   (cos  —  \         COS 

A—»       A+»  isin  — 

—•X  dx ,.    ^        'jr  IX 

— — (\xY:=i ;. 


'X 


('^^iD 


/- 


Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi  par  la  différentiation; 
comme  on  l'a  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que 
l'on  peut  tirer  de  ces  formules  s'offirent  d'elles-mêmes ,  nous  nous 
bornerons  à  en  rapporter  une  seule ,  celle  qui  se  présente  lorsqu'on 
a  «#  =  oetA=:i.  La  première  des  expressions  ci-dessus  donne  ' 

'%dx(\xy     w^ 

I  +  ^*      ~  8  * 
et  la  série  qiii  lui  correspond  se  change  en 

2         12  12  12 

on  a  par  conséquent  '  * 

çr^_ji Lo-JL— JL4.JL. L-  a. 

3^~n      3'      5'       7'    V       II' 
résultat  assez  remarquable  quand  on  le  compare  à  l'expression 

9r  I      I        I      1         I     .      ^ 

^  ï=  I  —  -+ .+ +  etc. 

4  3     5      7    9" 

/dx 
-r— r* 

[Appendice»  LU 
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Il  est  facile  de  voir  qu'on  aura  par  le  procédé  dont  nous  traçons 
ici  la  marche,  les  valeurs  de»  deujt  classe»  suivantes  de  fQr(oule& 


dx 

X 

dx  dS 

fU'^ïx    =^, 
X  au 

dx  d^S 

r^i;^'^y-dir^* 


fV 


dx 


=  r 


dx  dT 

fV^-\x  =^ 

X  d» 

dx    .  d^T 

X 


«/•' 


etc. 


dtà 


en  faisant  pour  abréger 


£/  =  -*— ±f , 


V  — 


X  — JP 


a\ 


i/'= 


1  +  ^ 


I — X 


X— «        X-j-ai 


i+Ji; 


lA 


r= 


a\ 


I — X 


Les  séries  correspoitdantes  sont 


S  = 


I  1 


■-  "   • 


et  celles  que  donneat   -rr» 


du*  *. 


*     +-4: etc. 


,  etc. 


T='-l 


1  1 

+ 


et  celles  que  donniçnt  -^ , 


1  1 

+ 


jA+«-      CA-—- «  5^  +  * 


+  etc. 


etCr 


Euler  prescrit  pour  dtfféientieç  îe$,  expressions  finies  de  J  et  de  T  , 
des'  procédés  dont  le  détail  né  sauroit  trouver  placé  ici  ;  on  peut 
d'ailleurs  les  retrouver  facilement^  ou  ^a  former  de  nottfwâx. 
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1103.  L'intégration  e&ctuée  par  rapport  à  u  fait  aussi  re« 
monter  à  des  formules  dans  lesquelles  \x  st  trouve  au  déno  minateur. 
On  a  par  cette  voie 

/j        /^«         +^  ï/ap        f^Jx     tX         +X 

du   Ë  — *  -'  ■ — =±  f  y  g» 

'^  f^         X      J    X  ^  a\ 


=/ 


'jSdeè 


.    âx  jt  Ijt 

\+x 


X-«-fl»  X+fl>  X—»  X-(-«i 

J      J  ^^  X      J     X  J  âx 


I ^*  I— X 


=/^ 


— —  —  r—  zsijTdtà  ; 


et  conservant  les  dénominations  établies  à  la  fin  du  n*.  précédent  i 
on  formera  encore  ces  deux  classes  d'intégrales  définies 

X   (1*)'      ^  '      -^       *   {\xf      •' 

etc. 

Pour  en  obtenir  des  ^^aleurs,  il  faut  pouroir  intégrer  les  ex-  '^ 
pressions  finies  de  S  et  de  T  ;  et  £aire  en  sorte  que  les  résultats 
s*éranouisseDt  dans  les  mêmes  circonstÉnces  que  les  fonctions  'en  a. 

Or  •  f  = ,  en  y  £dsant  9  =  — — — ,  donne 

ixcos  — 

/5J.  =  ~jf^  =  -.Itangi«  (  n\  448  ) 
.i=:^lta«g»^      .     -'zrtltang-^--;-^, 

V  LU  X    .  - 
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résultat  qui  s'évanouit  lorsque  «=o,  comme  le  fait  la  fonctioii  IT 
dans  le  même  cas. 
D'un  autre  côté ,  si  Ton  intègre  l'expression  de  S  en  série 

III  III 

-I — f -I ; etc. 


il  viendra 

/5ia>=  — l(x  — «)4-1(a+«)+1(3x— ai)  — l(3x+»)— etc. 
_  I  (^+ «) (3^—^)  (5^+*^)  (7^—^) (9^+ ^)etc> 
(x — «)(3^+«)  (5^ — »)  (7X4-»)(9A— «)etc/ 

Je  n'ai  point  ajouté  de  constante  à  cette  intégrale ,  parce  qu'elle 
s'évanouit  de  même  que  la  précédente  lorsque  (»=o.  La  comparaison 
des  deux  expressions  de  fSda  nous  conduit  à 

cr(A  +  <w)_  fA+«)  (3X — «)(5XH^fe»)(7A— »)etc..  , 

^     4X    ~  (x— û))  (3X+»)  (5X— »)  (7x+«)  etc.  * 

Ce  développement  qui  se  déduiroit  aussi  des  formules  du  n*.  1093  ^ 
a  la  propriété  de  s'évanouir  lorsque^ 

»= — ^f      «  =  +  3^,      «= — 5X,      »=+7x,ctc, 
valeurs  qui  répondent  aux  arcs 

o,  ^,  — X,  XT^  etc.' 

et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

«==X,         •>  =  —  3X,         a>=ÇX,         «»r=  —  7X^  etc. 

ou  les  arcs 

î^»      —7^/'^  i^,       —1^,  etc. 

ce  qui  est  conforme  à  la  marche  des  tangentes* 
Passons  maintenant  à  l'intégrale 

/T^«=/_tang-=-lcos_i(  n-.  447); 
comme  elle  s'évanouit  en  même  temps  que  a  ^  elle  sera  la  valeur  îotw 

médiate  de /^—^. 
La  série 

/  =  —  + — +  •;  «» JL  çtC 

K (é         X+«       3X-r«         3X  +  «       5X »  5'^  +  » 

donne 

/T^«  =— I(x  — »)  — l(x+»)~I(3.x~«*)— l(3x+«)— etc. 
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mais  id  il  faut  avoir  égard  à  la  constante ,  pour  que  le  résultat  soit 
nul  dans  la  supposition  de  »=o  ^  et  cela  fait ,  on  trouvera 

/r./»  =  l- — -.-2 — .. — 1 ..etc. 

-^  A» »•    ÇA» «•     2  5  A* «• 

AIT 

La  valeur  finie  de  cette  intégrale ,  — -1  cos  — ,   étant   comparée   au 

2iA 

produit  indéfini  que  nous  venons  d'obtenir  ;  conduit  à  une  ex- 
pression  de  cos  —  >  pareille  à  celle  da  n*«  10S5. 

1104.  Nous  prendrons  pour  dernier  exemple  de  la  recherche  des 

valeurs  des  intégrales-,  la  formule /^/^rlT-V 
L'équation  * 

obtenue  dans  le  n**.  107 1 ,  deyient 

lorsqu'on  y  fait  mT=zqn\  et  comme  on  a  d'ailleurs 

l.l......(S^l)q—qfdx{\^\     ^ 

il  en  résulte 

d'oh  Ton  conclut 

-T- =  /» A"- V«  (  I  —  ;e"  y. 


■    :  -  '-;-. 
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Il  faut  se  rappeler  que  toutes  les  intégrales^  de  cette  éqaa^m  ont 
pour  limites  A:=a  et  ;cr=  i  ;  pour  plus  dVnîformité  oouJ  y  chan- 
gerons p  en  /F  —  I ,  *t  nous  aurons 


1  \^^~y 


^  s=n/«*— i*(i— *")'"..'..... (i). 


Au  moyen  de  cette  équation  ^  et  en  se  rappelant  que  si  r  désigu 
un  nombre  entier ,  et  5  un  nombre  fractionnaire 


/^*(li)=i.2...r,      /^Ar(li)=5(5-l)(i— 1)... (5— r+ !)//*(  U)      , 

nous  obtiendrons  ,  ^ 

i"*.  En  faisant  f  =/^, 

^-5T;-='»/«^-'''«(i-*"r' WS 

/..(il) 

et  prenant  /?  —  i  =  "j  ;ï  =  a,il  viendra 

1  -  * 


<     1 


L'intégrale  du  second  membre  ne  dépend  que  du  cercle  ;  on  y  ramèn« 
immédiatement  celle  du  premier,  en  observant  que  i  doit  nécessaU 

rement  être  un  nombre  impair ,  sans  quoi  -  seroit  un  nombre  en^ 

tier  9  et  que  par  conséquent  si  Ton  change  *i  tn  1  î  + 1 1  on  aura 

/i/jc  (  1  -  )        =-,  i,  -i.  ^ — J—fjx(  1  -  )      ; 


i 

a 


puis  supposant  i  + 1  =  o ,  dans  Texpression  de  fdxCi  -V ,  on  en 


tirera 


/^<';r={/7=}-=v-'. 


V  .ï 
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d*oit  l'on  déduira  enfin 


aj+i 


_ï   3   5  7 

— — ^«  ■"•  "^«  ^'V  #•••••••'• 


11+  T 


j  d  X  \   1  "~  j  — — — •  — •  — •  — »  #••••••••  — ^-^-^—  « 

\    JC/  2     2     2     2  2 


V/5\ 


2*.  En  faisant  qz=s%p^  nous  trouTerons 


=«/«"*TVAr (  I  —  «•  y- (3)  ; 


xJ 


multipliant  cette  équation  membre  à  membre ,  par  l'équation  (i) , 
nous  parviendrons  à 


p— I    s 


j^-=ft*/x""Jx(i^K')'-\fx*""dxii—x')'^' . . .  (4)  : 

« 

posant  ensuite  p  =  -9  ^^  =  3  >  nous  obtiendrons 


3^* 


3 


1 

II  est  visible  par  cette  équation  >  et  par  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.» 


3 


^        que  la  transcendante /^*l")         présente  seulement  deux  eas 


distin(;ts ,  savoir  : 


t^CD 


X 


/(,-x')«       V(iZI^) 


P    xdx       1} 

'y -3-3 j'>  lorgne  i=>  , 


JX    1-L  Kl— r^-    •^     /i— :r^ 


lorsque  i=:2  j 


I- 


I  ?■  .. 
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ou  f  suivant  la  notatioa  du  n*.  1079 , 

/•*      dx  ' 

X 

e0  observant  qu'entre  les  limites  x=o  et  ;>:=::  i ,  on  a  en  général 


n  1^— /ï 


A-^-V;r(i-x")  '^    =-^A«-Vx(i-^-)  '^  (  n%  1079  )  » 

de  cette  manière  la  formule /^xTl-^         ne  dépendra  que   de  la 

seule  transcendante  désignée  par  u^  à  la  page  407. 
1105.  Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  les  formules 

i  i 

fdx(A^  ^  fdx\\^        ,  peut  s'eflfectuer  également  sur  les 

autres  formules  du  même  genre  j  mais  au  lieu  de  nous  arrêter  à 
des  cas  particuliers ,  nous  allons  démontrer  ce  théorème  général  : 

n  tX  m  étant  des  nombres  entiers. 

m 

Soit  pour  abréger  /^^(l^J  =:4(^);  puisque  Ton  a 
Tiquation  (i)  se  change  en 

.  lorsqu'o 


9 
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lorsqu'on  y  substitue  —  à/r,  — à^,  et  s'écrit  ainsi: 

4(^)4(^1.) 

— 7;^z;r^  =  ^T;*(^>'^) ^^^• 

En  mettant  dans  cettç  dernière  succçssivement  au  lieu  de  /^ ,  les 
nombres  i,  %^ln....n,  et  multipliant  tous  les  résultats  entr^eux  y 
il  viendra 

,.,Y<T>œ^œ <^) 

il  est  facile  de  voir  que 


^(t)<t>(I)-"-<t) 


<^)H^)<^)" -^m 


on  conclut  de  là  qu$ 


.y 


•-  ' . 


jippendiccp  M  m  m 
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et  comme 

<"-^)=-^©.  <'4^)="-^<â-  <'4^)="-^^a).  - 

il  viendra 

\n  /      h 
d'bîi  bn  titefâ  l^équàtioh  du  théorème,   ert  observant  que 

%(n^m)-= —  (  n%  1080  )• 

171 

iio6*   En  supposant  que  les  nombres  m  tt  h  ayeht  un  diviseur 
commun  /•,  nous  tirerons  encore  de  Téquation  (j4)  la  suivante 

{r,ir.'ir..i'.m(p(r^m)^(ir\^^)^(  '^r^rn)....'^(n^m)]' 

Pour  cela  nous  y  substituerons  successiVeUent  r,  %r^  ^r^....n 
à  la  place  de  /? ,  et  nous  aurons 

■   ,/.f  -^(t)^(t)^(vo ■■■■■<^ 

n 


n 


_.j  <T)<T>(y) <t) 

^"^  4(^)4(^)4(^) <î±^)' 

— ^  ) — 4 1  —  ) ,  et  ainsi  de  iuite  :  par  ces  valeurs  , 

les  deux  dernières  4ignes  ci-dessus  donnent 


n    m         n 


J  ^\    r  r 

4\  — i  »  =^  •r.±i',y....mf(r^m)f(ir^m)....f(n^m)^ 
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d*oti  il  résulte  '  ; 

^^J^— {r.xr.y.....mp(  r^m)p(xr  ^m  ).,,.. ^(n^m)}\ 

et  comparant  cette  équation  avec  la  dernière  du  n*.  précédent , 
on  aura  celle  du  théorème. 

II 07»  Lorsqu'pn  prend  >  = /j —r  (» ,  ré.quation  (A)  dç vient 

mais  on  a  par  les  n**,  1 180  et  1 184,  ^(nrrrm^  m)z^  — : — : —  ,  et 

•  n  sm 

n 

de  plus  ^K — j=- ,  a  viendra  donc 

A/ï  /    \   n    y  . ,  mr 


/x*sin 


/} 


FaisoDS  successivement  /«=i^  172=1;  ^^9  etc.  et  multiplions; 
membre  à  membre  ,  les  équations  résultantes ,  nous  obtiendrons 

(1.1.3 i^'^^)  )*^*'"* 

«;=• • 7 : — • 

n^^*s\n — s^l  — • . .  #8m  — = r-r— 

n        n  n 

Le  produit  sin  —  sm  — ,  ^sm  -^^ — f 

n         n  a 

s'évalue  par  le  poyen  de  la  formule  (C)  du  n*.  1094,  ça  faisant 

^ittention  que 

sm  —  ==1  sm ..€05 =  2  sm  —  — .sm • 

n  n    X  n    z  ni  n      % 

Mmm  1 


\ 
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et  ainsi  des  autres.  On  aura  par  cette  remarque 

sin—  sin  — • . .sin  i ^^— =x"  'sm-  ^ sin  -  -• .  .sm 

n         n  n  n  x       n  1  n      % 


X  sin .sin . ..sm  — =-rr.  9 

ni  ni  m     X 


d'oïl  l'on  conclura 


^mï-  ■  ••<?)X?)-^-'-':rr"''"'  ■' 

'  prenant  la  racine  de  chaque  membre  de  cette  équation ,  et  mettant 
au  lieu  de  la  fonction  4  l'intégrale  qu'elle  représente ,  il  viendra 


n— 1 


Ce  beau  théorème  se  trouve ,  mais  sans  démonstration ,  dans  ua 
Mémoire  inédit  d'Euler  ^  que  Prony  m'a  communiqué. 

iioS.  Les  diverses  formes  d'intégrales  définies,  dont  nous  nous 
sommes  occupés  depuis  le  n""*  1076 ,  suffisent  sans  doute  pour 
donner  des  notions  exactes  et  complètes  de  cette  branche  de  l'Ana* 
lyse  1  créée  par  Euler ,  et  faire  sentir  son  importance.  Elle  est  mal« 
heureusement  très-peu  avancée;  toutes  les  expressions  qu'on  est 
parvenu  à  évaluer  sont  circonscrites  dans  un  petit  nombre  de  formes 
très-particulières  :  les  mêmes  résultats  qui  reviennent  à  tout  moment 
font  voir  qu'on  n'a  presque  fait  que  tourner  dans  un  cercle  peu 
étendu  et  qui  paroît  entièrement  compris  dans  la  Théorie  des 
puissances  du  second  ordre.  En  effet ,  on  obtiendra  par  les  for* 
mules  du  n*.  1071,  la  plupart  des  théorèmes  énoncés  dans  ce 
qui  précède,  ainsi  qu'on  l'a  déjà  vu  pour  quelques-uns  dans  le 
-^  n*.  964,  Kramp  ,  dans  son  Analyse  des  rcfracnons  astronomiqius , 
a  déduit  des  facultés  numériques  (  nom  qu'il  donne  à  ce  que  j'ai 
nommé  puissances  du  second  ordre  ) ,  quelques  résultats  généraux 
sur  les  intégrales  définies.  Ces  résultats  reposent  sur  iin  théorème 
entièrement  semblable  à  celui  du  n"*.  904  9  et  sur  des  transforma- 

uons  de  l'expression  -: ,  décomposée  en  facteurs ,  d'après  les 
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formules  du  n"*.  1095.  Les  combinaisons  et  les  modifications  qujs 
ses  formules  éprouvent  dans  le  passage  des  nombres  entiers  aux 
nombres  fractionnaires ,  conduisent  l'auteur  à  des  conséquences  pa- 
radoxales 9  qu'il  reconnoît  pour  telles  et  qu'il  ne  présente  que 
comme 'un  motif  d'examiner  avec  l'attention  la  plus  sévère ,  la 
Théorie  des  racines  et  des  logarithmes  des  quantités  négatives.  Ces 
difficultés  n'étonneront  point  ceux  qui  auront  fait  attention  aux  re- 
marques du  n"".  878 ,  sur  l'interpolation ,  et  à  la  manière  dont  je  me 
suis  exf)rimé,  en  parlant,  à  la  page  173  ,  de  l'interpolation  de  l'êx- 


sm 


pression  de  .  Le  Chapitre  consacré  à  la  Théorie  des 

xn  — •  i 

facultés  numériques  est  terminé  par  une  méthode  pour  évaluer  ces 
facultés,  soit  rigoureusement,  soit  par  approximation ,  et  qui  dé- 
pend en  grande  partie  des  propriétés  des  coefficiens  du  développement 
des  puissances  des  polynômes ,  dont  les  Géomètres  Allemands  pa- 
roîssent  s'être]  beaucoup  occupés  depuis  quelque  temps ,  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  indiqué  au  n%  1044. 

L'analyse  que  je  viens  de  faire  de  la  Théorie  des  facultés  numi^ 
Tiques ,  donnée  par  Kramp ,  suffira  au  lecteur  intelligent  pour  le 
mettre  en  état  de  comparer  cette  Théorie  avec  celle  des  puissances 
du  second  ordre ,  en  observant  que  le  Géomètre  de  Cologne  ap- 
pelle base  le  premier  terme  de  la  progression  des  facteurs ,  et  qu'il 
enseigne  non-seulement  à  changer  la  différence  de  cette  progression , 
à  la  réduire ,  par  exemple ,  à  l'unité ,  comme  je  l'ai  fait  dans  le 
n*.  901,  mais  encore  à  donner  à  la  faculté  une  base  quelconque, 
ce  qui  s'effectue  aussi  facilement  que  le  changement  de  différence 
et  par  un  procédé  analogue.  Le  défaut  de  tems  et  d'espace  ne  m'a 
point  permis  d'entrer  dans  de  plus  grands  détails  \  mais  j'y  reviendrai 
ailleurs ,  si  les  circonstances  me  le  permettent. 

iioo.  La  formule  fsT^^îxC  i  — «*;%  égale  à  ~  [/>5  f— 1  s      Dcssénespro- 

^  ^  i^n  ^       près  a  évaluer  les 

entre  les  limites  xr=.o  etx^t  (n\  xoji  ) ,  se  rencontre  fré-  deï^irtîi'^di 
quemment  dans  la  recherche  de  la  probabilité  des  événemens  futurs,  gr^ds  nombres, 
d'après  l'observation  des  événemens  passés  ;  les  nombres  mttp,qwL 
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dépendent  de  ces  derniers ,  sont  alors  tellement  grands ,  qu'il  est 
impossible  d'effectuer  la  multiplication  des  facteurs  dont  est  formé 
le  produit  qui  exprime  cette  inrégrale. 

On  a  recours  dans  ce  cas  à  une  approximation  qui  fait  eonnoitre 
les  premiers  chiffres  de  ce  produit ,  et  qui  suffit ,  parce  qu'il  ne  s'agit 
que  de  rapports  d'intégrales  semblables  à  la  proposée.  Les  formules 
du  n*.  945  5  donnent  immédiatement  cette  approximation  ;  mats 
Laplace  l'a  déduite  aussi  d'une  Théorie  générale ,  dans  laquelle  il 
s'est  proposé  l'évaluation  des  fonctions  de  grands  nombres,  et  dont 
nous  allons  donner  un  extrait. 

Le  principal  objet  de  ces  recherches  est  d'obtenir  les  iatégralos 
des  Fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élevés  à  de 
grandes  puissances  |  par  des  séries  d'autant  plus  convergences  que 
les  exposans  de  ces  puissances  sont  considérables. 

Soit  ydx^u'îi''i^'"' ^dx  la  différentielle  à  intégrer  entre 

les  limites  :r=9  et  xz=zV\  u^-iiy  «^...f,  désignant  des  fonctions 
àtx^tts  y  s\  s"  etc.  des  nombres  très-grands.  En  représentant  par  Y 
ce  que  devient  y ,  lorsque  x  devient  9 ,  nous  ferons  jr=ri-',  e  étant 
le  nombre  dont  le  logarithm?  népérien  est  l'unité  ;  nous  tirerons 

delà  t=\  —  j  et  considérant  x  comme  une  fonction  de/,  nous 

y  •* 

aurons 

.   ^    dx   t     .   d^x    /•         dPx        t^ 

^  dt    I  ^  dt^  i.x^  dâ   U1.3  ^^^' 
en  observant  de  faire,  après  les  différentigtions ,  rcpso,  valeur  qui 
répond  à  celle  de  *=9  et  qui  change  y  en  Y.  L'équation  rî=l  i 

conduisant  à  <//  = ^ ,  on  aura  -^  =  —"^ ,  expression  dans 

,    y  4t  dy  . 

laquelle  dy  introduit  au  dénominateur  les  exposans  5 ,  /,  *',  etc.  Si 
l'on  fait  pour  abréger  -^^ -f — .y^  a  viepdra  rf/sc^;  et  fettç 
équation  fournira  le  moyen  d'exprimer  les  coefficiens  diflirwtiels 

dx      d*x  d^v 

^  »  "J^  >  c*c»  P^r  V  t  -j^ ,  etc,  en  traitant  v  comme  une  fonction 


À 


A    L  A    T^  i  0  R  lE     DES     S  U  I  T  S  S.       4^) 

it  X,  etx  comme  une  fonction  de  r;  on  trouvera 

dx €l*x Jvdx     vdv        d^x        d.vdv  dx     vd.vdv 

Tt~^\    T^~liTt~1^^     dF  ~  ~dl^  dt~~d^ 
d^x       d.vd.vdvdx      ,vd. vd.vdv 


dà  dx^        dt         .      dx^ 


•  •  •  «etc. 


-       /    f    ,  ^^      vd^vd.v»..dv 

En  général  on  aura  ^-7= T^i ^^^  supposant  dx  constant 

dans  le  second  membre;  et  représentant  par  F  ce  que  devient  y  quand  x 
tant  est  égal  à  9 ,  ou  r  égaîâ  zéro  ^  — - — *    *1 * 

d'x 

sera  ce  que  devieift  -—^ ,  puis  on  obtiendra 

*       „'      ^-/^    '•        Fd.FdF       r» 

*  ri=  9  +  F- 1 ; —  •— *-  -i :.-*"■■  — — —  +  etc. 

I        de     1,1  dr  1.2.3 

«j    r         ^f"   '      d.VdV    r»     .  - 

Le  second  membre  de  ta  dernière  de  ces  équations  dépend  des  inté- 
grales comprises  dans  la  formule //Vre'''.  Si ,  dans  celte  formule,  on 
fait  €"*=  i  j  les  limites  de  /  étaht  o  et  l'infini  ^  celles  de  i  seront  i 

ce  qui  donnera  i . i. 3  .*.•»(  n".  1071  )  ;  il  viendra  donc 

/.     .  ♦.rrr      .    ^^      d,VdV      d.Vd^VdV 

/^^,=.^r(,>^+-^^+_^^^+etc.} 

pour  la  valeur  àtfydx^  depuis  jc  =  0 ,  jusqu'à  la  valeur  At  x  ^  qui 
répond  à  t  infini.  Prenant  de  même  la  valeur  àtfydx^  depuis  Xi!i:Sf^ 
jusqu'à  la  valeur  de  x^  qui  répond  à  t  infini^  ce  qui  s'e&ctuera  en 
marquant  d'un  accent  les  quantités  Y  et  V^  pour  indiquer  que  dans 
ce  dernier  cas  êlltfs  se  rapportent  à  %\  ùii  Trouvera  qu'entre  les  li* 
mites  :e=:8  fet  àf=9', 

CydX'=s:>V^Y*i\A 1 h- r— — +etC.) 


..TT,         ^^     ^.^^r       d.Vd.VdV  . 


•  •  •  •  • 


r-«o- 


^-.- . 
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La  variable  /  a  entièrement  disparu  de  ce  résultat ,  dont  les  dîffj- 
rentiations  [ne  sont  relatives  qu'aux  lettres  Ô  et  fl';  et  si  ces  lettres 
entroient  primitivement  dans  Texpression  de  ^,  il  ne  faudroit  faire 
varier  que  celles  qu'introduiroit  le  changement  de  jc  en  0  et  en  V, 
dans  le  passage  de  j  à  T  et  à  F'» 

Pour  se  convaincre  que  la  formule  (A)  doit  être  en  général  très- 
convergente  ,  il  suffit  de  remarquer  que  la  quantité 

ydx  I 

dy  sdu      s'di^  dp 

+ -TT-- +  etc. + 


udx     u'dx  fdx 

deviendra  d*autant  plus  petite  que  les  exposans  s ,  ^\  etc.  seront 
considérables,  si  toutefois  le  dénominateur  ne  contient  pas  des 
facteurs  de  la  forme  (x-^ay,  dans  lesquels  a  diflPère  peu  de  9  ou 
de  0'  ;  car  il  est  visible  que  la  substitution  de  ces  quantités  rendroit 
ce  facteur  trè&-petit  ,  et  que  les  termes  divisés  successivement  par 
{x—ay,  (of— tf)"^*,  (y— <i)"-^,  etc,  deviendroient  de  plus  en 
plus  grands, 

i  no.  Pour  ce  cas  on  désignera  par  ¥  ce  que  devîçntj/',  lorsqu'on  y 

change  :*:  en  ^  ;  et  puisque  {x —  a)""  est  un  facteur  de  —- ,  ou  de 

ydx 

T  Y 

*^'^^9   (^— tf)""*"*  sera  le  facteur  correspondant  de  1  —  ;  on 


•^x'^*  x^a 

1  » 


fera  y^Yç         ,        y= r^-^^ •* 


(1F-^V)«?+» 


^ph  Ton  copclur?      /=(1F— Ij')'"+S        x^a  =  vii 

V  ne  devenant  point  infini  lorsque  ir=4.  Les  valeurs  de  —  •  — î^,  etc. 

t.  dt     dt^  ^ 

Réduites  de  réqujftion>-r-^  =  vr ,  en  considérant ,  dans  le  deuxième 
membre,  v  comme  fonction  At  x^  x  comme  fonction  de  r,  et  né- 
gligeant les  termes  multipliés  par  r ,  qui  s'évanouisscntlorsque  xz^^a , 

se  réduiront  à  v ,  -—^ ,   -^ ,  etc.  et  mettant  dans  ces  demie, 

reç  V  au  lieu. de  v ,  pour  moquer  qu'il  ^uty  changer  x.  en  «,  «près  les 

diâirentiatioos , 
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différentiations ,  on  aura 

xz=ia+  y—+— +-7^— +  etc. 

I         dx     i.z       dx*      1.1.3 

et  Ton  en  déduira 


dW^    t^ 


+ 


dx^     l.2«3 


4-  etc. } 


W, 


cxpiession  dans  Iaquelle.il  faut  encore  effectuer  les  intégrations  com» 
prises  dans  la  formule //^i/^^         ,  qui  se  transforme  en 


ij— ;» 


1—  y'rf^  M  jL  j         lorsqu'on  fait  t  =  ^,  et  se  réduit  par 


/77  + 

les  formules  du  n"".  41S  >  au  cas  oh  l'exposant 


n-'^m 


m-i-x 


est  une  frac-> 


/-_^» 


tion  négative* 

En  intégrant  par  parties  l'expression /r"i/rr""*"',  après  T^voir  mise 

sous  la  forme  ft^^'^.f'dce  ;  on  trouve 


— i"»4-' 


/w-i- 1 


X 


r    -    «        '^ ^  -     .m     .        (^ ^^jL^ 2-^ 1)  t«     • 

/n+i  (/7H-l)* 

•  ••-I ; — .     v^. ^  / 


(« — m){n — iz«— i).  •  •(« — rm-^r+  i) 


r  étant  le  nombre  égal  au  quotient  entier  de  la  division  de  /z  par /»+ 1; 
par  là  rintégrale  proposée  est  ramenée  aux  suivantes 


fdtc     \     ,        fedtc 


.fi^'diC  , 


4ont  il  faudra  calculer  les  valeurs  par  les  méthodes  approximatives. 
Appmdiçt^  ]Nao 


/ 


■iu-: . 
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La  formule  (B)  doit  être  regardée  comme  un  supplément   à  la 
formule  (J)  pour  Tinter valle  dans  lequel  x  diffère  peu  de  a. 

d.  y^    ^.  v^ 

On  parviendra  facilement  aux  valeurs  de  F,  --—  ,  -     ^    ,   etc. 

au  moyen  du  développement 

1  r—  lj.=(  x-^a  )"+'  {  ^ + B^x-^d)  +  C(x— ^)* + D{x^ay  +  etc.  }  , 

pour  lequel  on  a 

en  faisant  après  les  différentiations  jç^^sii  :  on  en  tirera  immédiatement 
les  puissances  de  v, 

un.  On  voit  mieux  la  nature  et  les  avantages  des  formules  (A) 
et  (B)  en  les  particularisant,  c'est  pourquoi  nous  prendrons 
^  =  ;c''(  I  —  X  )^  Nous  aurons  pour  la  première 

ydx  Jir(i — t) 

<^y  ~     p  —  kp-^i)^^ 

et  pour  exprimer  que  p  ^t  q  sont  de  grands  nombres ,  nous  ferons 
/>  =  — ,  y  =  — ,  *  étant  une  très-petite  fraction  ;  il  viendra  alors 

et  et 


ainsi  v  sera  de  Tordre  «;  et  Ton  voit  évidemment  que  tous  les 
termes  de  la  série  (A)  seront  ordonnés  suivant  les  puissances  de  «• 
Cette  série  est  donc  très  -  convergente ,  lorsque  le  dénominateur 
de  V  a'est  pas  très^petit  à  Tune  ou  à  Tautre  des  limites  de  l'in- 
tégrale ^  et  pour  cela  il  faut  que  9  et  V  diffèrent  beaucoup  de • 

En  effet  9  Texposant  du  dénominateur  de  v  croissant  de  Tunité 
à  chaque  différentiation ,  le  terme  multiplié  par  a"*  aura  un  dé- 
nominateur élevé  à  la  puissance  ^m —  i  «  Il  suit  de  là  que  a  doit 
être  moindre  que  le  quarré  du  dénominateur,  pour  que  la  conver- 
gence ait  lieu ,  et  que  par  conséquent  la  formule  (A)  peut  ^ttt  em* 

ployée  depuis  *  =  o  jusqi^'à  x  =  •— —  —  J^,  pourvu  que  «</V 
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On  trouvera  dans-  cette  hypothèse 

«  j8*+'(  I  —  (  I  +  iB  )  ^)'^'(l  +  i^  A 
fydx=z  ______  ^ 

La  même  série  peut  servir  aussi  depuis  jr= +  J^  jusqu'à  Ji;=i, 

1 4"^ 

parce  que  la  supposition  de  ^=3 1 ,  donnant  ^ =0  et  vszo  »  la  valeur 
àtfydxy  dans  ce  dernier  cas  ^  ne  diffère  de  celle  qui  répond  au 
premier  que  par  le  signe  de /^  à  cause  qu'elle  est  prise  en  sens  con- 
traire j  par  le  changement  de  signe  qu'a  subi  dans  l'expression 
de  la  limite  ^  la  quantité  l  :  il  suffira  donc  d'écrire  dans  la  série 
précédente  ^^^  au  lieu  de  ^^  et  de  changer  le  signe  du  résultat 
finaU 

II XX,  La  valeur  x  sr  — ^ .  qui  rend  nul  le  dénominateur  de  v  : 

faisant  évanouir  le  coefficient  différentiel  -—^xéoonàdM  maximum 

dx 

de  j^  (  n%  149  );  on  ne  peut  donc  par  ce  qui  précède  obtenir 

l'intégrale  fydx  dans  le  voisinage  de  ce  maximum.   Il  faut   alors 

recourir  à  la  formule  (B) ,  dans  laquelle  a  cepcésentera  --t--  ,  et 

Texposant  m  sera  Punité^  en  sorte  qu'on  aura 


/=/l7— 1 


y  9        ^=?= 


Vir^ïy' 


Il  est  visible  que  les  termes  de  cette  %ént  ne  seront  pas  multiplias 

respectivement  par  * ,  **,  *%  ctc,  mais  par  «  >  « ,  «*,  etc,^  •  •  • 
à  cause  du  radical  qui  entre  dans  Tecpressioa  de  v.  Les  inté- 


grales tdntives  à  /se nmèncnt  toutes  à  f4ic     , ou s'obtifaneot 

|f  nn  % 
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algébriquement  :  on  a  par  la  formule  du  n"".  1 1  lo 


fedte      c=— 1^       ,       ft^dtc    '=  —  ±t€       +{fdte 


-r»  — r*  — /» 


fe^du       =  —  jt^e      — ^.e      ,  etc. 

SI  Ton  représente  par  <ret  «T' les  deux  limites  de  /,  on  trouvera  entre 
ces  limites, 

+  — ^  1--}— + T-«<''  + ^-Tl(^'+0+etC.} 

2  l    ^;c         I.2^a:  I,2.3^X'^  '^  } 

e      J  — — + — :rT^'+ — jCJ^'+o+etc  [  j 


il  ne  s'agît  plus  que  d'obtenir  Tintégrale/^r^ 

Ce  résultat  se  simplifie  beaucoup  lorsqu'on  prend  «T  et  J^',  de  ma- 
nière qu'ils  répondent  aux  valeurs  de  x ,  qui  rendent  -y  nulle  j  et 

l'équation  r=  ri  I''— Ij'    montre   qu'il   faut    faire  pour   cela 
J^=  —  inf,   <r'=:  +  inf.  Dans   cette  hypothèse  les  quantités 

J^'e       ,  <r"«        ,  s'évanouissent  (n^  140)  ;  on  ay2/r^      =i/^i  et 

En  faisant  m  =  i ,   dans  le   développement   de  1  Y-^ly  ^  itb' 
diqué  n\  11 10,  on  aura 

^       i.idx^'  i.x.'idx''  i.z.i.4dx^'^^ 

d'oii  l'on  tirera 

y={-<^  +  5(«— a)+C(jc— tf)*+etc.  }     ^ 

=  ^^*— 4^  "'"^^(Ar— /i)  +  etc. 

On  formeroit  d'une  manière  analogue  les  puissances  de  y,  que 
l'on  difFérentieroit  ensuite  comme  l'exige  la  formule  ,  puis  on  feroit 

X  =^  a  ,     supposition   qui   réduit   v    k  ji     \    et    l'expression 

d^Y        dv*  dy 

d^.\y=^ ^,   à    ^.1>= ,  à  cause  que  la  valeur  ;r=4f^ 
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propre  au  maximum ,  fait  évanouir  dy.  Il  suit  de  là  que  dans  lliy-  . 
pothèse  établie  après  les  difFérentiations  , 


J  =  — 


i.xdx'  xYdx*  * 


et  que  par  conséquent  V=  ;  en  sorte  qu'en  n'ayant 

dx' 
égard  qu'au  premier  terme  de  la  série,  il  vient 

fydx= ,  ou  (Jydxy^z -_. 

1/      d^Y  __ 

Dans  l'exemple  que  nous  avons  choisi ,  oîi  j^  =  x'(  i  —  x  )\ 

on  trouve  a  =  ;  et  calculant  d  après  cette  dernière  valeur 

P+1 

celles  de  Y  et  de  -— - ,  on  obtient ,  en  conservant  les  dénomina- 

V  dx 

tions  adoptées  plus  haut , 

(i  +  is; 

Si  on  poursuivoit  le  calcul  ^  on  trouveroit  de  même  les  autres 
termes  de  l'expression  de  fydx\  tous  rentreroient  dans  ceux  de  la 
série  qu'on  obtiendroit  en  développant  l'intégrale /y  ^x^  en  produit 
indéfini  (  n"",  1071  )^  et  en  calculant  ces  produits  par  la  méthode 
du  n%  945. 

1113.   Si  les  limites  de  l'intégrale  Tj^^at  étoient  quelconques  î 

l'intégrale  fdtt  ne  seroit  plus  donnée  immédiatement  par  la  cir* 
conférence  du  cercle ^  et  si  l'exposant  m  du  facteur  jp— a,  dans  \Y — ly, 
surpassoit  2 ,  on  auroit  aussi  de  nouvelles  intégrales  à  é valuer. 

Pour  calculer  immédiatement  la  valeur  à^  fdtt  ,  lorsqu'elle  ne 
doit  pas  être  prise  entre  les  deux  limites  infinies  de  /  >  Laplace  donne 
deux  séries  que  nous  allons  rapporter. 
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1*.  En  développant  Texponentielle  c      ,  suivant  les  puissances 
de  r ,  et  intégrant  chaque  terme  depuis  r=o ,  jusqu*à  r=r,  on  obtient 

fdtc    =r H +  ctc. 

t    î      i.i  5  i,i.3    7 

Tant  que  7  ne  sera  pas  très^grand ,  cette  série  sera  convergente  ;  et 
elle  tend  toujours  à  le  devenir  par  sa  nature  (  Int.  n^.  ii  )• 


-A» 


1^.  On  peut  donner  à  la  différentielle  dtc      la  forme 
— .xtJtt     ^eten  intégrant  ensuite  par  parties  relativement  au 

2/ 

second  facteur ,  on  trouvera  cette  série 

— r» 
/i»     =_(,__  +  -J,_-±J.  +  «c.), 

qui  paroît  convergente  au  moins  dans  ses  premiers  termes  lorsque  T 
est  très -grandi  mais  qui  pourtant  finit  par  être  divergente.  Ce* 
pendant  comme  les  termes  qui  la  composent  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs ,  sa  partie  convergente  peut  encore  donner  des 

limites  de  la  valeur  de  fdtc  ,  depuis  /  infini ,  jusqu'à  r=  T  ;  ces 
limites  seront  resserrées  le  plus  qu'il  sera  possible ,  lorsqu'on  aura 
poussé  la  série  jusqu'à  la  fin  de  la  convergence  »  c'est-à-dire  »  jusqu'au 
point  oii  la  différence  de  deux  termes  consécutifs  est  moindre  quç 
dans  le  reste  de  la  série. 

Ce  que  nous  avons  dit  précédemmentsur  les  intégrales  définies  de 
la  forme  fdxÇl  -y,  nous  dispense  de  suivre  Laplace  dans  les  détails 


oiiil  entre  relativement  à  l'intégrale //^i  /  e  i  lorsqu'elle  doit 

être  prise  depuis  r  =  o ,  jusqu*à  r  infini.  En  efiet ,  cette  intégrale  a  été 


transformée  dans  le  n\  tiio  en  — — /^îO-V^*  s     «« 

fidsant  e         =^{f  et  celle«ci  doit  visiblement  être  prise  entre  les 
limites  {=1  et  {==0|  quand  la  première  l'est  depuis  /=7=o^ 


I . 
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jusqu'à  /  infini;  les  théorèmes  des  n""*.  11 04  et  suiv.  s'appliquent 

donc  alors  à  Tintégrale  ffdtt  ',  et  donnent  des  moyens  d'en 
réduire  les  dzfferens  cas  aux  transcendantes  distinctes  qu'elle 
contient. 

II 14.  Laplace  indique  ensuite  ce  qu'il  faut  faire  pour  appli- 
quer sa  méthode  aux  intégrales  doubles  et  triples.  Il  montre 
d'abord  comment  on  peut  changer  leurs  limites  variables  en  d'autre» 
qui  soient  déterminées.  S'il  s'agissoit  y  par  exemple  y  d'évaluer  la  for- 
mule ffydxdx'y  en  intégrant  en  premier  lieu  depuis  x'-=^X  ^ 
jusqu'à  x=zX\  on  feroit  ar'=-Sr+  u{X' — JX);  on  transformeroit  , 

d'après  cette  hypothèse,  l'expression /y]^^-^^^'  ^^  ^^^  autre  de 
la  forme  Jfy{X'^X)  dxdu3,à\x  (  n",  517  ) ,.  dans  laquelle  l'in- 
tégration relative  à  u  s'effectueroit  depuis.  if=o  ^  jusqu'à  i/=z:i. 

Cela  posé  y  nous  regarderons  dans  ce  qui  va  suivre  l'intégrale 
ffydxdx\  comme  ayant  des  limites  constantes^  savoir: 

^  =  9,      A?=fty      a/=9',       x'=i/. 

Représentant  à  Pordinaire  par  Y  ce  que  devient  y ,  lorsqu'on  y 

change  x  et  x  en  fl  et  fl',  on  fera  y=Ye  ,  ou  1 T—  \y  =  /+/'; 
substituant  ensuite  ô+;f  et  ô'+{^  à  ^  et  à  x\  puis  développant 
1  r— 1  jr  en  série,  par  rapport  aux  puissances  de  ^  et  de  ^'  (  n%  }i  )  ^ 
on  mettra  le  résultat  sous  la  forme 

en  rassemblant  dans  M  tous  les  termes  qui  contiendront  i  seul  ou  {, 
combiné  avec  ^^  et  dans  M  ceux  qui  ne  contiendront  que  ^y  oa 
fera  séparément 

La  seconde  équation  fournira  imn^diateoMnt  par  le  retour  des  suites , 
«ne  expression  de  :|f  en  /,  à  l'aide  de  laquelle  on  tirera  de  la  première 
l'expression  de  ;[  en  /  et  Z;^  il  ne  restera  plus  qu'à  transformer  le 
produit  dxdx^^=^d[d{y  au  moyen  des. différentielles  dt^td^y  et 
en  supposant  {=^/,  {'=JVV,  on  aura  (  n**,  çi8  ) 

jJydxd^^s^Yf  I  ■        ■■'■  ■  «'dtdi  •.«•       . 
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l'intégration  des  diflférens  termes  du  second  membre  de  cette  équation 

dépendra  des  formules  fCdtr\  ft'^ddi  ;  si  Ton  com- 
mence par  l'intégration  relative  à  é^  et  qu'entre  les  limites  /=o 
et  t  infini ,  Ton  ait 

/d.Nr  d.N't'    ,  ,      ^ 

i^Q  sera  la  valeur  Atfydx\  depuis  x'=i  fl',  jusqu'à  la  valeur  de  x', 
qui  répond  à  f'  infini.  Remplaçant  ensuite  0'  par  ^'^  dans  j^  et  dans  Q^ 
que  nous  changerons  en  conséquence  en  Y'  et  Q',  nous  aurons  Y'(^ 
pour  la  valeur  àtfydx\  depuis  ^'=/,  jusqu'à  là  valeur  de  x'  qui 
répond  à  l'infini,  et  nous  conclurons  de  là  que  FQ — F'Q'  est  la 
valeur  complète  àt  fydx\  ou  que  pour  ohxtn]x  ffydxdx',  il  ne 
reste  plus<iu'à  intégrer  par  rapport  à  ^  la  fonction  Y Q^dt^^Y (^d t. 
Faisant  dXoxs  f(^dt=R^f(^d e—R\  R  et  K  étant  prises  depuis  /=o, 
jusqu'à  /=  infini ,  on  aura  17? — Y'R!^  pour  la  valeur  At  Jydxdx\ 
depuis  *"  =  9,  jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  répond  à  t  infini.  Enfin 
dans  F,  F,  R  et  B!^  on  changera  8  en  /i* ,  et  représentant  les  résultats 
par  r, ,  r ', , /î,  et  K  ^^  on  obtiendra  F /?  — r/î'^ ,  pour  la  valeur 
àt  ffydxdx\  depuis  a:=/x,  jusqu'à  la  valeur  de  x  qui  répond 
à  t  infini.  Prenant  la  différence  entre  cette  quantité  et  la  précédente^ 
on  trouvera  qu'entre  les  limites  x=-  9'  et  x=ii.\  Ar=9  et   x=fi , 

ffydxdx'=YR—rR—Y^R^  +  r^R\. 

Cette  formule  est  analogue  à  l'équation  (J)  du  n*.  1109,  et 
ne  peut  pas  non  plus  servir  aux  environs  du  maximum  dt  y  ^ 
pour  en  trouver  une  qui  soit  appropriée  à  ce  cas  >  il  fau(  considérer 
si  le  maximum  a  lieu  par  rapport  à  l'unç  des  variables  seulement , 
ou  par  rapport  à  toutes  deux  en  même  tems,  c'est-à-dire ,  s'il  ne  fait 

évanouir  que  l'un  des  coeflîciens  différentiels  3^,  -pi-,  ou  s'il  les 


dx  '  dx* 


ày 


rend  nuls  tous  deux  (  n*.  1 54  ).  Si  l'on  a  voit  seulement  —  =  o  • 

4x 


—t^^t' 


on  prendroit^ss:!'^  ,  tandis  qu'il  faudroit  faire  jcsFe 

dy  dy' 

i\  rpn  avoit  en  même  tems  -—  =  o .  -f-r  =  o. 

dx         ^    d:ç' 


—  *•—.• 


'« 


Mijt 


>       ■ 
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TI15.  Sans  s'arrêtera  ces 'circonstances  particulières,  Laplace 
indique  le  moyen  de  parvenir  à  des  formules  qui  donnent  Tintégrale 
ffydxdxdx\  entre  les  limites  de  a;,  de;i:'  et  de  x"^  qui  rendent  j^ 
nul.  Il  part  pour  cela  du  maximum  absolu  de. la  fonction  y  y  quHI 
suppose  correspondre  à  x=^a,  x'=zLa! ,  ^jrszrtf",  et  qu*il  désigne  par  Y\ 
il  fait 

et  développant  ensuite ,  suivant  les  puissances  de  {,  i\  i\  le  premier 
membre  de  Téquation 

ir— lj^  =  ^*+r'*+/'^, 
il  lui  donne  la  forme 

* 

Mt»+  iMY»+  MY^^  r*+  /'•+  r'% 

en  réunissant  dans  M  tous  les  termes  multipliés  par  i^ ,  et  conte- 
nant i ,  1%  i\  dans  M'  ceux  qui  ne  contiennent  que  {'  et  {",  et  enfin 
dans  M'  ceux  qui  ne  contiennent  que  i'  seuU  II  déduit  de  là  les 
trois  équations 

Ml*=e%        Ar(^=zt\        MY^^^t'^ 

qui  résolues ,  en  commençant  par  la  dernière  j  au  moyen  du  retour 
des  suites,  donnent 

^=Nt,        i'=N't\        C=NY, 

N"  étant  une  fonction  de  t"  seul ,  if  une  fonction  de  /  et  t\  et 
en/în  N  une  fonction  de  /  ,  ^  et  /".  Cela  fait  ,   il  transforme 

dxdx'ix"—  di  d(di't  en      -^- ~ j^dtdt'dt',  ilobtient 

ffrydxdx'dx'=YjJj—^  -~. j^dtdidet 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'évaluer  les  intégrales  des  termes 
du  second  membre ,  comprises  dans  la  formule 


Sfftt'  é*   dtdUft  ; 

les  limites  des  variables  / ,  V,  r',  étant  Tinfini  négatif  et  l'infini  po- 
sitif, on  reconnohra  comme  dans  le  n*.  iiii,  que  l'intégrale  ci- 
dessus  s'évanouit  toutes  les  fois  que  l'un  des  nombres  n ,  »',   n\ 
Appendice.  Ooo 


* 


i  ■ 
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sera  impair  ;  et  dans  le  cas  oii  ces  exposans  seroient  pairs  ou  de  la 
forme  li,  li',  li",  on  trouvera,  au  moyen  dç  Tintégration  par 
parties ,  que  la  même  expression  se  réduit  à 

1.3. 5..  .(2i-T-i).i.3.5..  .(li' — i).  ï-3-5*  ;.(i'"— i)^ 

2 

résultat  dans  lequel  le  numérateur  de  Tex posant  de  t  est  égal  au 
nombre  des  variables  indépendantes  x ,  x\  x\  > 

Si  Ton  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime 
l'intégrale /y  ^Ar^:c^^jr%  terme  qui  suffira  lorsque  les  exposans  des 
facteurs  de  y  seront  en  très-grands  nombres ,  on  aura ,  par  un  calcul 
semblable  à  celui  qui  termine  le  n"*.  1 1 1  x , 

ï  ^^Y         ,„  1    d'Y  ,,.  I   d'Y 

^=-F5F'     ^=-7*?^'     "--r77" 

d'Y     d'Y      d'Y 
les  quantités  -— ,  •— j- ,  — ^ ,  désignant  ce  que  deviennent  les 

d^Y       d'y        d'y 

coefficiens  différentiels  -r-r  »  jTT  9  ^7~^  >  lorsqu'on  y  substitue 
a  y  cl  y  a%  au  lieu  de  ;r^  x\  x'\  On  tirera  de  là 


.    ^     ^1^  ^  doF  ^  1^ 

puis  cette  équation  approchée  fydxd7p'dx'z=s, 

t  t  t 

tT    ' .  — -—=z.dtdéit\ 

J  \y/      d'Y    1/      d^Y    %y      d'Y 
.  dx*     ^"^^    "^17'    ^  dx'" 

d'oii  l'on  conclura  cette  autre 

4  1 

fydxd x'd x"=  ^  (— ^^)         ^ 

Xy/d'Y   d'Y    d'Y 

dx'  dx"   dx^* 
—t*—-t''—t"* 

En  wcuhnt  â  priori  Vintéffàie/dtd/dt'c  ,  nous  n'ayons 
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considéré  que  trois  variables ,  mais  il  est  évident  que  la  méthode 
-demeurera  la  même  quel  que  soit  le  nombre  des  variables. 

Examen   de  la 

1 1 16.  Nous  allons  acquitter  ici  l'engagement  que  nous  avons  pris  trmscendame 


dante  / ,  qui  se  change  en  f-r^ 


{ 
En  développant  «%  nous  avons  déjà  trouvé  la  série 


/- 


dx  *■       I    ^*         I        X^  I  AT*  N         /   N 

=(l;r-i 1 H 1 —  ' — hetc.).-(0. 

X  I       2  1.2       3     I,2«3        4    I.2.3.4 

Si  Ton  fait:r=:i ,  on  a  une  limite  naturelle  de  cette  int^rale  donnée 
par  la  série  convergente 

III         II  I 

I  +  -. [--• 1 — • 1-  etc.  =  «, 

1     î.%       3       I.2r.3         4      I.2.3.4 

et  l'on  trouve  avec  cette  valeur  de  * , 

^    =*— (U+-+ J-+ ^  +  etc.  }.  - 

X      \  I  »     «     2  1.2/1^      3   1.2. 3«^  ^ 

Celte  formule  donnera  facilement  les  diverses  valeurs  de  Tintégrale  , 
depuis  a;  =  -,  jusqu'à   j?  =  .i;  elle  fait  voir  que  la  valeur   de 


— ■- — ,  prise  depuis  :r=i  j\isqU*à  a;=o  ^  est  infinie  ,  car  la  série 
est  de  plus  en  plus  convergente  à  mesure  que  n  augmente  et  se  réduit 

à  — 1-  lorsque  n  est  infinie. 

«  .    .  -^ 

Si  l'on  se  servoit  de  la  série  (i)  pour  les  valeurs  négatives  de  or, 

on  seroit  tenté  de  croire  que  la  fonctiotl    / est  imaginaire 

pour  ces  valeurs ,  ce  qui  pourtant  ne  saur  oit  être ,  ainsi  qu'on  peu^, 
s'en   convaincre  en  suivant  la  marche  de  cette  intégrale  par  les 
valeurs  successives  dç  la  fonction  diiférentielle^  d'après  la  inétliQdedii> 
n*.  470  ;  mais  on  parvient  à  un  résukat  réel ,  en  changeant  le  signe 

Ooo  % 


I 
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de  X  avant  l'intégratton ,  car  on  a 

=/-.</*{ — +1 + etc.  \^  , 

—x  \—x  1.x      i.x.}  ■■' 

d'où  l'on  conclut 


/- 


t  *dx  ,  X      l    X^  l       x^ 

=  \x + -  +  etc. 


X  T        2   I.l  3     I.1.3 

X  étant  pris  avec  le  signe  -f-  ,  dans  cette  équation.  LTiypothèse  jc=o 
donne  encore  un  résultat  infini ,  et  Ton  peut  fixer  Torigine  de  Tin- 
tégrale  à  ar=  i  ,  mais  il  restera  à  savoir  ce  qu'elle  devient  quand  x  est 
infini  ^  car  il  se^  peut  que  la  difiërence  entre  la  partie  positive  et  la 
partie  négative  du  second  membre  demeure  finie ,  quoique  chacune 


/- 


depuis  ^=1  jusqu'à  x  infini  négativement ,  auroit  une  valeur  finie. 

Pour  édaircir  cette  difficulté  considérons  l'expression   /         -^ 

qui  répond  à  la  série  (i)^  transformée  d'après  la  relation  e*=:{; 
nous  aurons 

r^'î  -ni..  '^.  '(kr.  '   (UT  . ... ,  ,, 

y-]^-ou+y+--^+--^-^+ctc.} co: 

les  valeurs  a?=— i  et  x  infini  négativement  correspondent  à  i=e^\ 
et  à  {=0  ^  limites  dans  lesquelles  la  série  ci-dessus  a  des  termes 

infinis  et    un   imaginaire.    Si  Ton  intègre    /-r-^  par  parties  re« 
lativement  au  facteur  J^  ^  on  obtiendra 


etc. 
d'où  Pon  conclura  l'équation 


f^ 


dont  le  second  membre  a  la  propriété  de  s'évanook  IcMiiqpic  t^s^^ 
et  se  réduit  à  ^  ,         . 


>  •  - 


/- 
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lorsque  {=«""*.  En  ajoutant  à  la  série  (a)  la  constante  E+\ — F, 
ou  JF+lF+1 — I  »  et  en  observant  que  1 — i+llî=l(^{),onaura 

ll.=£+,f+,(_,5)+li+!lllil:+lili>l+«c.}...(4), 
1{  ^      i       i.i.i      3    i.x,3  ^     ^^'^ 

puis  faisant  pour  abréger  £+  \F=iA  ^  et  comparant  cette  série 
avec  (  3  ) ,  en  supposant  dans  lune  et  dans  l'autre  { =  €^\  on 
formera  Téquation 

A 1 h  etc. 

I       2  1.2  3    I.2»3 

= «"■'{  I I  +   I,2—  1*2.3  +  C^C.  }  , 

de  laquelle  on  tirera 

en  représentant  par  M  la  série  divergente 

I  — 1.2+  1.2.3—  1.2.3.4 ^*^- 

dont  la  limite  rapportée  n%  1047,  est  0,4036524077,  et  par  JV  la 

série  convergente 

lit         I 

T . 1 — . r  etc. 

•  2     1.2       3       1.2*3 

égale  à  0,796599599297  ;  on  aura  donc  -^  =  0,577216.  Les 
séries  (3)  et  (^)  étant  égales  pour  une  valeur  de  {  doivent  le  demeurer 
toujours;  ainsi  la  première  s'évanouissant  quand  {  =  o ,  la  seconde 
en  doit  faire  autant.  L'expression 

donnera  par  conséquent  la  valeur  de  /- —  ,  à  partir  de  {=0 ,  pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de  i  { ^  et  la  formule  correspondante 

_ ,+!(_,)+-+- -+j  7X7+ «^ <'^' 

celles  de  / à  partir  de  %  infini  négativement, 

.    1 1 17.  En  opérant  immédiatefflent  sur  l'expression  # ,  nous 

fBom  détttmîacr  de  nouyeatt  la  constante  A^  et  avec  plus  d'exac-^ 


S' 


4    • 


-  1 J-  .'        -     •     ■ 

L  - 


û.^ 
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titude  que  ci-dessus.  Si  1  on  intègre  par  parties  la  difterentielle 

par  rapport  au  facteur  e'dx  t  on  trouvera 

'dx 


X 


/e'dx    __«*       re'di 
X  *■    c/       «* 

/e'dx        e'      e'  fe'd 


/ 


e'dx        e'       e'       xe'     ,    z.3e* 
=—\ — ;■+— 3-  + T" 


X  X      X'       x'  X' 


,  x.-i.^....{n—\)e'  Pt'dx 

•\ —^ H»' 3 '4 /    ;c'+'     * 

développant  ensuite  «'  suivant  les  puissances  de  x ,  on  aura 

/e'dx        ndx    ,        «      *»    ,       x'        .     .     X 
— -r— =/-^zr(  I+-H + +  etc.) 
.+.      J  »'+'  ^    ^i     1.1^1.2.3   ^        ' 


»;t»        (n— i)*"-'        i(n  —  i)jr"-* 


l(-x) 


1.3 (/2 — i)^:      2.3..../Z 


\v  I  :«:•  10?^ 


H V — ; — 'n-' 7^ 7  +  etc. 


/- 


i.3...(n+i)     1  2.3,, /(/z+i)     3  i»3«. •('2  +  3) 
en  désignant  par  A^  la  constante  arbitraire  et  en  observant  de  changer 

dx  '^•^dx 

le  terme  —  en  ,  afin  d'éviter  les  imaginaires  pour  le  cas  oh  x 

seroit  négatif.   La  substitution  de  ce  développement   dans  celui 
de  / ,  obtenu  plus  haut ,  conduit  à 

^dx        t'       t'      te'  i.3  44....(« — i)e* 

X  X      x*        x^  X 

X  X* ^ X^ 

«  +  i"*"a(«+iXn+i)"^3(«+i)(n+i)(«  +  3)  +  etC"-..(AO. 
Ce  résultat  renferme  trois  séries  dont  les  deux  premières  sont  finies  • 
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le  nombre  de  leurs  termes  dépend  de  /z,  et  si  Ton  prend  n+i  au 
lieu  de  /z ,  on  aura  en  changeant  la  constante  arbitraire  A^  en  -^^^, , 


/ 


m 


'— —  '  '  "T~        '•  •  •  •  T*  ■ 

XXX*  *"  x""^' 

+  ^»+-      („+,)^'      -— -+1(-*) 

+  ——  +  -; ^7 r  +  -; TT^ -+etc....(A?+i). 

n+2      2(n+i)(n  +  3)     3(«+2)(n+3)C«  +  4) 

Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent,  il  faut  développer  dans 

Tun  le  terme  J^[ ,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'autre  et  qui 

donne  la  série 


2.3«...XI       2.3...*«./Z  II  X 


effaçant  ensuite  les  termes  communs,  et  rapprochant  de  la  cons-* 
tante  J^x-x  le  terme  invariable ,  il  restera  seulement 

^  W+  I 

/z  +  i   .  /z  +  i 

équation  qui  montre  ce  que  devient  la  constante  lorsqu'on  introduit 
un  nouveau  terme  dans  la  série 

— +  -7+-3-+etc. 
X       X         x'       ■ 

ou  que  Ton  passe  du  développement  de 

+*'3 «y^TT» 

à  celui  de 


t'    e 


X      x^ 


e    e  .  rt'dx 


X        X 


est  visible  que  puisque  la  constante  A  répond  au  cas  oii  Ton  déve- 
loppe immédiatement  e'  suivant  les  puissances  dt  x  ^  la  constante  A^ 

f     rc'dx 

sera  celle  qu'il  faudra  substituer  à  A  quand  oa  prendra  — \r  I        - 

X         %M  X 


/- 


s 
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et  l'on  aura  ji,T=iA —  t  ;  lorsqu'on  cmployera 

— -1 r-i  / z — ,  il  viendra  -^.=-^, =-4— i— -.  En  con- 

X      x^      J     x^      ^  1  X 

tinuant  ainsi  de  proche  en  proche  ^  on  obtiendra 

J —A  ^  ^  '  '. 

23  n 

au  moyen  de  cette  valeur  Téquation  Qf)  ^  ne  dépendra  plus  que  de 
la  constante  ^  ^  et  deviendra 


III  I 

■7"  ^^  ■*"*  I  ■■■■•  "~  ""^  ^  "^  ""••••••f*  ■*■'  "^ 

»    3    4  « 

H — —+—. ^7 r+  -7 ^ — ^-7 r  +  etc.» .  .fiV'). 

Si  l'on  fait  jir=_^ny  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le 
second  membre  de  cette  équation ,  et  qu'on  en  cherche  ta  limite  en 
supposant  /r infinie,  on>erra  d'abord  que  la  première,  multipliée 
par  «"%  doit  s'évanouir  ;  quant  aux  sériçs 

* 
«MM   '  ■•-»  ■■  «.'"•  •  •  •  •  •■*•  "~  • 

nx""  [n — i)x^  '  X 

X  X*  x^ 

j. I  -I-  "4^  etG 

n+i     z(n+iXB+a)     3(.i+iX?+*)(«+3) 

elles  se  détruisent  réçipro(|uemept ,  car  les  termes et  H , 

devenant  —  -  et  +  ,  sont  égaux  lorsqu'on  suppose  n  infinie  ; 

n  /î+ 1 

il  en  est  de  même  des  termes  ^ r-  et  — %-; r- ,  changés 

la?"  2(/2+l)(/2+2) 

(n — i)rf,       '           v^ 
en r-—   et  -7 — ; — -7 r ,  etc.  on  aura  donc 

2/1*  l(«+lX'*+^) 


La 


i  > 
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La  valeur  de  la  constante  A  ne  dépend  donc  que  de  celle  de  la  série 


I     ï     I 

234 


I 


dont  la  somme,  lorsque  n  est  très-grand,  est  In+C  (  n*.  939  ); 
C  représentant  le  nombre  0,57711  ç66490i5325«  Il  suit  de  là  qu'à 
la  limite^  ou  lorsque  Jir  =  — n,  on  a 


et  qu*en  prenant  par  conséquent  cette  limite  pour  Torigine  de  Kn« 
tégrale  on  aura  A-=C^  ou  .^^=0,57721 566490153 15  ,  résultat 
beaucoup  plus  exact  que  celui  du  n*.  précéd.. 

Mascheroni,  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n^  939,  jusqu'au 
centième  terme  de  la  série  i  +  7  +  y  +  etc.  a  trpuvé 

C  ou -^=0,57721 5  664901   532860  618112  0900S2  39; 

La  relation  qui  existe  entre  A  et  M  Ç  n!*.  précéd.  )  ,  savoir  ; 
'^  =  L  +  «"*( Jlf  —  I  ) ,  donnant  M  =  e (A—'L)+ 1 ,  le  conduit  à 

iW  =  0,403652  637676  805925  7. 

Cette  valeur  de  là  limite  de  la  série  divergente 

I— I  •  2  •  + 1  •  2«  3—1  •  2, 3 . 4+  etc; 

est  beaucoup  plus  approchée  que  celle  du  n"".  1047  ^  que  d'après 
Euler ,  nous  avons  crue  vraie  jusqu'au  dernier  chiffre. 

Il  faut  observer  que  tout  ce  qui  précède  repose  sur  les  séries 


4 


^r.+rr-r3+-7AT-  +  ctc. 


k  (kr  cur  ihy 


2e          2.3« 
+  — 7-+ \ —  +  etc. 


qui  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  conséquent  donner  immédia* 

/dr                rt*dx 
Y^  et  de    / ,  à  moins  qu'on  ne 

tienne  compte  du  complément  (  Int.  n**.  5  ) ,  lorsqu'on  s'arrête  à 
un  terme  particulier  \  c'est  ce  qu'on  a  fait  pour  la  seconde ,  en  déve- 

— :j:7-  ;  mais  quant  à  la  première ,  on  ne 

Appendice.  Ppp 
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remployé  jamais  qu'en  entier  et  comme  un  développement ,  suivant 
la  remarque  du  n"".  4  de  l'Introduction. 

Il  18.  La  série  (i')  est  visiblement  celle  qu'il  faut  employer 
lorsque  [  est  peu  difFérent  de  l'unité  y  parce  qu'alors  l{  est  une 
quantité  fort  petite  ;  elle  devient  encore  convergente  après  un  certain 
nombre  de  termes  ,  même  quand  1{  est  assez  grand  ;  mais  la  série  ÇN') 
étant  transformée  comme  on  va  le  voir ,  est  plus  commode  pour  ce 
cas.  Si  l'on  fait  /z  =  -i-;c  +  r^  r  désignant  une  petite  fraction ,  soit 
positive ,  soit  négative  y  on  aura 


1  —  07=     If/z  — r)==     1/ï— - 

n 


in*         3/1^ 
et  l'on  changera  par  ce  moyen  l'équation  (N^  en 

/■.^:^=4i+i+4+^ +  *-dii-_4îzii)| 

J       X  \x     x""     x^       x^  :c"  J 

III  t  r        r* 

234  n  n      m* 

^M^^  2(/z-h0(/2+a)      3(n+i)(/i+i)(/i+3)  +" 


—  etc. 


3»^ 


etc. 


n 

X 


IX' 


3* 


3 


résultat  dans  lequel  il  faudra  remplacer  la  série — i-— - i..^i 

par  la   somme  obtenue  dans  le  n*.  939.  En  mettant  ensuite  Iç,  au 
lieu  de  :i:  ^  il  viendra 


/■^-{iî^ 


I  2         1.3 

1         B,         B,       B^ 


1.3.. ..(« —  1) 


} 


i«       1/2"       4/2*     ô/i'  n       i/i*        3/1^ 

n  (ri — i)n       {n — 2)  (n — ï)n 


etc. 


—  etc. 


formule  dans  laquelle  B^^B^^B^^  etc.  représentent  les  nombres  de 
Bernoulli ,  et  dont  tous  les  termes  sont  moindres  que  Tunité ,  à 

Vexception  de 


-n 


n 


,     ,  qui  est  égal  à  , 


et  <i. 


• .  • 
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1119.  Il  nous  resteroit  à  chercher  une  série  qui  donnât  l'intégrale 

/  — ^  ,  depuis  î  =  o  jusqu'à  ç  infini  positif. 

En  s'appuyant  sur  la  forme  des  séries  (i)  et  (z),  Euler  pensoit 
que  si  cette  intégrale  étoit  considérée  comme  réelle  entre  {=0  et  ^=  i , 
«lie  devoit  être  regardée  comme  imaginaire  entfe  1=1  et  i  infini, 

ou  vice  yersd.  Cette  conséquence  paroît  d'abord  difficile  à  admettre 

I  . 

parce  qu'en  suivant  la  marche  du  coefficient  différentiel  — ,  dont 

les  valeurs  successives  ferment  celles  de  l'intégrale  (  n*.  470  ),  on 
voit  qu'il  demeure  toujours  réel ,  en  passant  à  la  vérité  du  négatif  au 
positif  par  l'infini.  Cette  difficulté  est  une  des  objections  que  faisoit 
Bernoulli  contre  le  système  de  Léibnitz ,  sur  les  logarithmes  des 
nombres  négatifs  (  n%  494  )  ;  mais  le  passage  par  l'infini ,  paroît 
rompre  quelquefois  le  lien  de  la  continuité ,  ainsi  que  je  l'ai  montré 
dans  le  n"*.  cité  ;  et  il  en  résulte  que  quoique  l'on  puisse  avoir  sépa-*  • 
rément  sous  une  forme  réelle  les  deux  parties  de  l'intégrale  pro- 
posée ,  elles  ne  sauroient  être  représentées  par  une  même  expression , 
et  qu'il  est  par  conséquent  impossible  de  déterminer  la  constante 
arbitraire ,  de  manière  qu'elle  demeure  la  même  dans  toute  l'étendue  / 
de  cette  intégrale. 

1 1 20.  Nous  allons  présenter  ici  le  germe  de  l'une  des  branches  de      Usage  des  înté*. 
l'Analyse ,  qui  semble  promettre  la  plus  ample  moisson  de  décou-  po^urcxprimcr  les 
vertes  et  de  laquelle  on  doit  le  plus  espérer  pour  le  perfectionnement  fonctions  données 
du  Calcul  intégrai.  Nous  avoçs  déjà  fait  observer  plusieurs  fois  différentielles. 
(n***.  67c,  697,  965  )  f  que  le  nombre  des  transcendantes  distinctes 
pouvoit  être  très-grand ,  et  quil  existoit  probablement  des  fonctions 
dont  les  coefficiens  différentiels  ne  pouvoient  s'exprimer  par  la  variable 
indépendante  seulement ,  ce  quî  rendoît  impossible  la  séparation  des 
variables  dans  les  équations  différentielles  d'où  dépendoient  ces  fonc- 
tions. Quand  même  on  auroit  l'analyse  complète  des  transcendantes 
explicites ,  c'est-à-diré,  exprimées  par  des  intégrales  à  une  seule  variable, 
ou  relatives  aux  quadratures ,  on  ne  sauroit  encore  rien  sur  la  nature 
de  celles  qui  sont  implicites^  ou  données  seulement  par  des  équations 
différentielles  dans  lesquelles  les  variables  sont  mêlées.  La  difficulté  de  >  1   ^ 

Ppp  z  . 
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séparer  les  variables  dans  une  équation  difFérentielle  tient  sans  doute 
quelquefois  à  la  manière  dont  elles  sont  liées ,  même  algébriquement  ^ 
dans  son  intégrale.  Si  cette  dernière  étoit  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre 
d'un  degré  supérieur  ^  et  qu'on  ne  sût  pas  la  résoudre  généralement  ^ 
il  ne  seroit  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à  l'expression  finie 
de  la  fonction  par  l'équation  primitive ,  on  ne  pût  pas  noii  plus  obtenir 
une  semblable  expression  de  son  coefficient  différentiel  ;  mais  outre 
ce  cas  y  dans  lequel  le  facteur  propre  à  rendre  l'équation  différentielle 
intégrable  ^  doit  être  susceptible  d'une  forme  finie ,  on  sent  qu'il  peut 
en  exister  d'autres  dans  lesquels  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et  la  variable  indépendante,  ne  puisse  être  exprimée  algébrique- 
ment. C'est  pour  ceux  là ,  que  l'on  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu'on veut  appliquer  les  Mathématiques  à  la  Physique ,  qu'il  faut 
se  préparer  des  ressources  particulières.  Euler  a  encore  donné  dans 
ce  genre  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  génie,  en  In- 
diquant le  parti  qu'on  pouvoit  tirer  des  intégrales  définies  :  voici 
comme  il  présente  la  chose. 

Soit  y=jydx^  V  étant  une  fonction  de  jc  et  de  «,  llnté* 
gration  ne  devant  avoir  lieu  que  par  rapport  à  la  première  de  ces 
variables,  et  se  terminant  à  x^=^a\  de  cette. manière j^  se  néduit  à 
une  fonction   de  u  seul  ^   et  %t%  coefficiens  différentiels  $ont 

dy     d\ 

j- ,  -T-^ ,   etc.  n  est  visible  que  la  variable  x ,  qui  disparoît  après 

l'intégration ,  introduit  dans  l'expression  àty  une  généralité ,  beau- 
coup plus  grande  que  celle  des  formes  employées  jusqu'ici  ;  aussi 
est*il  arrivé 5  comme  nous  le  verrons  bientôt,  que  des  équations 
différentielles  en  j^  et  « ,  dont  on  n'avoit  pu  obtenir  l'intégrale 
sous  une  forme  finie  ont  eu  une  solution  de  cette  nature  ^  la  trans^ 
cendanu  de  la  relation  entre  y  tt  u  étant  rejettée  sur  la  nouvelle 
variable  x.  Euler  n'est  d'abord  parvenu  qu'à  former  l'équation  différ 
rentielle  par  le  moyen  de  Tintégrale  ainsi  qu'il  suit. 
En  différentiant  complètement  y^om, 

/dV 
-3 — dx    (  n%  551  ), 

/dV 
- — dx  étant  prise  entre  les  mêmes  limites  qwep^dx^ 
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La  fonction  y  resteroit  encore  indéterminée ,  si  l'on  ne  fixoit  pas  en 
même  tems  l'origine  de  l'intégrale ,  et  c'est  ce  qu'£uler  fait  en  suppo- 
sant qu'elle  s'évanouisse  lorsque  Jt=zo.  Maintenant  si  l'intégrale  ff^dx 
devient  nulle  dans  cette  circonstance  quel  que  soit  d'ailleurs  u^ 


dy 


dy 


îl  en  arrivera  autant  à  -•-,  puisqu'on  a  >'+i^j'==y+  — ^i;<  =  oj  il 

du  du 

/dV 
- —  dx  ^  depuis  ^=0,  jusqu'à  x=za. 

En  poussant  jusqu'au  second  ordre  la  différentiatipn  soi^s  le^igne^ 

îl  en  résultera  j^=l    .  ,    ^^9  €t  si  l'on  désigne  par  £ ,  M  ttN^ 

des  fonctions  quelconques  de  u,ll  viendra 

d'Y  dy"  '  d^y  dF 

Lorsque  l'intégration  du  second  membre  pourra  s'effectuer^  et 
qu'après  la  substitution  de  x=:a  ^  il  donnera  pour  résultat  une 
fonction  de  u ,  que  nous  représenterons  par  U^  la  valeur  y=LfVdx 
satisfera^  évidemment  à  l'éqHation 


•«  t 


du  du  '    ^ 

On  voit  que  la  difficulté  de  la. méthode  consiste  à  choisir  la 

d^y         dV 
fonction  V^  de  manière  que  la  fonction  dx{L—+M-2 l-A^^} 

soit întégrable  relativement  k  x;  et  Euler  observe  qu'il  faut  exclure 
celles  de  la  forme  PQ»  P  étant  une  fonction  de  u  seul  et  Q  une 
fonction  de  x  seul  ;  car  elles  conduiroxent  à 

%        ^P  r^  . 

du*       du'     ^ 

d'v  dv  d*P  dP 

résultats  dans  le^ueïsrintégrale/<^rfMt^  que  comme  un  facteur 

constant. 
1 1 1 1 .  Prenons ,  pour  premier  exemple , 


y:=PfQdx, 


dv     dp    li 

du       du^       * 


» 


-■     ^    '- 
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0OUS  aurons  .     " 

du  ^  ^ 

d'oh  nous  tirerons  l'expression 

■+         ipMit'+ipMua^         L- 
qu'il  faudra  rendre  întégrable  pat  rapport  à  x.  Euler  prend 

pour  la  fonction  primkfvç  dontirâcpresâon  préçédefkte  est  dérivée  i 
et  en  différentiant  il  obtient 

4:"- VârC«* +*'/'*C«*-^V* 

if 
développant  et  comparant  de  part  et  cPautre  les  termes  affectés  d'une 

même  puissance  de  a;  ^  U  troaye 

xp(^p — i)Lu*+ipMu^+Nià^:=inc^u* 
xpL+ipMu+iNu^rsznc^ — nu^+i(p-^i}c*—i(  f+i)u^ 
Ar=  — /2 — i(p —  i  J^r-  i  (l+ 1  )^=  — n —  %p —  1  q. 

Si ,  de  la  première  de  ces  équations  divisée  par  u*^  on  retranche  la 
seconde,  il  viendra 

4P(P  —  O^ — Nu^:szCn+xq+x)u*—.i(p — i  )c*; 
et  mettant  pour  A^  sa  valeur  donnée  par  la  dernière ,  on  aura 

tt^  +  C» 

d  oh  Ton  déduira  . 

ipu  p 

» 

L'intégrale  définie  ^   de  laquelle  nous  sommes  partis,  s*évanouîra 
d'elle-même  lorsque  s  =  o,  tant  que  /2>o;  faisant  donc  x  =  a. 


• 
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réquation  différentielle  cherchée  sera 

xp     du^      l  %pu  p       jdu 

^(n+xp+iq)y:=a^(a^+u^)^'(c^'^a^)'^' 

et  sera  satlsfatie  par  réquation    ' 

y  z=:fx^'d  3è(u^+  x-y(  c*—  x^)\  ' 

l'intégrale  indiquée  étant  prise  c^puis  a:=o  jusqu'à  x==tf. 

En  supposant  auzzc^  ça  qui  fait  évanouir   (c^ — a*/,  lorsque 
l'exposant  q  est  positif,  on  a  seulement 

+  1/^(^/2  +  2/^  +  xq)uydu'^=:^Oj 

rintégrale  définie  restant  la  même  que  ci-dessus  ,  doit  être  prise 
depuis  x=zo ,  >usqu'â  x::=zc. 

Si  Ton  fait 

n+  xp — i  =  a,        /ï+4^  +  1^— .  i==i3, 

on  trouvera  ^ 

2?=«  +  I — ^  9  2j  =  j8 — i-fn-— !«; 

réquation  différentielle  et  l'expression  de  y  se  changeront  en 

(c^ + u^Judy — (ac*  +  fiu*)dy  du+(ùL+î  ^n)(fi'^tt  +  n)uy  du^:=z  o  ; 

La  solution  ci-dessus  peut  aussi  convenir  à  l'équation 

x'(a+bx")  dy+x(c  +  ex"")  dxdy+(f+gx'')ydx^=  o  , 

que  nous  avons  traitée  par  les  séries  dans  le  n"".  644.  En  y  mettant 
d'abord  i  pour  y  et  faisant  ensuite 


<J— c 


+A 


l=x    -  (a  +  bx)  ^^         y  ^ 

on  la  transformera  dans  cette  autre 

x^Ca  +  tx^Jdy  +  xlxa-^c  +  xah+Cxh — c+xni+xbh)x'']dydx 

+  (/+  ak^ch  +ah* +(g+  (b—c+ nb+bhXn+k))x''  }ydx^=Oi 

la  quantité  h  restant  arbitraire ,  on  en  disposera  poiu:  faire  dispa- 
roître  la  première  partie  du  coefficient  du  dernier  tèïme,  afin  qu'il 


■ 


\ 
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devienne  divisible  par  jf  ;  on  tirera  de  cette  condition 

Z+tfA— cA+ tfA*=o,  ou  tfA^+Ctf— c ;*+/=: o(*). 

Pour  achever  de  rendre  notre  transformée  identique  avec  Téquatioa 
à  laquelle  nous  voulons  la  comparer  ,  il  faut  y  faire  ar":=:  a*. 
Euler  n'a  point  poussé  le  calcul  plus  loin ,  parce  qu'il  traite  la 
même  équation  par  un  autre  moyen  que  nous  ferons  connoître 
plus  bas. 

II 12,  Soit  encore  F--  ^'^x''(c'—xy\  on  tire  de  là 

dV  d^y 

du  ^         ""  ^       du^ 

et  il  faut  rendre  intégrable  y  par  rapport  à  x  ^  la  fonction 

Pour  y  parvenir  on  suppose  qu'elle  correspond  à  la  fonction  pri- 
mitive e^'x'^'^'Cc — x)^^\  diflférentiant  cette  dernière,  etcompa« 
rant  le  résultat  avec  la  précédente ,  il  vient 

d'oh  l'on  conclut  l'équation  différentielle 

u    d^Y      /  w4-/^4-l\</v 


{*)  La  transformation  que  nous  indiquons  ici  se  déduit  de  la  deuxième  du  a^«  6aa« 
En  comparant  l'équation 

à  celle  de  cet  article ,  on  a 

^        c  +  ex"  _    f+e^ 


et  si  Ton  veut  prendre  pour  R  une  fonction  telle  que  la  transformée  conserve  U 
même  forme  que  la  proposée ,  il  faudra  supposer  /?  =3=     ^"^^ •  M  et  r  étant 

jc  (  rj  +  ^  a;"  j 

dR 
indéterminés.  Développant  ensuite  la  fonction \'R^-\'PR^  qui  aura  pour 

dénominateui-  commun  (tf  +  ^**)%  on  disposera  de  /x  et  de  F  de  manière  k 
réduire  ce  dénominateur  à  ^i+i^c".  Ceci  suffit  pour  indiquer  la  marche  qu'il  faut 
suivre  dans  ce  calcul* 

et 
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tt  la  solution        y=fe^'^x''dx(c  —  jc/, 
rintégrale  étant  prise  depuis  x'=-o  jusqu'à  x=ix. 
Lorsqu'on  fait  171=  i  et  c'=^a  ^  on  a  seulement 

y^f^x'^dxCa^xy^^ 

en  supposant  d'ailleurs  />+i>0  et  /2+i>oi  P^^^  qucTint^ralc 
ne  devienne  pas  infinie  quand  x^=^a  et  quand  j7=o. 

Si  l'on  suppose  y  =  r  ^  *,  ou  {  =  ——  »  on  obtient  cette  transr 
formée  du  premier  ordre 

udi-hu[*dU'^auidu+(n+p+i)idu^^(n+i)adu:=zOi 

à  laquelle  on  sadsÊdt  en  prenant  ^ 

_  f^x'"^*dx(a'^xy 
^~  ft'^x^dxCa—xy  • 

Euler  transforme  cette  expression  de  plusieurs  manières ,  en  faisant 
successivement 

et  il  obtient 

u'"''^'ds+u'^''''*^-^s^du  —  i  a*/<  ^«—  K  n—p)adu=o^ 
ds+s^de—'\a^u^'''^^^^de^^(n—p)ur^*^'de  =  oi 
enfin  il  obtient  en  dernier  résultat  l'équation 

— a/i«— ap— 4                     .-^a«— ap— 3 
dq+q-dr^. ^^^y   ^r=o; 

qui  se  tire  immédiatement  de  la  transformée  en  {  et  tf  ^  en  y 
faisant 

Il  transforme  aussi  l'équation  du  second  ordre  entre  y  et  u^  et 
parvient  à  un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  Après  avoir 
mis  cette  équation  sous  la  forme  ^ 

^y         j     .  (^'^P'^'^)^y       (n+i)aydu 
du  "^     "  u  «    ,         ,       * 

Apptndicc.  Qî^ 
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il  fait  u=Mbt^  et  parvient  à 


en  prenant  dt  pour  constante.  Cette  dernière  équation  revient  à 

hêx 
'    et  est  satisfaite  par  y=fc     a^dx(a — x/. 

Pour  transformer  celle-ci  Euler  prend 

—/Pi/  Jy      ^  ,       dr 

ce  qui  lui  donne 

d  tdz 

^•{+  xPdtd[ — bqat'^^dtd{+(qn+^p+q+ 1) i'+ididP 

et  pour  faire  disparoître  les  termes  multipliés  par  d^^  il  fait 

-  La  valeur  de  P  >  qui  résulte  de  cette  équation ,  le  conduit  à  cdle-*cj 

d\-ldi-[(^^^±^^^— 
dont  la  solution  est 

—  f  b^i^ ^/^îir 

l=c  t  .    /*      ^dx(a^xy. 

Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 


p  =  n^      q\xn+  i)*— i=:o,  ou  y  = î^  , 

et         *  =  =fc-"=:dbi(i;2+i), 

q  , 

il  vient  alors 

—7- a. 

^•^_fl*ç/2/2+i        de^O'j  ou  ^•{  — aV^»:[rfr*==0, 

1        — t'  dz f  db— — .i 

OU       î=«     î    /^/"«î     *      »l       dx(a^x)     «f      \ 
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II2J.  La  supposition  At  y^=^Jdx(a^ — Jt*/"'cos*tt^;c  conduit 
aussi  à  une  équation  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  du 
n"".  précédent ,  on  en  déduit 

dV 
du 

--^  =  — {*^(^— i)«*-sin  *«**+^V«'*"**cos*«»a?}(«!— **y-^, 

du 

et  substituant  dans  l'expression  fdx  (  I 1-  jtf -- — h  -^^  )  *  ^n  a  la 

4tt*  du 

fonction 

,      f  AT  cos  bu^'x — bqMn?''^x  «n  bu'^x—bq{q'^\)Lu'^x  sin  btâx  V 

à  laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 
(a* — x^/sinbu^'x  ^  qui  s'évanouit  lorsque  jv  =  o  et  lorsque  :r=tf» 
La  difFérentiatîon  de  cette  dernière ,  et  la  comparaison  du  résultat 
avec  la  précédente ,  donneront 


«"^'         _._  (2^^~f+i)ir^* 


Il  faut  observer  que  Téquation  différentielle 

d^v  dv  d^y         dV 

se  réduit  à        ^ 

du^       -du 

lorsque  l'intégrale  du  second  membre  s^évanouît  à  la  limite  x'ss.a*^ 
ainsi  l'on  aura  seulement  dans  l'exemple  qui  nous  occupe , 

du*^  u  du 

et  y=^fdx(^a^^^x^y^^ZQ/%bu^x. 

Si  l'on  fait  v — ^^^  et  *  =  -,  on  tombe  sur  un  cas  particulier 

»?  f 

très-remarquable ,  savoir  : 

d^y 

Qqq  \ 
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pour  lequel  on  a        y  —fd  x  (  a»—  x^  )    ^i    cos^u^x^ 

rîntégrale  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir  lorsque  Ar=o  et  j:==tf . 
On  a  montré  dans  le  n^  641 ,  que  cette  dernière  équation  diffé- 
rentielle répondoit  à  celle  de  Riccati  ;  on  passe  de  Tune  à  Fautre  en 

fxdu 

&h^ty=zc       ,  d'où  il  résulte 

d{  +  Cdu  +  a^u^^^^du  =  o  , 


i  dy 

y  du~ 


u^-^fxdxCa^^x^)    »^    sin— «^x 


iWi 


— 1 


fdx(à^'^x')     *^    COS— «^X 


les  intégrations  relatives  à  x  s'effectueront  toutes  les  fois  que 


^î 


sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc 


xq 


=1)  on  aura 


2<4- 1 


9  et  il  viendra 


—4^—4 


di  +  i^du+a^u  ^+»  du=iO; 

équation^  qui  comprend  là  seconde  classe  des  cas  d'intégrabilîté  que 
nous  avons  trouvés  dans  le  n*.  5  50.  L'équation  du  second  ordre  et 
sa  solution  sont 


dy+a*u  2^*+»  ydu^:=io; 


— 1 


1 1 14.  Dans  ce  qui  précède  nous  sommes  partis  de  l'intégrale  fVdx\ 
pour  arriver  à  l'équation  différentielle  ^  mais  cette  méthode  est  indi- 
recte, puisque  c'est  toujours  l'équation  qui  est  donnée,  et  qu'on 
cherche  l'expression  de  la  fonction  qu'elle  détermine.  Euler  >  en 
conséquence ,  retourne  son  procédé  ;  il  suppose  que  l'on  ait  le  dé- 
veloppement en  série  de  la  fonction  cherchée  (  n*'.  677  et  suiv*  ), 
et  il  tâche  d'obtenir  la  limite  de  cette  série  au  moyen  d'intégrales 
définies  en  s'aidant  des  procédés  indiqués  dans  les  n"**.  1058  et  suiv. 
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Pour  faire  connoître  la  marche  d'Euler.  nous  commencerons 
avec  lui  par  déterminer  la  somme  de  la  -série 

J+Bs+Cs^+.  • • .  +Ms^''+Ns'+  etc. 

dans  laquelle 

in+k  m+k  3/ï+A:  m-^k 

Il  est  visible  que  cette  série  rentre  dans  celle  qui  a  été  traitée^ 
n"".  1064,  mais  comme  dans  Téquation  de  cet  article ,  nous  n'avons 
point  dégagé  la  somme  de  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  par- 
venus 9  nous  reprendrons  en  entier  ici  les  Calcub  d'£ulér.  Soit  donc 

l  =  A  +  Bs+  C/-f  Ds^ •  +  Ms^'+  Ns^+  etc. 

nous  en  tirerons  de  là      • 

m 

as 

multipliant  cette  équation  par  m ,  la  précédente  par  A ,  et  réunissant 
les  produits  ;  nous  aurons 

msd 


.^+Ap=A^+  {m+h)Bs+{im+h)Cs\ . .  +((i— i)»i+ A)Afj*-i 


ds 

nous  parviendrons  semblablement  à 
^^+ki=U+{n+k)Bs-\'(in+k)Cs*. . .  +((i— i)«+A)Mf*-'. 

as 

et  en  observant  que 

(n+A)i?=A^,(3Ui+it)C=(»i + h)B,».(m + k)N=((i—j)m + A)3f,etc. 

nous  aurons   ^ 

* 

as  \ 

Mais  d'après  l'une  des  équations  ci-dessus  ^  la  partie  qui  suit  le 

terme  JL^,  dans  le  second  membre  de  celle-ci^  est  égale  à  jf -2- — ^Hji 
nous  pouvons  donc  former  l'équatioti 

ds  ds 


494    Ch.  III.  AppLiCÂ TiON  DU  Calcul  intégral 

7ds{k  —  Ai)  kAds 

OU  *    dT'\ -, —  =z=— --=-, 

^        s{n  —  ms)  s{n — ms) 

dont  rintégration  fera  copnoître  s. 

dsCk  —  ks)       kds     (mk  —  nh)ds 
On  a        — ^ ^  = +^—7 ~-; 

k  n  h-^m  k 


en  mtégrant  il  vient  s'^^n-^ms)  ^'^  pour  le  facteur  qui  rend 
intégrable  l'équation  en  {  (  n"".  556  )y  et  au  moyen  duquel  on 
arrive  à 

nh'^mk  k                    k                                   nh-^mk 
' ^ ri  ^ r---I 

(/2 — ms)    ""^     s^i—Jkfs'^       ds^n  —  ms)    '"'»  , 

d'oà  Ton  conclut 

l=Jks    ^{n-^m)    '""    fs"        ds{n  —  ms)     ««  , 

rintégrale  étant  prise  de  manière  à  donner  i=ji ,  lorsque  5=:o, 

Euler  considère  en  particulier  les  cas  où  /7z=o ,  et  /z=o ,  dans 
lesquels  la  valeur  générale  de  {  devient  illusoire ,  et  en  remontant  à 
l'équation  différentielle  ^  il  trouve  pour  le  premier 

hs        k  hsk 

Ak 1 

{  = t^'s     ^Jt     «j'»       dsl 

et  pour  le  second 

m 

n  remarque  encore  que  l'intégration  indiquée  s'efieetue  toutes  les 
fois  que  k  est  un  multiple  de  n. 

1 1 1 5 .  Passons  à  la  série 

'-rf^'+-Bi?'tt+CCV+Z)Z)V +3filfV-»+A^iV'ft*+ctc. 

en  supposant  que 
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Soit 

y=AJ''\'BB'u+CC'u*+DD'i£^ +^MM!i^''+NN'î^+  etc. 

et  considérons  la  série 

î=^+Jîi^:t+C«^'*»+jÔttV+£ttV+  etc. 
en  y  faisant  ux:=s\  nous  aurons  alors  par  le  n*".  précédent 

k  mk-^nh     k  nh^^mk 

Formons  ensuite  Téquation 

FsizfPiilx=/PdxiA+Sux+Cu^x*+Du^x^+  etc.), 

daiis  laquelle  nous  regarderons  la  quantité»  comme  constante ,  et 
nous  chercherons  à  déterminer  la  fonction  P,  de  manière  qu'en  effec- 
tuant les  intégrations  relatives  k  x,Qn  obtienne  la- série  proposée. 
Pour  cela ,  il  ihudra  qii^entre  lés  limites  assignées  à  la  variable  x , 
on  ait 

fPxdx=:—jPdx,  fPx'dx:=S^JPdx  ,  fPx^dx=^J Pdx  ,  ttC. 

car  il  en  résultera 

V=  {JJ'+SB'u+CCu^+Diyu'+  etc.  }  ^fPdx^ 

^w.  .  A'y  _  AfPidx  . 

^^"       y=^7p77--fPdr'^ 

les  intégrales  indiquées  étant  prisés  entre  les  limites  convenables; 
Mais  si  Ton  compare  chacune  des  intégrales //^af^ar,  fPx^dx^  etc. 
à  celle  qui  la  précède ,  on  aiira  oes  relations  : 

B'  C  D' 

fPxdx='--JPdx  ,  fPx^dxt=z—;fPxdx,  fP'x^'dx^—fPx^dx^tiC. 

A  Jo  C 

d'où  Ton  conclura 

or ,  en  observant  que  ces  relations. ne-doi vent  avoir  lieu  qu'aux  li- 
mites des  intégrales ,  on  verra  facilement"  qu'on  peut  supposer  en 
général 
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pourvu  que  la  fonction  x^Q^  s'évanouisse  à  ces  limites.  DifFérentions 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  x^"^^  nous 
aurons  9  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs , 

Cette  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  i ,  se  partage  né- 
cessairement en  deux  autres  qui  sont 

n'Pxdx=m'Pdx^(ldx^  k'Pxdx  =  (  k'-^m' )  Pdx+xd  Q^ 
et  desquelles  on  tire 

0^^  «  ,  xdQ 

n  x——in  K  *"^(  «  —m  j  .g 

divisant  Tune  des  valeurs  de  Pdx  par  l'autre  >  il  vient 

xd  Q     k'x-^m'^h'  d(l_dx(k'x+m''-h') 

'qTx        nx^m'      *  *"*    Q  ""  x(n'x^m')      * 

dO     (h'—m')dxrm'k'^-m'n'—h'n')dx 

ce  qui  donne       -7r-= ; + 77-? rr—i 

*  Q  mx  m  (n  x — m  ) 

W                             k'm'—h'n' 
'  —7—1  ,  , (-Ï 

Qr='«"»         (n'x—m')      ««  Xconsti 

m 

faisant  la  constante  égale  à  l'unité ,  et  substituant  la  valeur  de  Q 
dans  celle  de  Pdx ,  nous  aurons 

Pdxszx'^'       dx(m'—n'x)     "»'« 
Nous  déduirons  de  là 

(in'-^k')fP:^dx  —  ((i^x)m'Jt-U)JP^-'dx 


—  *      «»  (m'^n'x)      'n'a'      ^j 

niais  comme  la  partie  intégrée  doit  s'évanouir  aux  deux  limites  de 

rintégrale ,  il  faudra  prendre  cette  intégrale  depuis  ;t=o,  jusqu'à 

m 

j;  =  -r.  On  aura  alors 
n 

JrX'dxz:^ ~ — ^ fPx^^dx, 

pourvu  que 


9y 


mn 


et 
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et  avec  ces  conditions ,  il  vient 

_  J'fPjdx  _  J'fx"^'        [dxÇm'—n'x)     ^'^ 


'  / 


fx"         dxÇnJ—tix)      ^^ 
en  observant  que 

[r=Jks     "(n — ms)     ^'^    fs^       ds(n — ms)     ^^  ; 

cette  dernière  intégrale  doit  être  prise  de  manière  à  donner  i=ji 
lorsque  {=0 ,  et  il  faut  changer  dans  sa  valeur  s  en  ux  j  puis  re- 
garder u  comme  constant  dans  l'intégration  relative  à  x. 

Il  est  visible  que  l'on  peut  échanger  dans  les  résultats  ci -dessus^  les 
coefficiens  A^  B ^  C ^  etc.  avec  les  coefficiens  A' y  5',  C,  etc.  parce 
que  ceux  de  la  première  suite  sont  de  la  même  forme  que  ceux  de  la 
seconde  ;  il  suit  de  là  que  l'on  peut  obtenir  deux  expressions  de  la 
somme  y  en  y  changeant  m  ^  n^  h  ,  k^tn  m\n\  k.  A',  et  récipro- 
quement. 

Il  est  à  remarquer  que  la  fonction  Q  n*est  introduite  dans  le  calcul 
que  pour  donner  les  limites  des  intégrales  fPdxy  et  que  les  conditions 

A'  k'm'—h'n! 

i  +  — —  i>0,         — — +  I  >o, 

m  mn 

n'étant  pas  remplies  lorsque  i»'=o ,  ou  n'=o ,  il  faut  déterminer  Q 
d'une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs 
de  Pdx  se  réduisent  darts  le  premier  à 


nx 

dO       dx(kx^ 

on  en  tire        -77-  = ri 

Q               nx^ 

A'      *' 

'^\  et  <2  =  «"'^a: «' : 

on  a  dans  le  second  cas 

— /7î 

PJx           "^^ 

^'^'■'-  k'x+m'-h'* 

dQ        (k'x-\-m^h')dx  _ 
Q    "^          — m'x 

k'dx      h'^m'  dx     ^      --Zr   —  —  ' 

—7-+      ^/        ^  ,  Q-«      **"' 
m            m        X 

m 

Jfpmdicc, 

Rrr 

E«    ' 
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1 1 16.  Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  Téquation 
d'après  laquelle  on  peut  développer^  dans  une  série  de  la  forme 

^jt:*+5;t*'*"»+Cjt:*+*'+ZJjc*+3«+  etc. 

«  étant  donné  par  l'équation  du  second  3egré 

A((t  —  T^tf+€tc+/=o,  (  n^  644  )• 
Si  Ton  fait  pour  abréger  *("«— i  J*+flec+gr=A,  on  aura 

S  — ^ 

n(na+(%<t — i  ^4+^^ 

_7î»i  —  (  lu'-'ï  )nb — m — h  ^ 
xn(  %na+(  xa —  i  ^a+c^ 

2?= ^— ^ ' C, 

••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

—  (i —  1  yn''b—(xdL — \)(i —  \)nh  —  ("/>—  i^n  e — h 

Les  facteurs  dû  dénominateur  de  ces  expressions  sont  de  la  forme 
de  ceux  de  la  série  du  n^  précédent  ^  et  le  numérateur  étant  une 
fonction  du  second  degré  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier  > 
par  la  résolution  de  l'équation 

(^i— OV^+^'ict-  i)(i  — i)/ï*  +  (;  — i)/2e+A=o, 
qui  donne 

1^  4  2*         4^»       h 

ce  qu'on  réduit  à 

en  vertu  de  l'équation  d'où  dépend  «t.   Si  pour  abréger ,  on  fait 
V(i  —  tf — 4*g^  =  y,  il  viendra 

<f  oà  il  résultera 


\ 


J 


*   "* 
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Soit  à  présent  a?'=«,  et 

^=JJ'+BB'u  +  CCu'' '+itfitfy-«+JVJW; 

X 

nous  aurons  dans  cette  forme 

ina  +  (  2*—  i)a+  c 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  celles  du  n**.  précédent ,  nous 
montre  qu'il  faut  y  changer 

m  tti  nb^  A  en  7(  let— i)^+  {c  —  {q^ 
'/i  en  —  ;2^,  À:  en  o,  • 
m   tn  nb ^  h!  tn  ^{%tt  —  0^+H  +  îî> 
n'  en  n  a ,  A'  en  (  2  A  —  i  )  tf  +  ^^ 

Nous  chercherons  d'après  ces  dernières  dénominations  l'expression 
de  {;  9  et  pour  éviter  toute  ambigi^té  ^  nous  y  écrirons  /  au  lieu 
de  X ;  nous  aurons  j  =  «^/=::c"r,  et 

Nous  conserverons  dans  l'expression  de  y  les  lettres  m\  n!^  h'  et  A', 
mais  nous  changerons  u  en  x",  et  faisant  attention  que  >"  est  divisé 
par  x%  nous  obtiendrons 


•—1  TT 


_  J'x*ftm'        [dt{  m'—n't ) 

y  ~~  V  Jt'm'— A''-' 


/     I 

ma 


^  m'     b 

les  intégrales  étant  nulles  lorsque  /=o ,  et  terminées  à  /=-y=-  ; 


n 
en  observant  d'ailleurs  les  conditions 

h'  Vm'—Vn' 

i+  — —  i>0,  -TT—  +  i>0, 

m  mn 

(la— i)i+^+f 

dont  la  première  se  réduit  à       .     ■        , • —  >  o  t 

Rrr  2 


-J 


« 
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à  cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i  est  l'unité,  et  la  seconde 


devient 


+  i>o. 


xnab 
Il  est  facile  de  voir  aussi  que  Fintégrale  définie 

ft^       dt^ffi — n't)     '"'*'      peut  être  remplacée  par  une  cons- 
tante arbitraire ,  et  que  Ton  aura  enfin 


h' 


k'm'—h'n' 


—  I 


m'n! 


Le  coefficient  A ,  qui  entre  dans  la  valeur  de  [ ,  étant  arbitraire  ; 
la  dernière  expression  de  y  est  une  intégrale  complète  puisqu'elle 
renferme  les  deux  constantes  -^  et  C  *• 

La  possibilité  d'échanger  entr'elles  les  quantités  n  et  n\  k  et  K^ 
en  prenant 

na  pour  /z,  — nb  pour  n\  (la— i)tf+c  pour  ^,  et  o  pour  Jt% 
conduit  à  une  seconde  solution ,  dans  laquelle  on  a 

la  fonction  {  devant  être  égale  à  A  lorsque  5=0  ^  et 


h' 


— '  1 


m  n 


yz=zCx^ft^         [dtim-^n't) 
rintégrale  relative  à  /  devant  s'évanouir  lorsque  ^  =  0,  et  lors- 
que ^  =  -T-  Les  conditions  de  cette  expression  sont  — r  >  o» 
n  m 

h'  ^  , 

et  I 7-  >  o ,  à  cause  que  k  =0.  La  relation  entre  î  et  5 ,  dé^ 

Hvrée  du  signe  d'intégration,  est 

ds  s[n  —  ms) 

1117.  Ewler  donne  encore  deux  solutions  de  Téquation  différen- 
tielle proposée;  il  les  tire  de  la  série  descendante 

y  =  ««(^+2?;^— +  C*-»"+Z?*-»*+  etc.  ) 
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pour  laquelle  a  est  déterminé  par  l'équation 

€t  («t— •  I  )  b+tte+gzzz  o. 
Faisant        «  (  * —  \)a  +  ac  +fzz=zh^  il  trouve 

n(jib — (2* — 1).'^ — c)      * 

1/2(2/2^ (2flt 1)^—^) 

—  (i— i)*/2*^  +  (i*— i)(i— I  )na  +  (i'^i)nc—h     ,^ 
L'expression  de  N  se  décompose  ainsi  : 

en  posant  V^(tf — ^c)* — /^af=p.    Par   cette  "opération  le  dévelop- 
pement de  y  peut  êtrS  mis  sous  la  forme 

^^AA+BB'u^  CCu^ •  +i»fiMV-* + A^JVV+  etc. 

en  y  changeant  at""  en  « ,  et  prenant 

JV=  — ^ : —  iW, 

^^_    (i— l);;^— l(a^— l)tf^lc  +  l;,   ^^^^ 

//2^  —  (iflt I  )  A— •« 

comparant  ces  valeurs  avec  celles  du  n^.  1 115  ^  nous  verrons  que  les 
lettres  m  y  h ,  nttk  doivent  être  remplacées  par 

na^     — k(iàL — i)a  —  ^c  —  ^/>,     — na  tio^ 
et  les  lettres  m'.  A',  n'  et  k\  par 

En  faisant  j  =  «/  =  ^*""/,  nous  aurons 

h  h 


—  1  TT 

m  rii 


y  =  Cx''ft'^        ldt{m'^n'e) 
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lès  limites  de  l'intégrale  relative  à  t  étant  déterminées  par  la  condi- 
tion qu'à  l'une  et  à  l'autre ,  on  ait 

h'    -  k'm'—h'n' 


./_/ 


+    1 


t^\m'—^n't)    ^^  =0. 

Si  l'on  permute  entr'elles  le^  lettres  analogues ,  en  prenant 

nb  pour  /z,       — na  pour  n' 

—  (  2  «t — i  )  h — t  pour  A ,  et  o  pour  h! y 
l'expression  de  {  se  déduira  de  Téquation  différentielle 

ds  si^n^^ms) 

et  l'on  aura 

y—Cx^ft^'        [dtlm'—n't)      ""'"^      ,      , 

en  observant  qu'aux  deux  limites  de  l'intégrale  relative  à  /^ 

/^'  (  m' —  n!e  )      ^'"^  =  o. 

1 1 18.  Eclaircissons  ce  qui  précède  en  l'appliquant  à  Téquation 
particulière 

x\i—x^)dy^xXl+x^)dxd'yJ^xydx^z=iO-y      . 

en  la  comparant  avec  celle  du  n''.  1116,  nous  aurons 

tf=I,  ^=—1,  C=— I,      «=— I,      /=0,       g=I,      71=1, 

a(flt — i)  —  A  =  o,  d'où  ct  =  0,  «=1  et  ^=±1. 

Avec  ces  données  ,  et  en  ayant  égard  aux  deux  valeurs  dont  «  est 
susceptible,  nous  obtiendrons  par  les  formules  du  h\  cité,  les 
quatre  résultats  suivans 

l  =  {i  +  x^tf"\  ^         y=C/r'^'"V<i+0^^""-.-(i) 
î  =  (i+xV)~''^\      y^Cx^f^^dc^iJ^tf"^' (1) 

Ts^ — 17{^T) '  ^^^^'        î^^Ci  +0     (3) 

i^ '^t:^7) — yy^<^»V^   idt{i+t)    ^  ....(4). 


V 
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Les  valeurs  de  <t  relatives  à  la  série  descendante  du  n^  1 1 17 , 
étant  + 1  et  — i ,  conduisent  de  même  à  ces  quatre  autres  résultats  : 

î =(  1  +  ^)~'*'»         ^=  —  A"  V<i +')■*■* (6), 

Pour  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu'on 
y  peut  désirer ,  il  nouç  reste  à  montrer  comment  les  valeurs  de  y 
satisfont  à  Téquation  proposée.  La  chose  est  très-facile  à  Tégard  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  la  formule 

en  prenant  le  signe  inférieur ,  par  exemple ,  il  vient 
d[  _      xt  ^y  ^rf        ^^^^ 

A^     ^  ^— c  C—Jii—^ - 

d'où  il  résulte     • 

et  l'intégrale  du  second  membre  étant 

i.Cx*\/T 
V^(i +0(1 +*•/)* 


\ 
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s*évanouit  lorsque  /=o ,  et  lorsque  t  est  infini  :  c'est  donc  entre  ces 
limites  que  doit  être  prise  celle  qui  exprime  la  valeur  dey. 

Venons  à  Tune  des  formules  oh  {  n'est  donné  que  par  une  équation 
différentielle  ;  prenons  la  quatrième  :  en  n'ayant  égard  qu^au  signe 
supérieur  ^  nous  aurons  à  traiter  l'équation 

;(  ^5  (14-35) Ads 

^'^      15(1+5)      ^   s{i+sy 

En  la  multipliant  par  5  k  1  +  5 ,  et  l'intégrant ,  nous  en  tirerons 

5îV/T+7=2^/7+7+J?,        [  =  —+ — : ; 

'        sVi+s 

et  en  observant  qu'on  doit  avoir  {=^)  lorsque  5=109  nous  trou- 
verons  -S  =  — i^^,  d'où 

xJ(\/i+5—i)  xA  xA 

sVx^i  '**        txW  x-irtx" 

dx  '~        tx^  k 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  suivantes 


J  Vt(i+t 


0+0 


et  les  résultats  dans  l'équation  proposée ,  nous  obtiendrons 

d*v  dv 


dx*        '  'dx 


^  1 


'(!+/«•) 
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U  second  membre  de  celle-ci  a  pour  intégrale  l'expression 
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jLACx*ViJr  t 


(ï  +  tx'f^/lt 


/"' 


( 


1-0 


(i+tx) 

qui  devient  nulle  lorsque  r  =  —  i ,  et  lorsque  r  =  o  (  ^  )  ;  c'est 
donc  entre  ces  limites  qu'il  faut  prendre  l'intégrale  qui  exprime >^.  En 
y  remplaçant  i  par  sa  valeur ,  elle  prendra  la  forme 


Si  l'on  écrit  — r,  au  lieu  de  /,  on  aura 


t(i-o 


jet  l'intégrale  devra  s'évanouir  lorsque  r=o  et  lorsque  r=T. 

1129.  Laplace  a  montré  le  premier  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies ,  conduisoit  aussi  à  l'intégrale  de  l'équation 
différentielle  partielle 

â+'j;+«5;+,*î=°-;" (^^ 

dans  quelques-uns  des  cas  où  elle  échappe  à  la  méthode  du  n"".  yyi  : 
c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir  ^  en  suivant  à  peu  de  chose  près 
la  marche  qu'il  a  tenue. 
Il  est  visible  que  la  série 

'  +5,4r^;+<7,4r^;+2?.4Y^;+etc. 

prise  dans  le  n"*.  771  pour  la  valeur  de  {,  peut  être  remplacée  par 

celle-ci  : 

Afâu^(tt)-\-Rfittfdu9(u)4'CfdttfdufdHf(u)-^  etc. 
+ AJd  v^v) + B,fd  yfd  v-^v)  +  C,  fdvfdvfdv\(v)  +  etc. 


(*)  Pour  s'en  convaincre  dans  \t  dernier  cas ,  il  suffi  t  de  développer  — — , 

suivrait  les  puissances  i.%u 

Appwiiu^  S  s  s 


V.  « 
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En  réduisant  les  intégrales  doubles ,  triples  ,  etc.  en  intégrales 
simples  au  moyen  des  formules  du  n*.  487 ,  on  changera  la  pre- 
mière partie  en 

C 

{u^fdu  ^(u)'^iufu  d  u  ^(u)^fu^dm(u)  } 


D 


{u^fdu  ^(u)^iu^fu  d  u  f(u)  +  iu/u^d  u  p(u)^fuUu9(u)} 


1.x. 3 
etc. 

maintenant  afin  de  distinguer  les  facteurs  oii  la  variable  u  se  trouve 
hors  du  signe  intégral  de  ceux  oîi  elle  en  e9t  a6Fectée ,  on  écrira  dans 
les  derniers  r  à  la  place  de  1/  ;  on  pourra  après  cela  passer  les 
autres  sous  le  signe/,  en  observant  de  les  regarder  alors  comme 
constans ,  et  on  aura  par  ce  moyen 

B(u^i)      C(u—ty     D(u^ty 

=fdtT(u-i)^(0  , 

T(u — t)  désignant  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  acco- 
lades 9  et  les  intégrales  étant  prises  depuis  t=o  jusqu'à  t^su.  On  trou- 
vera de  même  que  la  seconde  partie  de  la  série  I>roposée  revient  à 


1  I.l  1,2.3 

en  observant  que  les  limites  de  llntégralq  sont  ici  /=ro  et  /=rv; 
on  aura  donc 

l=^fdtT(u^t)p(t)  +  fdtT,(v^i)^(t). 
Pour  déterminer  les  fonctions  T(u-^t)  et  T^Cvr^t),  il  faut 
connoître  d'abord  les  relations  que  les  coeffidens^^  B  y  Cj  etc. 
J^yB^^C^y  etc.  ont  entr'eux-et  qui  s'obtiennent  en  substituant  dans 
l'équation  proposée  ^  au  lieu  de  [  la  série 

^fduf(u)+Bfdufduf(u)+Cfdufdufdu9(u)  + etc. 
+jiJ^v^(v)+BJdyfdv4'Cv)  +  CJdy/dvfdv^(y)+ tic. 


.\^:i\ 
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on  aura  relativement  à  la  fonction  p ,  les  mirantes 


dB 


+P^=o 


„«      ^-^       ^dA      ^dA      ,.  , 
j    •\-PBJr---JrP-r+(^-r+MA==o 
dv  dudv  du  dv 

dC  d^B  dB  dB 

dv  dudv  du  dv 

etc. 

oa  en  trouveroit  de  semblables  entre  JI,,B,^  C. ,  etc.  Si  Ton  pou  voit 
tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefficiens ,  la  question  seroit 
ramenée  à  sommer  les  séries 

^  ^ ^ — I     ■  «■    ■ — I ■ .-j-  etc. 


1.2 


I.2.3 


BXv'—t)     CXy—ty    DXv-'ty 

A,+-^ ^Jr— -^— — -^+  etc. 

I  i.%  i.i.) 

Appliquons  ces  idées  générales  à  différens  cas  particuliers  afin  de 
faire  mieui  conooitre  le  parti  <}i^on  en  peut  tirer  ;  soit  Téquation 


d^r  dr        dx 


Ws 


dans  laquelle  Pi^^^  désignent  des  constantes.  En  traitant  cette 
équation  par  la  méthode  du  t!".  771 9  on  retrouve  à  chaque  trans- 
formation la  condition  /F ^ — /r:=o  ,  et  il  est  par  conséquent  impossible 
d'obtenir  par  ce  moyen  Tint^tale  de  la  proposée  sous  une  forme 
finie  lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie  ;  mais  les  équations 

dA        ^ 

dB        ^     d^A        dA       dA 

dC     '         d^B        dB        dB 

LpÇ,!,  ■•     ,.    Aip lia h/»^=o 

dv  ^^    ^ dudv^^  du  ^^  dv  ^ 
etc. 

qu^oh  obtient  par  la  méthode  précédente  conduisent  facilement  à  une 
série.  En  eflfet ,  la  première  donne  par  rimégration,  A^=ir^U  ^  «  étant 

$ss  1 


>.■ 
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une  fonction  arbitraire  de  «  ;  et  en  la  différentiant  par  rapport  à  »  , 

on  en  tire 

d*A  dA 

— ' —  "H  P        '  •^"  o  » 

dvdu  du 

ce  qui  réduit  la  suivante  à 

âB  dA 

Pour  satisfaire  à  celle-ci  on  fera  B:=r^^li ,  jS  étant  une  fonction 
inconnue  de  v  et  de  u.  La  substitution  des  valeurs  de  B  et  de  ^^ 
donnera  après  des  réductions  évidentes 

diè 

en  se  bornant  à  satisfaire  à  cette  équation ,  on  aura  seulement 

lè  —  (pq  —  m)àLP^ 

et  Ton  déduira  de  là 

dB 

- —  =  ''^  e''^''Ap  (  p  q-^  m  )  y+c'^^A  (  p  q-^  m  ) 

dv 

dB 

^-- — \'mB:=^'-'r^''Av(  pq  —  'n)*+x'^''Aq(pq — m) 
dv 

^B        „        .    ,  ^     d^B   ^     dB  ,  ,  dtt. 

—  +pB=r^^.(pq-m),  j-^p—^r^(pq^n.)- 

valeurs  qui  changeront  l'équation  d'oh  dépend  C^  en 

dC  /dA  \ 

;     ^+pC+e  ^{(pq—m)[^+Aq^^(pq—m)^Av}^0. 

Faisons  d'abord  C=e'''*'>  ;  Téquation  précédente  deviendra  divisible 
par  «"''%  et  nous  aurons 

il  ne  faudra  plus ,  pour  ramener  cette  équation  à  la  forme  des  autres , 

dA  ,  t 

qne  supposer  - — h«ys=:o,  ce  qui  déterminera  la  fonction  arbîr 
traire  «  ,  en  donnant  * = e"^",  puis  il  viendra 

dy 

—^^(pq^m)*AV=zo^  d'où 

1  I,» 
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L'équation  Z>  étant 
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dD 


+pD+ 


d*C 


dC        dC 


se  réduiroit  au  moyen  des  valeurs  de  C y  de  «,  et  en  supposant 
D  —  t-f'S^,  à 

dS-         (ptj^m)^v^ 
dv  .  x.x 


=  0; 


l'on  aurolt  par  conséquent 


D^e-'-J-^lZH^ 


I.1.3  1.1.3 

Il  suit  des  Calculs  ci-dessus  ;  qu'ôâ  fcmployeroit  aussi  à  la  (recherché 
des  coçfficiens  ^^  B ^  Ç^  etc.  que     .  .  : 


{pq^m)v 


^.=« 


.-f«'-f» 


{pi—^)u* 


C^,-^JP9-"nyv^ 


i.x 


et 


3-3 


2j=^-pir«» 


etc. 


i«x.3 


5,=  e-'»-'-^'* 

1        . 

:         I.X 

(pf^myu^ 


etc. 


1.2.3 


\ 


et  que  les  séries  qu'il  faut  sommer  sont   . 

rr=e-''r-w{i+— i -+ ^ ^+ ^^ ^+etc.} 

j.i  1.2. i.i       I.1.3.I.1.3  -' 

T,=e-^^{î+— ^ ^+. — ^ ^+ î^ ^+etc.}  ; 

i.i  1.2. i.i        1.2.3. 1.2.3 

lorsqu'on  fait  pq  —  m -=01. 

Si  nous  désignons  cette  somme  par  y  ^  y  sera  une  fonction  de 

r  (« — r) ,  pour  la  première  sérije ,  et  de  «(v— r) ,  pour  la  seconde^ 

mais  de  la  même  forme  dans  Tun  et  Tautre  cas ,  et  la  fonction  r^'^'^^y 

sera  une  valeur  particulière  de  [.  En  faisant  pour  abr^err(tf — /)=^f 

nous  aurons 

du 


dy  d9 
*  ^^  didu 


dz  ^  dy  dO 

dv  ^  ^V  ^^-'"' 


dUv 
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mais  comme  -—  =  v,  — -  =  «  —  /,il  viendra 

du  dv 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  Téquatioo  proposée  la  changera  en 

les  deux  constantes  qui  entrent  danis  la:  valeur  complète  de  ^  se  dé- 
terminent  p^ir  la  condition  que  j^i=i  et.  -yz^ps — «»>  lorsque  Bsso^ 

dv 

condition  qui  résulte  de  deux  premiers  termes  de  la  série  dont  y  est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  l'expression 
à^y  9  en  y  supposant  9=tt(v — /),  et  prenant  y-,  pour  représenter  ^  ^ 
dans  ce  nourd  état ,  U  valeur  complète  de  i  sera 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  i=o  jusqu'à  r=iff  ^  et  la  se* 
conde  depuis  t=o  jusqu'à  e^s^v. 

Si  Ton  vouloit  s'assurer  que  ce  résultat  sattsfirit  à  Téquation  pro* 
posée ,  il  faudroit  observer  qu^en  général  lorsqu'une  intq^le  Td  t 
doit  être  prise  depuis  e=o  jusqu'à  t=u ,  t  doit  être  coftsidéré  comaiç 
une  fonction  implicite  de  x^  ^  et  que  Ton  doit  avoir  par  conséquent 

d{fTdt)_  d.fTdt      d.fTdt    dt 


du  du  dt       * du^ 


or 


^rdT 

J   du 


lorsque  r=  i  ;  ainsi  en  représentant  par  £^  ce  que  devient  alors  T^ 
on  auroit 


d{fTdt\     fij 


mmmt 


au        J  du 


/^ 


dt^U, 


\  % 
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IT30.  Laplace  applique  encore  »  méthode  à  réquation 


dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n"".  774 ,  on  satisfait  aux 
équations  qui  déterminent  les  coefficiens  j4  ^  B  ^C^  etc.  en  supposant 

B  =aJ{u+vy\  B,=  rf.^,(«  +  v)-', 

<:=^5(«+v)-;,  c,=  ii,BXu+vy\ 

etc.  .  etc. 

et,  fi ,  etc.  a, 9  iS,  y  etc.  étant  des  constantes  telles  que 

etc.  .y  etc.     .. 

Les  termes  généraux  de  ces  suites  seront 

et  Ton  aura 

T  =  («+v)-^tr+— . +-^— r^J  +etc.  } 

T,=  (u+vr{t  +  ^^+^Ç^)\  etc. }. 

•       •      •         .  ,  • 

On  fera  T=(«+v)'''>,  en  coaridétant  j^  comme  uae  fonction  dç  la 


quantité  — ^    que  Toii  repitâiéiitera  par  f,   et  Ton-  obtiehdhi 

réquation  en  y  ^  comme  dans  le  n"".  précédent  9  par  la  substitution 
des  fonctions 

^      dT         dT  d^T  _       ,  ^l        dz  d^r 

^    du  dv  dudv  ^      du'       dv         dudv  ' 

qui  donnera 

ni  —  0)^+{Hq—p-r)+i]^+{pq'-p-'m)y=o....{b). 

Pour  former  T, ,  il  suffira  de  changer  dans  cette  équation  /^  en  y , 
1  tap  etytti  y^i  Ton  aura  Ti=^C«+^^'"!yi  »  ^^^  constantes  des 


\  - 
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expressions  de  y  et  dej^.  se  détermineront ,  comme  précédemment  l 
par  le  moyen  des  deux  premiers  termes  des  séries  T  et  T,  :  enfin 
on  obtiendra 

L'une  des  fonctions  j^  et  j^,  peut  aussi  se  déduire  immédiatement  de 
Tautre  ;  car  l'équation  (b) ,  transformée  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut ,  se  change  en 


f    » 


et  redevient  (b)  lorsqu'on  fait  y^^i — 9/""'j^.  La  détenmnation  des 
constantes  arbitraires  de  j^  ne  change  point  cette  relation ,  car  lorsque 
0=0 ,  on  doit  avoir 

* 

et  les  deyx  dernières  de  ces  valeurs  résultent  aussi  de  l'équation 
j^,=( I  — ^fl  )'~^y ,  quand  on  la  cembine  avec  les  preoûères.  Main* 

tenant  puisque  (  i  —  *)'"*=r  (  i— r)    ^  on  aura 

1131.  n  est  bon  de  remarquer  qûé  l'on  peut  changer  les  Kmt tet 
^des  intégrales.  Si  à  >,  l'od  substitoe'»V  d^ahs  la  premiièn et  vt  dans  la 
^seconde,  et  que  Toii  désigne  par  y  tty".  ce  que  devient  alors  y  ^ 
on  aura 

les  intégrales  devant  être  prises  toutes  deux  entre  les  linûtes 
/=a=o  et  r=i. 

Si  l'on  représente  par  K  et  K,  les  valeurs  des  intégrales  yy^/f(/) 

^^fyi^^4{f)  9  prises  depuis  r=o  jusqu'à  /  infini ,  les  quantités 

K^fydipii)  et  K,-fy,dt4{e)y 

seront  les  valeurs  des  mêmes  intégrales  ,  à  partir  de  e  infini  ;  mettant 
au  lieu  de  r^  dans  la  première ,  u+t'  et  dans  la  seconde^  v+/^* 

désignant 
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désignant  par  V  et  par  F, ,  Ce  que  deviennent  y  et  j^.  ,  on  aura 

fydtp{t)^fy,dt'^{e) 

Les  limites  des  intégrales  du  second  membre  seront  visiblement  t' 
infini  et  e'=  o  ,  lorsque  celles  du  premier  seront  r  =  o  et  /  =  « , 
e^=o  et  r=v;  puis  comprenant  la  quantité  constante  X+  K^ 
dans  les  fonctions  arbitraires  ,  et  changeant  le  signe  des  intégrales , 
on  pourra  y  à  une  expression  de  la  forme 

l—fydi^{t)  +fyrdt^{t) , 

dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises ,  Tune  entre  t=^o  et  t=^u  i 
et  l'autre  entre  /=o  et  r=y ,  substituer  celle-ci 

,dont  les  intégrales  seront  prises  depuis  /  infini  jusqu'à  /:=:0. 

113  2.  Ce  qui  précède  renferme  la  substance  de  ce  que  contient 
le  Mémqlre  de  Laplace^  relativement  à  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  par  des  înt^rales  définies ,  et  se  lie  parfai- 
tement avec  les  travaux  d'Enter  sur  les  équations  différentielles  à  deux 
variables ,  sur- tout  lorsqu'on  rapproche  les  n*\  768  et  1 115.  En  fai- 
sant dépendre  de  l'équation  {b)  la  sommation  des  séries  T  et  T.  ^  et 
réduisant  par-là  l'intégration  à%  l'équation  différentielle  partielle  {a) , 
à  celle  d'une  équation  différentielle  à  deux  variables  ^  Laplace  a 
réellement  ramené  l'intégrale  de  la  première  à  ne  dépendre  unique- 
ment que  des  intégrales  définies ,  toutes  les  fois  que  la  seconde  sera 
susceptible  d'être  traitée  par  la  méthode  d'Euler ,  ou  que  les  séries  T 
et  T,  seront  analogues  à  celle  du  n"".  1115. 

La  méthode  par  laquelle  Parseval  somme  la  suite 
^^'+55'+CC'+  etc.  (  ti\  1067  ),    • 
conduit  aussi  à  un  résultat  semblable  ;  car  il  est  visible  que  la  série 

I  + 1 1 +  etc. 

I.I  J.2.1,1  I.2.3.I.2.3 

à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n**.  1 129  »  étant  mise  sous 
la  forme 

I  -4-  —  + +  - +  etc. 

i.i      i.i.i.z      1.2.3.1.2.3 

Appmdicc.  T 1 1 
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en  faisant  nv{u — r)  =*%  résulte  des  deux  séries 


*         **  flt' 


I  1.2  x.1.3 


I 

rt — 

.3  •  X 


I  + h—  -T+— r-  — +  €^c.  =e    , 


*x       *•     I  *^        I 

—  -t- r+— s 

multipliés  terme  à  terme;  et  on  en  trouvera  par  conséquent  la 
somme  en  substituant   successivement  cos  s  +  V — i  sin  s  et 
C0S5— »  K — isinjy  à  la  place  de  x  dans  la  fonction 


et 


^  <'+i) 


on  aura  par  là 


« 


e+i) 


e 


<"+i) 


co$j+K — isini 

2«  cosi*— >  fiel  y  —  I  COS  ^  $în  / 


t  =r         cofi— K— isinj 


multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'exposant  dans 
la  première  formule  par  cos^— •  y — i  sin  s  ^  et  dans  la  seconde 
par  C0S1+  K  —  isin5,  on  verra  facilement  quelles  se  réduisent 

toutes  deux  à  e  ^  d'où  l'on  conclura  que  la  série 

*•  dL^  a^  I        flflCCOSX 

I  +  — + + +etc.=«/tf  ds. 

rintégrale  étant  prise  depuis  5  =  0  jusqu'à  5  =  cr ,  et  l'on  passera 

I    — ^— ^tt    fi  ot  cos  5 

à    r=-c  ft  ds.     Cette   expression    deviendra    celle 

de  T, ,  lorsqu'on  y  supposera  nuÇv—t)^^\  et  on  aura  enfin 

{  =  -«  {Jft  dsdt^{t) 

IF 


I  ■ 


.  \ 
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1133.  Cest  d'une  manière  analogue  que  Parseval  a  intégré  Téqua* 
tlon  différentielle  partielle  à  quatre  variables  » 


d^T  d^T 

Elle  se  transforme  en  -~  =  4  tf*T— r-  %  lorsqu'on  fait 

dt^       ^    dudv  ^ 

ce  qui  donne 

èl=Il  4.  ^±      il— (il  ^ii^y"^ 

dx      du      dv   *       '  dy     \du       dvJ 
rfx»  i/tf»  "^     dudu       i/y' 


faisant  ensuite  4a*=i^  et  i=jé  +  B (+  Ci*  +  Dt^+Et^^  ^tc 

il  vient 

1.1C+  i.3Z?r+3.4£/»+  4.5;^^'+ etc.=s 

•  d^jj      d^B         d^C  d^D  V 

\dudv     dudv       dudv         dudv  /' 

d'oh  Ton  tire  les  équations 

C= r—  J         /?  = 


i.i  dudv  M  2.3   <^Wv 

l^      d^c\  ^         b'      d^D 

E  = V       ^=== 

3*4  dudv? j  4.5    dudv 

b*      d^E  l  i*      d^F 


5«6   dudv\  6.J   dudv 

etc.  /      etc. 

qui  déterminent  les  quantités  C ,  E^  <?  ^  etc.  au  moyen  At  A  ^ 
D y  F^  H ^  etc.  au  moyen  de  J9,  et  Ton  aura 

**i*     d^A  b^t^         d^A  *V         1^^ 

A'\ — -r — I —  TTTT"' 7"TTrT+  €*C. 

1.1    ^i/^v     1.2.3.4  i/«Vv*      1.1. .  .6  du^dv^ 

î  =  1  A  V      ^5  iV  rf*5  b'i^  d'B 

1.2.3  ^Wv     l«i»»«5  ^'«*^>'*      I.X...7  du^dv^ 

expression  que  Ton  doit  regarder  comme  complète ,  puisque  les 

Ttt  2 
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lettres  J  tt  B  peuvent  représenter  des  fonctions  arbitraires  At  u 

et  V  (*).  Il  est  visible  que  la  seconde  suite  étant  désignée  par  T ,  la 

dT 
première  sera  -j— ,  pourvu  qu'on  y  change  B  en  ^  ;  et  il  suffit 

dt 

par  conséquent  de  trouver  la  somme  de  Tune  de  ces  suites. 

Occupons«nous  de  la  série 

iV      d^B         V^t"         d^B           hU''        SB 
Bt+ -7-7-+ -: — rT+ .  , .  a  +  ^^* 

1.2.3  ^^»^     i.i...  5  du^dy*      i.i. ..ydu'dv^ 

Pour  en  trouver  la  somme  par  le  théorème  du  n"*.  1067 ,  il  £iut 
observer  qu'elle  résulte  du  produit  des  suivantes  »  mulupliées  terme 


à  terme 


^i?  ,  , ,        d^B 
Bes-^'—ri'i^s^+  - — — 

dudy  d  u^d  V* 


iVi^ 


I 
s 


T-+ 


1.2.3^      1.2.3. 4*  55* 


—  etc. 


La  seconde  est  le  développement  de  sîn  -  ;  et  si  Ton  différentie  la 
première  par  rapport  à  «  et  à  v  successivement  ^  en  la  représentant 


NMi«i 


(*)  L'artifice  employé  ci- dessus  ^  pour  transformer  l'équation  proposée ,  qui  ex- 
prime les  conditions  du  son ,  lorsque  Ton  ne  donne  que  deux  dimensions  à  l'air ,  et 
celles  des  vibrations  d*une  sur£ice  plane ,  est  analogue  à  celui  du  n®.  769. 
.    II  est  bon  de  remarquer  que  dans  sa  Mécanique  analytique ,  Lagrange  a  donné 

sous  la  forme 

î=-rf+B/+  C/*+D/»+etc. 

l'intégrale  complète  de  l'équation 


dt 


dx' 


qui  se  rapporte  au  mouvement  des  fluides.  Les  relations  des  quantités  A^  B^  C,  D,  etc. 
qui  représentent  des  fonctions  de  x  et  de  y ,  s'obtiennent  facilement  par  U  substitu- 
tion de  la  valeur  de  { >  et  Lagrange  trouve 

^        '      1       \dx*        dy*  J  i.a        VTx»     *^</v»  /1.2.1 


dy^  /  i.a       \dx*     '  dy 


3 


le$  fonctions  ÀttB  restent  arbitraires  f  Méc.  analjrt.  page  474  }. 
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par  Tj  on  reconnoîtra  qu'elle  dépend  de  i'équatîon 

d^T         i   '  B 

dans  laquelle  t^stîB  sont  regardés  comme  constantes  ;  on  en  auroit 
donc  la  somme  si  Ton  pouyoit  intégrer  cStte  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  les  trois  variables  T,  u  et  v ,  ou  du  moins  y  satisfaire  ; 
mais  en  faisant  pour  abréger 

1     1    

on  verra  facilement  que  l'expression 

T=p  {fdufBdy^Kpdu^f'Bdy^+K^pdu^PBdv^^ttc.  }  , 
donnant 

d^T 

——  =pB^p  KfdufB  d  v+p  K^fdu^pB  d  V»—  etc. 

dudv 

vérifie  Téquation  ci-dessus. 

Un  calcul  semblable  à  celui  du  n"*.  1 1 19  ramènera  les  intégrales  de 
la  forme  J^di^f^Bdv'^  à  ne  dépendre  que  defdu/Bdv.  En  n'ayant 
d'abord  égard  qu'à  r ,  et  remplaçant  B  par  -^(u,  v) ,  on  trouvera 

r-^C u,v )dy-=.  ri'^y ^^  A(u,y )dy , 

m 

pourvu  qu  après  l'intégration  da  second  membre  on  fasse  ^2=  v  ^  et 
on  aura 

f^du-j^^(u,v)dv^:=^f^du^  f^Z:2^^(u,y)dyi 

puis  en  observant  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  des  intégrations  ^ 
le  second  membre  de  cette  équation  deviendra 


/r 


f"    yTdy  f^(u,y)du' 


I.2«x«...««  /7# 


/m  /'^ ^  J» 
^-Cx^y  )dxi 
1  •  2«  •  «172 

la  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  :r=so,  jusquà  x^=iu:  on 
aura  donc  enfin 


•     r 
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r  r  fu—x  T(v — V  )■" 

T=pffMx,y)dxdy[i — + ^7^7^^— 

— +  CtCt  )• 

La  série  comprise  entre  les  accolades  se  transforme  en 

I 1 h  etc. 

I.l         I.2.I.2         I.2.3.I.2.3 


lorsquon  y  fait   k  x(tf — x)(v— ^)=:€t  et  dépend  des  suivantes 


l  +  —+- + +  ttC.  =  c 

l  1.2  1.2.3 

1 
— *  — 

\  A*  et'  * 

T + 1 3-  +  etc.  =  c         J 

on  en  obtiendra  donc  la  somme ,  en  substituant  à  x  les  expressions 

cos  r  +  K  —  I  sînr,  et  cos  r —  Y — i  sinr.  Un  calcul    absolument 
semblable  à  celui  du  n**.  précédent  donnera  pour  cette  somme 

ou  fdr cos  (  2  y><{u — x)  (v— y). sin  r ) , 

et  Ton  conclura  de  là  que 


—  /  (  «  +«  )flr=-/</rC0S(2€eSmr), 


T===Wy    |V^cos(2/a(«— x)(v— j.).sî^         4  ("*,J^)^^^y  , 

où  il  faut  se  rappeler  que  l'intégrale  relative  à  r  doit  être  prise 
depuis  r=o  jusqu'à  r=T  y  tandis  que  celles  qui  se  rapportent  k  x  tly 
ont  respectivement  pour  limites  ji:=o  et  ar=w ,  j^=o  et  ^=v. 

Pour  achever  la  sommation  que  nous  nous  sommes  proposée  ,  il 
nous  reste  à  remettre  dans  la  valeur  de  T  celles  de  x  et  de  /^ ,  qui 

sont   -— -;  et  — —  ,  et  à  combmer  le  résultat  précédent  avec  Tex- 
b  t  s  o  es 

pression  sin-^  en  mettant  dans  Tun  et  dans  l'autre 

cos  J  +  *^— I  sin  q  et  cos  j^  —  /— i  sin  q ,  au  lieu  de  j  (  n*.  1067  ). 
Xes  détails  de  ^es  calculs  étant  assez  compliqués ,  nous  les  suppri* 
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serons  ;  et  désignant  par  les  lettres  Q  et  Q',  ce  que  devient  après 
ces  substîtutlons  le  produit  des  fonctions 

pfd r cos ( 2  V/ h{u^x) {y— y) . sin r)    et  sin-^. 


nous  aurons 


Bi+ 


+  etc. 


^ffkf- 


Q^Q' 


'dq'{{x^y)dxdy^ 


dudv    1.1.3 

l'intégrale  relative  à  q  étant  prise  depuis  y =0  jusqu'à  f =cr.  Mettant 
dans  cette  dernière  expression  ^{x^y^  au  lieu  de  4(*,y),  pour  y 
tenir  la  place  de  ^ ,  et  difFérentiant  par  rapport  à  /  ,  il  viendra 


,      d^A  *V 
-^+  7-3 +ctc.= 

dîidv  1.2 

et  enfin 


''\JJi;^f~-'i^^-*y)'^^'y]* 


dt 


^ip(x9y)dx 


dy] 


dt 

Il  est  aisé  de  voir  que  chacun  des  termes  de  ce  résultat  renferme     - 
implicitement  quatre  intégrations  successives.  Nous  donnerons  plus 
bas  une  autre  manière  de  satisfaire ,  avec  des  int^rales  définies  ^  à 
l'équation 

d^  \dii^     dy^/ 

II 34.   Dans  le  Mémoire  cité  au   n\  1109,  Laplace,   aprè$ 
avoir  obtenu  des  séries  qui  donnent  les  valeurs  approchées  des        PP^cation  es 
intégrales  dans  lesquelles  entrent  comme  exposans  des  nombres  très-      j,  ' 

grands ,  développe  une  méthode  pour  ramener  à  des  intégrales  définies  fîntégration  ^des 
les  fonctions  déterminées  par  des  équations  aux  di£fërences.  Voici  ^/P^^ons  aux  djt 

„        .     .  2 1.    -I  fércnccs  et  difiih 

lespnt  de  cette  méthode.  ftmîellei. 

Soit  l'équation  du  premier  degré  et  d'un  ordre  quelconque  aux 
différences 

X=Ay,+BAy,+  CAy,+  etc (i)  , 

dao$  laquelle  ^,  B^  C ^  etc.  représentent  des  fonctions  rationnelles 
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et  entières  de  là  variable  x ,  et  peuvent  être  mis  par  conséquent  sous 

Tune  ou  l'autre  de  ces  formes  (  n*.  903  )  : 

1  3 

1  a 

B=ib  +b^X'\-  *.x* + etc.  B—b + b,  [x]  +  bj^jc] + etc. 

Dans  le  premier  cas  on  fera  y=ifr^'vdu\  on  supposera  que  les 
limites  de  Tintégrale  soient  indépendantes  de  x^  v  étant  une  fonction 
de  u  seul ,  et  il  en  résultera 

Aj^x=/«"''*'( ^■"'*—  i)vdu^        A>.=/«-'*'( r«~ I yvdu ,  etc. 
Si ,  pour  abréger ,  on  fait  «"**'=  * ,  on  aura 

ddL  ,        d^A  .        ,  d^A 

et  substituant  dans  Téquation  (i)  ces  expressions ,  ûnsi  que  les  pré- 
cédentes ,  on  obtiendra 

«(tf  +  A(«-''-.i)+f  (r''--ï)»+etc.  ) 
1—  -JL(tf.+*,(«-»— i)+c.(«-''— i)*+eic.  )| 

]        au 

X=^fvdu\      ^.^ 

1+  ^^.+*.(«""'*— x)+^.(^-'*— i)*+ctc.)| 

—  etc. 

Dans  le  second  cas ,  oii  fera  y'=ifu'y  du ,  «'=  «;  on  aura  par 
conséquent 

Ay,=fA{u—i)ydu^        A*y,=/ct(if — lYvdu^  etc. 
*  deL         ^  2:  d^A 

«(a  +  *  (a— i)  +  e  («— 1)«+  etc.  ) 
+«-5~(«.+*,(«— i)+<.(«~i)*+  etc.)| 

etc. 
Ce  résultat  et  le  précédent  sont  compris  dans  la  formule 
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M  y  N ,  P  f  Q ,  etc.  étant  des  fonctions  de  «  seul.  Comme  ce  n'est 
que  dans  «  que  se  trouve  la  variable  x ,  on  peut  la  faire  sortir  entiè- 
rement du  signe/en  intégrant  par  parties  (  n".  361  ) ,  et  l'on  aura 

+  const.+  *{Nv \ — -+    \  .  '  —  etc.  } 

du  du 

{Pf  — -i^+etc.} 


du  du 

dû 

^_ — {  Qv— etc.  } 
du'  *-^  ' 

'+  etc. 

Maintenant  puisque  la  fonction  v  est  indépendante  de  « ,  il  faut  que 
la  partie  soumise  au  signe  d'intégration  dans  l'équation  ci-dessus, 
soit  nulle  par  elle-même ,  ce  qui  fournit  l'équation 

d(Nv)     d^(Pv)      d'(Qv) 

pour  déterminer  la  fonction  r  ;  et  il  restera  ensuite  à  satisfaire  à 
l'équation 

X=zconst,+  »  {Nv ^ — -+    j\  '^  — etc.  }..... .(3) 

d*  ,  „       d(Qv)  ,         , 

+-j-{i»v ^^+etc.} 

au  du 

+  etc. 

qui  fera  connoître  les  limites  de  l'intégrale /«  vdu: 

Il  est  à  remarquer  que  l'équation  (i)  est  précisément  celle  qni  ex^ 
prime  les  conditions  d'int^abilité  de  la  fonction  différentielle 

,^„(3f*+ivg  +  i»g.+  Q^  +  etc.>î 

V  peut  donc  être  regardé  comme  le  facteur  qui  rend  intégrable 
riquation  "  ^  ^  , 

Aprmàku  Vvv 


r 


I 


I 


522     Ch.  III.  Application  du  Calcul  intégral 

de  l'ordre  immédiatement  inférieur  à  celui  de  Téquation  (i)  ;  et  il  est 
facile  de  voir  que  l'ordre  de  celle-ci  dépend  du  degré  oii  montent  les 
puissances  de  x  dans  les  coefficiens  de  la  proposée  (i). 

Pour  montrer  comment  on  doit  employer  l'équation  (3) ,  nous 
supposerons  d'abord  que  l'on  ait  X=o  ;  et  supprimant  la  constante  , 
il  faudra  que  ce  qui  reste  de  l'équation  s'évanouisse  ,  lorsqu'on  y 
substitue  pour  u  les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  Hnté- 
grale  favâu.  On  remplit  une  fois  cette  condition  en  donnant  à  u 
une  valeur  qui  fasse  évanouir  en  même  tems  les  quantités 

savoir  :  u  infini  lorsqu'on  prend  a  =  «"•*%  et  «=o  quand  *=»*; 
mais  c'est  au  moyen  des  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  V  9  que  l'on  obtient  la  seconde  limite ,  en  déterminant 
ces  constantes ,  de  manière  que  chaque  ligne  de  l'équation  (  3  ) 
s'évanouisse  d'elle-même:  on  obtient  ainsi  un  nombre  d'équations 

^(Pr).^(Qv) 

Nv ; + ;-— -  —  etCf  =  O 

au  au^ 

Pv i-^^— :  +  etc.  =  o 

du 

Q    — etc.  =  o 

etc. 

égal  à  celui  des  constantes.  On  éliminera  toutes  ces  constantes ,  à 
l'exception  d'une  seule  ;  les  valeurs  deu^  tirées  de  l'équation  finale  y 
seront  autant  de  limites  de  l'intégrale /ce v</ m:  on  les  introduira 
dans  les  expressions  des  autres  constantes  ,  et  on  en  déduira  un  pareil 
nombre  de  valeurs  de  y ,  que  nous  représenterons  p  ar  v\  v\  v*',  etc. 
Par  ce  moyen  on  aura  successivement  les  expressions 

y  =fa v'du ,       y  :=fttv''du  ,       JK=/*  v'Vtf  +  Ctc. 

qui  satisferont  à  la  proposée ,  et  comme  elle  tst  du  premier  degré 
par  rapport  à  la  fonction  j<  et  à  ses  coefiiciens  différentiels ,  on 
pourra  faire 

y  =A'fA  v'du  +A"fa  v'du  ^A^'/cl  v"du  +  etc. 

A'^  A'j  A"',  etc.  étant  des  constantes  arbitraires  ^  et  toutes  les  inté» 
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grales  ayant  pour  une  de  leurs  limites  'la  valeur  qui  rend  et  et  ses 
coefficiens  difFérentiels  nuls ,  et  pour  Tautre  les  diverses  valeurs  de  u 
déterminées  d'après  ce  qui  précède. 

On  sent  qu'il  y  auroit.lieu  à  des  discussions  délicates  et  né- 
cessaires sur  la  possibilité  de  déterminer  u^  sur  le  nombre  et  la 
nature  de  ses  valeurs,  circonstances  desquelles  dépend  le  succès  de  la 
méthode  et  la  généralité  des  résultats  ;  mais  on  ne  peut  ici  que 
les  indiquer  comme  objet  de  recherches. 

Lorsque  A*  n'est  pas  nul ,  il  faut  premièrement  que  cette  fonction 
puisse  être  ramenée  à  la  forme  que  prend  le  second  membre  de 
Téquation  (3)  après  la  substitution  de  l'expression  complète  de  v , 
afin  qu'en  comparant  de  part  et  d'autre  les  termes  semblables  par 
rapport  à  x,  on  puisse  obtenir  des  équations  qui  ne  renferment 
que  u  et  les  constantes  arbitraires  introduites  par  l'expression  de  v. 
C'est  par  ces  équations  qu'on  déterminera  comme  ci*dessus  les  limites 
de  l'intégrale /«v^tf  ;  mais  on  ne  pourra  pas  dans  le  cas  actuel 
multiplier  chacune  des  valeurs  particulières  de  y  par  une  constante 
arbitraire ,  et  Laplace  propose  en  conséquence  d'ajouter  à  la  somme 
de  ces  valeurs  Texpression  de  j^,  dans  le  cas  oh  x=o  ,  ce  qui  satis- 
fait évidemment  à  l'équation  proposée,  puisque  cette  partie  fait 
•évanouir  par  lui-niême  le  second  membre  de  l'équation  (3). 

Il  est  visible  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  donner  à 
l'expression  de  y  une  forme  telle  que  l'on  puisse ,  après  la  substi- 
tution dans  l'équation  proposée ,  rendre  entièrement  indépendante 
de  X  la  partie  qui  demeure  soumise  au  signe  dlntégration  ;  elle 
peut  s'appliquer  à  un  système  d'équations  du  premier  degré  aux 
différences ,  entre  un  nombre  quelconque  de  variables ,  et  en  ramène 
l'intégration  à  celle  d'un  système  d'équations  différentielles  du 
premier  degré  ,  mais  cette  dernière  est  le  plus  souvent  sujette  à 
des  difficultés  aussi  grandes  que  celle  du  système  proposé, 

1135.  Lorsqu'on  n'a  qu'une  seule  équation  du  premier  degré  aux 
différences  9  l'ordre  de  l'équation  (i)  dépendant  du  plus  haut  ex- 
posant de  la  variable  Xj  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  guères  résoudre 
généralement  que  celles  oh  cette  variable  ne  passe  pas  le  premier 
degré,  et  que  l'on  peut  représenter  par 

y^xT:=a^ 

I  V  V  V  X 
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y  eiT  étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  y^  et  de  ses  diffé- 
rences. La  supposition  de  y=^favdu ,  conduit  alors  à  des  résultats 
de  la  forme 

My ^ — '  =  o ,        consi.  +  aNv  =  o; 

du 

I du 

A'         ^ 

le  premier  donne  v  =  —  r  ^  y/  étant  une  constante  arK- 

traire ,  et  le  second  conduit  aux  limites  de  l'intégrale. 
Prenons  pour  exemple  l'équation  du  premier  ordre 

En  y  supposant  y^'=.fifv  du  y  ou  <* = m*  ,  on  obtiendra 

y{  I— i»)  — — i- — ^  =  0 

du 

vn'^'so, 

d'oïl  l'on  déduira  v=^'e""*,  puis  l'on  aura^'i^'e"^=Oi  ce  qui 
peut  arriver  de  deux  manières ,  i"".  lorsque  21  =  0  ,  i*".  lorsque  u  est 
infini  ;  on  aura  donc  y^'=AfC'^vl'du  p  l'intégrale  étant  prise  de- 
puis tf  =  o  jusqu'à  u  infini 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n*.  x  1 10  v 
car  l'intégrale  de  l'équation  y,^^ —  (  x  +  i  )>'»=  o ,  est 

» 
y,=Alx']  (  n%  972  ). 

1 136.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  convient  aussi  aux> 
équations  différentielles  :  Laplace  le  montre  sur  l'équation  très- 
générale, , 

dx  dx* 

+(^"+*"^)^:  +  etc. 

La  supposirion  de  ^,=/ot  v</« ,  et  de  *=<-»*,  conduit  dans  ce  cas  à 

*  (  tf  —  «'«+<i  V~  af"u^+  etc.  ) 
A-'-^-ffC^^^'^+^V-etc.)     ^=°' 


.il 


donne 
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et  l'intégration  par  parties  fournit  les  deux  équations 

f  /    .    ir  .       M^  1      i/.v(*— *'w+*V— etc.) 

V  {  tf  — fl'z^+a'«*— a'V+  etc.}+ i^ ^ ^=o 

du 

r^v  {b—b'u+ b'^u^-^  etc.  )  =  o  ; 
la  première  étant  de  la  forme 

,^     d.vN  Mdu     Ndv+vdN 

VM+— =  0,   ou    — r; 1 ~ =  0, 

du  '  N  Nv 

f^  Mdu 

^    rudu       .  ^  ^    N     I 

NvJ—j^=J'^  ou  v  =  ^.  — ; 

l'équation  des  limites  revient  à  r^vNz=zo  :  elle  est  satisfaite  lorsque  u 
est  infini ,  et  par  toutes  les  valeurs  de  u ,  qui  font  évanouir  la 
fonction  N,  ou  qui  sont  les  racines  de  Téquation 

b-^b'u  +  Vu^'-^  etc.  =  o  ; 

ces  valeurs  étant  désignées  par  m\  m'\  etc.  on  aura 

y  =A'fitvdu+jiY^ydu+jyAvdu+ etc. 

en  observant  de  prendre  la  première  intégrale ,  depuis  u=zn/, 
)usqu  à  u  infini ,  la  seconde  »  depuis  z^  =  /ti^^  jusqu'à  u  infini ,  et 
ainsi  de  suite. 

II 37.  Si  Ton  représente  par 

Sx+Ty  +  F=zOy 

une  équation  dans  laquelle  S^  T ^  V^  soient  des  fonctions  du 
premier  degré  par  rapport  à  {, , ,  et  à  ses  différences  partielles  ^  ou 
à  ses  différentielles  partielles,  et  qu'on  y  {a&%t  i^^y=»ffvSfvdt ^ 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

/rWvrfr  {M  +  JV«  +  Py  }  =0, 

M,  N ,  P  ^  ne  contenant  que  les  variables  e  et  u.  Pour  lui  donner 

la  forme  fvdil  M'a  +  -^' ^  j  >  il  faut  regarder  «  et  v  comme  des 
fonctions  de  t,  et  observer  que 


I 
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X     P  Y        X     y  ii  ii 

faisant  alors  /'tt^=«,,  et  posant  "+T7"  =  — I T  » 

P       du  du     Pdt 

c'est-à-dire,  -—=—-,  d'où  il  suit  — =— — ,  on  aura 

Ht     udt  u        Ht 


fydtX  Mft'\'  ^^t\  —  ^* 


En  intégrant  par  parties ,  on  obtiendra 

dt 

L'expression  de  v ,  tirée  de  la  première  de  ces  équations  ^  ne  con- 
tenant point  de  fonction  arbitraire ,  ne  donnera  qu^une  valeur  parti- 
culière  de  la  fonction  [  ;  mais  on  peut  y  introduire  une  fonction  ar*- 
bitraire  de  la  constante  que  doit  renfermer  l'expression  de  u  tirée  de 

du     Pdt 
l'équation  différentielle  — =-77-'  %  et  pour  cela  il  faudra ,  en  dé- 

^  u       Nt  .       ■ 

signant  cette  constante  par  «,  supposer  ['=:fft'i^v^{»)ded€f. 
n  est  facile  de  s'assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à  l'équation 
proposée  ;  les  limites  de  l'intégration  relative  à  »  n'étant  assujetties 
qu'à  la  seule  condition  d'être  indépendantes  des  variables  x  et  y. 
Celles  de  l'intégration  relative  à  t  doivent  se  déduir.e  de  l'équa- 
tion Ntvtt  =  o  y  et  chacune  des  valeurs  de  r  en  2^  donnera  pour 
l'expressioo  de  {  un  terme  dans  lequel  on  pourra  mettre  une  fonction 
arbitraire  distincte  de  celles  qui  entrent  dans  les  autres. 

1138.  Ces  recherches  présentent  un  moyen  trèsi^simple  et  très^ 
remarquable  de  satisfaire  aux  équations  différentielles  partielles  à 
coefficiens  constans  ;  il  suffit  pour  cela ,  si  la  fonction  [  ne  dépend 
que  de  deux  variables ,  de  prendre  [=^fn'pf9{p)  dp ^  9{p)  dési- 
gnant une  fonction  arbitraire.  En  effet ,  on  a 

•_i-  =fn'py\  n^{p)dp,         ^  =fn'py\p  p  (pj  dp  ,      ' 


» 
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en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquatlon 

dx*         dxdy  dy^  dx         dy 

elle  deviendra 

et  sera  satisfaite  si 

A{\ny'\'B{\n){\p)^C{\py+E\nJ^F\p  +  G=p. 

On  tirera  généralement  de  celle*ci  deux  valeurs  del/z;'si  on  les 
désigne  par  \P  et  \f',  on  aura 

{=/PY9{p)dp+fF'pT^{p)dpi 

les  limites  de  p  doivent  être  indépendantes  de  x  et  dé  ^ ,  mais  sont 
d*ailleurs  arbitraires. 

Il  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s'appliquer  à  toutes  les 
équations  du  premier  degré  de  quelqu'ordre  qu'elles  soient  ;  pourvu 
qu'elles  n'ayent  point  de  terme  indépendant  de  {,  ou  de  ses  coefEciens 
différentiels.  Une  modification  facile  à  trouver ,  suffit  pour  le  rendre 
applicable  aux  équations  du  même  genre  qui  contiennent  plus  de  trois 
variables  ;  nous  prendrons  pour  exemple  l'équation 

et  nous  y  satisferons  au  moyen  de  l'expression 

l^=:ffm'n'pyf  {n^p)dndp ^ 
qui  donne 

^=ffm^n'p^(,\my^{n,p)dndp 

.^  =-ff'n'n'K  l/')'*  («,/')  dndp  , 
et  conduit  par  conséquent  à 

Nous  déteroûnerons  m  en  posant 

(l«)*=a«(l«)»+(l/»'). 


S- 
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d'où  il  suit 

et  nous  conclurons  de  là 

Ces  solutions  beaucoup  plus  faciles  à  obtenir  que  celle  du  n*.  1x3}  i 
paroissent  aussi  plus  simples  à  beaucoup  d'égards  :  ce  seroit  une 
chose  importante  que  de  discuter  leur  généralité  comparativement  à 
celle  des  autres ,  et  même  à  celle  des  intégrales  exprimées  immédia- 
tement par  les  variables  de  l'équation  ;  mais ,  comme  nous  l'avons 
remarqué,  n"".  761  ,  765  ^  il  reste  encore  bien  des  difficultés  à 
éclaircir  dans  la  Théorie  des  équations  différentielles  partielles. 

1 139.  On  aura  aussi  par  des  intégrales  définies  les  différences  ^  les 
différentielles  et  les  intégrales  de  toute  fonction ,  qui  dépendra 
d'équations  ^  soit  aux  différences  ,  soit  différentielles ,  intégrables  par 
les  méthodes  précédentes  ;  car  cette  fonction  étant  exprimée  par  des 
terme  de  la  forme  A'fu'y du,  om  A'fr^'v du , 
on  aura 

OU  bien  ^^ 

^^  =  (—  I  yj'fr'^u^du ,     Ay,=J'fr^'ydu(r*^iyi 

les  intégrales  fy^dx*^  et  ^y^,,  se  déduiront  de  ces  formules  en 
rendant  négatif  l'exposant  n. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction  — ,  qui  est  l'intégrale 

dy 
de  l'équation  ^  J"  +  ^^  ~  ®* 

Cette  équation  étant  traitée  comme  celle  du  n"".  précéd.  on  en  tire 

d.yu 

my"^ — =0,       Auy:=o, 

du 
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d'où         vz=A'i^\  jr=~=^/«-^«r-<f«, 

et  les  limites  de  Tîntégrale  seront  u=zo  et  u  infiai,  La  constante 
devant  être  telle  que  la  fonction  se  réduise  à  =;=:i ,  lorsque  jc=I| 
et  l'intégrale  définie  derenant  zlors  jr^u'^'du,  il  en  résulte 

L'expression  que  nous  venons  d'obtemr  peut  être  employée  à 
trouver  les  différences ,  les  différentielles  et  les  intégrales  à  indica 

fractionnaires  de  la  fonction  —  (  n*.  1074  )  ;  on  en  tire 

I      fiT'^r'^i  u  (  #-»~  I  )» 

A* 5s  *  ^ —  r,  • 

jc-  fuT-'r^du 

en  y  changeant  le  signe  de  m  ^  on  aura  a*.x*.  Lapface  sTest  pardcu- 
lièrement  attaché  à  déterminer  ces  fonctions  par  des  séries  conver« 
gentes,  et  il  a  donné  sur  cela  des  détails  oii  l'on  ne  sauroit  entrer  ici» 


\ 
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C  H  A  P  I  T  R  E    I  V. 

Des    c(juaîions'   aux   Différences    mêlées. 
Théorie  analy-  1140.  ^  OU  S  avons   montré' suffisamment   dans  ce  qui  précède 

tique    des   équa-  .  .  ,    , 

tions  aux  difEi-  que  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  aux  différences  pouvoient 
renccs  mêlées.  s'appliquer  l'un  à  Tautre  ;  mais  nous  1  n'avons  considéré  qu'iso- 
lément les  questions  où  il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  par 
la  connoissance  de  ses  relations  avec  ses  coefficiens  différentiels , 
ou  avec  ses  différences.  Pour  compléter  le  tableau  des  divers  points 
de  vue ,  sous  lesquels  on  peut  être  conduit  à  la  recherche  d'une 
fonction  au  moyen  des  circonstances  que  présentent  les  chan- 
gemens  dont  elle  est  susceptible ,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas 
où  la  condition  qui  doit  la  déterminer  mène  à  une  équation  con- 
tenant en  même  tems  des  coefficiens  différentiels  et  des  diffé- 
rences, et  que  nous  appellerons  équation  aux  diffinncts  mêlées^ 
Ce  genre  d'équations,  dont  Condorcet  et  Laplace  se  sont  oc-» 
cupés  les  premiers ,  n'est  pas  une  sjmple  combinaison  de  formules 
analytiques ,  il  répond  dans  la  Théorie  des  courbes  à  des  ques- 
tions aussi  difficiles  que  variées ,  et  quelques-unes  de  ces  questions 
s'étoient  déjà  offertes  aux  Géomètres  dès  l'origine  du  Calcul  diffé- 
rentiel et  du  Calcul  intégral. 

dy 

L'équatioQ         a—  +  bày+cy=:0 

est  une  des  plus  simples  de  celles  qu'on  tpeut  se  proposer  entre  les 
coefficiens  différentiels  et  les  différences  ;  elle  n'est  que  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre ,  tant  par  rapport  au  coefficient  différen- 
tiel ,  qu'à  l'égard  de  la  fonction  et  de  la  différence.  Si  Ton  sup- 
pose A X  =  I ,  on  y  pourra  faire  y^zCc"^' :  elle  se  changera  en 
am  +  t{  «" —  i)  +  c  =  o;  et  toute  détermination  de  m  qui  satisfera 
à  cette  dernière  équation ,  donnera  une  valeur  de  y  renfermant  une 
constante  arbitraire. 
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On  satisferoit  encore  par  la  supposition  de  yzzzCc"^*^  à  l'équation 

a—^  +  b  —  +cày+fy=iO^ 
dx  dx 

d  /iy 

<jui  difïère  de  la  précédente  par  le  terme  a  - — ,  dans  lequel  les  ca- 
ractéristiques ^  et  A  se  trouvent  combinées  ;  on  auroit  dans  l'hypo- 
thèse  établie 

^  =  Ce^m ,         hy  =C  «"*(«•—  I  )  ,         -~  =  Ce^m  (  e~— 1), 

dx  dx 

et  pour  déterminer  m ,  on  trouveroit  Téquation 

am{  e"*—  i  )  +  *  m  +  c  (  <" —  i  )  +  /=  o. 

A  ne  considérer  que  les  équations  qui  déterminent  m  ,  on  ne 
soupçonneroit  pas  que  les  deux  équations  aux  différences  mêlées ,  que 
nous  venons  de  rapporter,  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 
de  la  même  généralité;  mais  si  l'on  fait  attention  que  la  seconde 
contient  des  termes  affectés  en  même  tems  des  deux  caractéristiques  d 
et  A ,  il  sera  facile  de  reconnoître  que  tandis  que  la  première  peut 
être  envisagée  comme  le  résultat  de  l'élimination  de  deux  cons- 
tantes arbitraires  entre  trois  équations  de  la  forme 

y=:0,  dy  =  0,  LVzHO ^ (l), 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

^  =  0,       dr=zo,      Ay=zo^      dA'y  =  o ••.(!), 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités. 

Le  dernier  système  d'équations  offre  aussi  la  possibilité  d'éliminer 
entre  les  équations  ^:=o  et  aF=zo^  une  fonctipn  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
(  n"".  998  )  ;  nommant  f^=o  le  résultat ,  on  aura  encore  à  éliminer 
une  constante  entre  les  équations 

r=o.         Jr=o (3). 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  cette  dernière  génération,  sont 
toujours  telles  qu'en  y  regardant  Ay  comme  une  nouvelle  variable , 
elles  satisfont  aux  conditions  relatives  à  l'intégrabilité  des  équa« 
tions  différentielles  à  trois  variables^  et  se  distinguent  par-là  de  celles 

Xxx  t 
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qui  résultent  des  é(|uations  (i)  ou  des  équations  (i).  En  considérant 

les  équations 

dr—o,      et  t.dV'=o (4); 

dans  lesquelles  d  V*  représente  une  fonction  difFérentielie  quelconque 

du  premier  ordre  et  à  deux  variables  ,  on  obtiendroit  des  équations 
aux  différences  mêlées  qui  pourroient  être  mises  sous  la  forme  d*équai 

dy 
tion  aux  différences  contenant  les  trois  variables  x,y  tt  — .  Biôt  ^ 

dans  un  Mémoire  qu'il  a  présenté  à  l'Institut  ^  et  dont  nous  avons 
tiré  une  grande  partie  de  ce  Chapitre ,  désigne  sous  le  nom  à^iqua^ 
tions  aux  difflrmcts  successives  celles  que  donnent  les  systèmes  (3) 
et  (4) ,  parce  qu'elles  résultent  immédiatement  ou  d'une  différence 
succédant  à  une  différentiation  ^  ou  d'une  difiiérentiation  effectuée 
sur  une  différence. 

ii4i«  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  sus* 
ceptible  de  deux  intégrations  distinctes  ^  l'une  par  rapport  à  la  ca- 
ractéristique A  et  l'autre  par  rapport  à  la  caractéristique  d;  mais 
il  n'est  pas  indifférent  de  commencer  par  la  première  ou  par  la  se- 
conde de  ces  intégrations.  Lorsque  celle  des  différentielles  peut  s'ef- 
fectuer ta  première ,  le  résultat  que  Pon  obtient  d'abord  contient 
une  constante  arbitraire,  et  l'intégration  aux  différences  introduit 
ensuite  une  fonction  arbitraire;  mais  si  l'on  intègre  d'abord  par 
rapport  aux  différences,  on  sera  souvent  obligé  de  (ferticulariser 
la  fonction  arbitraire  ,  pour  effectuer  l'intégration  aux  différentielles.. 

Soit  pour  exemple 

dx  dx       4\     dx/ 

Cette  éqnatîon  ne  renfermant  que  tes  variables  x ,  et  Ay  que  nous 
'  représenterons  par  i ,  peut  être  considérée ,  sous  la  forme 

comme  une  difiërentîelle  i  deux  variables  ;  elle  rentre  alors  dans  la 
classe  de  celles  qui  s'intègrent  après  une  differentiation  (  n*.  573  ). 
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On  a  ^  =  «  AT — i  «•,  d'où  il  résulte 

ou 

En  commençant  par  considérer  l'équation  proposée  comme  une  dif* 
férence  >  on  lui  donnera  la  forme 

dy 

dans  laquelle  /?==—;  et  pour  l'intégrer  ^  il  ^era  commode  d'en 

dx 

prendre  d'abord  la  différence  (  ^n*.  1009  )  ;  on  trouvera  par  cette 
méthode 

Xù^^p  —  ^{lApA^p  '+  Ay  )  ==:  O  , 

ce  qui  donne  les  deux  facteurs 

aV  =  o,        X— ;i(iA/^  + aV^)  =  o: 
en  intégrant  le  premier,  qui  est  le  plus  simple ,  on  obtiendra  àpzsza^ 
et  de  là  p=zax  —  ja*. 

Cette  dernière  équation  est  intégrable  y  mais  elle  ne  le  seroit 
plus  en  général ,  si  Ton  remplaçoit  la  constante  a  par  la  fonction 
p{s\nTx ^  cosTx)^  qui  est  aussi  constante  par  rapport  aux 
différences.  ' 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  le  Second  facteur 
ap  —  1  (  1 A  /^  +  A V^  )  =  o  ,    est  relatif  à   l'intégrale   indirecte  de 
l'équation  aux  différences  (  n*.  T009  ). 

Il  n*est  pas  possible ,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse ,  de  donner 
des  procédés  généraux  pour  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rtnces  mêlées  ;  nous  nous  bornerons  à  observer  qu'on  peut  les  trans- 
former en  équations  différentielles  d'un  ordre  indéfini  9  en  y  substi- 

dy 
tuant  au  lieu  de  a j/'  et  de  a  — ,  les  séries 


dyh      d^y    A*       d^y      A' 
dx  I      dx^  i.i     dx^  1.1.3 


dW    A       iPy      A* 

T^.^  -   +j^ +  etc. 

dx*    I        dx^    1.2 

n  restera  ensuite  à  satisfaire  à  ces  dernières  équations  de  la  manière 
la  plus  générale ,  ce  qui  sera  souvent  très-difficile  (  n%  999  ). 
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1142.  La  détermination  de  lëtcndue  des  intégrales  des  diverses 
espèces  d'équations  aux  différences  mêlées,  est  susceptible  de  dis- 
cussions très-délicates  ,  comme  celle  de  l'étendue  des  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles ,  par  rapport  aux  fonctions  arbi- 
traires qui  peuvent  y  entrer  (  n*.  76 1  )  ,  et  Ton  y  appliqueroit  les 
considérations  employées  dans  les  n***.  764,  765,  804. 

On  prouveroit  par  les  considérations  développées  dans  les  n<^.  1005 
et  10069  ^^^  ^^^  équations  aus  différences  mêlées  ont  aussi  leurs 
intégrales    indirectes  ,    qui  répondent   aux    solutions    particulières 
des  équations  différentielles ,    et  qui  se  déduisent  également    de 
l'intégrale  directe  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  qu'elle 
contient ,  en  assujettissant  la  fonction  donnée  par  cette  intégrale , 
à  satisfaire  encore  y  dans  ce  nouvel  état  ^  à  l'équation  aux  différences 
mêlées.  Cette  condition  établit  entre  les  arbitraires  des  relations  qui 
sont  exprimées  par  une  nouvelle  équation  aux  différences  mêlées. 
Lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  par  son  moyen ,  on  obtient  une 
seconde  équation  primitive  qui  ^  satisfaisant  à  l'équation  proposée , 
représente  des  courbes  ayant  à  chaque  point  même  tangente  que  queU 
qu'une  de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'intégrale  proposée ,  et  même 
sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées  sont  éloignées  d'une  quan- 
tité  égale  à  la  différence  de  l'abscisse.  Voilà  ce  qui  arrive  lorsque 
l'équation  proposée  ne  renferme  point  les  caractéristiques  a  et  ^  ap« 
pliquées  l'une  sur  l'autre  :  si  le  contraire  avoit  lieu ,  l'intégrale  directe 
et  l'intégrale  indirecte  devroient  s'accordertlon^seulement  daos  les  va- 

dy  .  Jy 

leurs  de  j^ ,  -j- ,  A j^ ,  mais  encore  dans  celles  de  A  -7^  ;   et  alors  . 
ax  dx 

en  déterminant  convenablement  la  constante  arbitraire ,  il  seroît 
possible  de  faire  passer  par  deux  points  dont  les  ordonnées  soient 
éloignées  d'une  quantité  égale  à  la  différence  de  1  abscisse,  deux 
courbes  données ,  l'une  par  l'intégrale  directe ,  l'autre  par  l'intégrale 
indirecte ,  qui  auroient  à  chacun  des  points  dont  il  s'agit  même  tan- 
gente ,  et  entre  ces  deux  points  même  sécante.  Ces  résultats  étant 
très-analogues  à  ceux  qu'on  trouve  dans  les  n°\  cités ,  il  n'a  pas 
paru  nécessaire  de  les  exposer  en  détail. 


•%f  • 
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1 143.  Cest  principalement  par  la  nature  des  questions  géomé-  .  Application  dw 
triques  qu'elles  peuvent  exprimer ,  que  les  équations  aux  différences  férences  mêlées,  à 
mêlées  doivent  intéresser  ceux  qui  cultivent  les  Mathématiques.  La  ^^S"^^^^"^  fi^®* 
première  de  ces  questions  est  le  problême  des  trajectoires  réciproques 
qui  a  beaucoup  occupé  Jean  Bernoulli  et  Euler ,  qui  l'ont  résolu  l'un 
et  Tautre  par  des  moyens  fort  ingénieux  et  fort  élégans ,  mais  indi- 
rects, quand  on  les  compare  à  celui  qui  résulte  de  l'emploi  des 
différences  mêlées.  Voici  l'énoncé  de  ce  problême. 

Trouver  une  courbe  M'C  M ,  fig.  6 ,   telle  quen  la  faisant  tourner  ^IG.  6. 
sur  un  de  ses  points  ,  autour  d*un  axe  donne  ÂC ,  pour  la  placer  dans 
une  situation  contraire  à  la  premiire^  comme  on  le  voit  en  N'CN ,  et  la 
faisant  mouvoir  ensuite  paraitèlermnt  à  elle-même  le  long  de  cet  axe  ^  elU 
coupe  par^tout  la  première  M'CM  sous  un  angle  donné. 

Si  le  point  C  désigne  celui  sur  lequel  la  courbe  M'CM  a  tourné 
autour  de  l'axe  AC^  pour  passer  à  une  situation  inverse  N'CN ,  l'angle 
iM'CA^  sera  double  de  l'angle  M'CA  ^  et  sera  d'ailleurs  égal  parThypo- 
thèse  à  l'angle  MM  O  (*),  Maintenant ,  menons  par  le  point  M  l'ordon- 
née MP  perpendiculaire  à  l'axe  AB  i  l'angle  OMP  fera  égal  à  QNPy  à 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  le  mou  vement  de  la  courbe  N'CNi 
et  parce  que  cette  courbe  est  placée  dans  une  situation  contraire  à 
celle  de  M'CM,  l'angle  QNP  doit  être  le  même  que  l'angle  Q^M'P', 
formé  par  cette  dernière  et  l'ordonnée  FM,  prise  de  l'autre  côté 
deACyh  une  distance^'?'  égale  à  AP.  Il  suit  de  là  que  l'angle  M'MO^ 
composé  de  QMP  et  de  OMP  ou  de  Qi^P^  est  égal  à  CMP^  Q^MP'x 
telle  est  en  dernière  analyse  la  condition  du  problême ,  et  c'est  ainsi 
que  l'envisageoit  Jean  Bernoulli. 

En  faisant  ^P=ir,  PM=^y,  AP'=x\  P'Af'=y,  l'angle  3i'CiM=ic, 

dx  dx 

on  aura        tang  CMP=  —  j  tang  Q'M'F=  j->  j  et  posant  pour 

dy  dy 

abréger  j^=/^>   d7~^'^  ^  viendra 

angl.  (  tang  =  -)  +  angl.(  tang  =  — )  —  xc 

x'+x  =  o. 


C^)  Il  faut  se  rappeler  que  les  angles  formés  par  les  courbes,  sont  les  mêmes  que 
«eux  de  leurs  tangentes. 
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Voilà  les  équations  de  la  question  écrites  en  différences  mêlées.  H 
faut  bien  remarquer  que  la  dernière  équation  exprime  la  loi  de  la 
variation  de  ^ ,  et  que  chacune  des  équations  ne  doit  pas  avoir 
lieu  par  elle-même ,  mais  seulement  que  Tune  étant  posée  %  l'autre 
en  est  une  suite  nécessaire. 

Ces  équations  sont  ^feciles  à  int^rer  :  en  effectuant  d'abord ,  suivant 
le  procédé  du  n*".  988 ,  l'int^ration  relative  aux  différences ,  on 
trouvera 

angL(tang  =  -)  =  c  +  i»(  — i) 

B  fX  b  étant  des  fonctions  arbitraires  de  sinT{  et  de  cosv'^.  Lt 
variable  {  s'élimine  facilement  ;  en  faisant  —  ==  C  ^  il  vieot 

arc r tang  = -^=c+ ûr ,  ou  -  =  tang  {c+C*}  , 

d'oii  l'on  conclin . 

I I  •—  tang  c  tang  Cx 

'^~tang(c  +  Cjp)  ~  tangc  +  tangCx**  , 

On  peut  mettre  cette  valeur  sous  la  forme 

I  +  cos  1  c*^  sin  1  c  tang  C  jr 
^       sinx£4*  (  I -t-cos2c)tangCif 

I  +  cos  1  tf 

-  tang  Cx 


cosic        II  smxc 


sm  2  c    sm  2c  1  14-  cos  2  c 

\  1  H : tangCjr 

^  sm2c 

et  en  observant  que  la  constante  C  doit  être  regardée  comme  une 
fonction  arbitraire ,  qui  ne  change  point  lorsque  l'on  y  met— -jr^  au 

••  1  r  I+COS2C  _ 

heu  de  x,  on  fera tangCr=Jfjc,  en  désignant  par  JC 

une  fonction  quelconque  de  x  assujettie  seulement  à  demeurer  consr 
tante  quand  on  passe  de  -f^  à  — x:  on  aura  ainsi 

/r  =  cotxc+ \ — ->, 

sin 2 ^li— JTxJ  ' 

résultat 


y 
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i^ésultat  semblable  à  celui  qu'a  trouvé  Euler  par  une  voie  très- 
différente. 

dy 

Si  Ton  y  remet  -7-  f  au  lieu  àt  p^  6n  en  tirera 

^  =  *COtXC+  -; fdx  \  — .   \. 

smxc  II — Xx) 

Lorsqu'on  prend  X::=o  >  on  trouve  d'abord  la  ligne  droite  j  qui  doit 
en  eâPet  satisfaire  à  la  question  proposée  ;  posant  ensuite  Ar=;=x*% 
il  vient 

y^xCOtx  c : {  X  —  1  l-—r, f  , 

•expression  qui  ne  dépend  que  de  Tintégration  de  la  fraction  ra- 

Jx 
tionnelle 


«•*+'— I 


Bernoulli  et  Euler  ne  se  sont  pas  bornés  à  résoudre  généralement 
le  problême  des  trajectoires  réciproques ,  ils  ont  eu  spécialement  pour 
but  de  chercher  parmi  ces  courbes  celles  qui  pouvoient  être  algé» 
briques  ^  et  sous  ce  point  de  vue  tous  leurs  travaux  rentrent  dans  le 
Calcul  intégral  indcurmini  (  n*'.  531  et  suiv«  ). 

1144.  Parmi  le  nombre  assez  grand  de  questions  qu'EuIer  a 
résolues  sur  ce  sujet,  nous  choisirons  encore  la  suivante  qui  tst 
peu  connue. 

Trouver   routes  les  courbes  eelUs  <ium  menant  par  chacun  de  leurs 
poînrs  deux  droites  A  M  ^  M  M',   fig.  7 ,  faisane  le  même  angle  avec  ^IG.  jr. 
la  tangente  TM ,  la  première  étant  dirigée  à  un  point  fixe  A,  la  secondé 
terminée  à  la  courbe  en  Wy  la  ligne  M'A  fasse  avec  la  sangenu  M!t  U 
nume  angle  qut  MM'  (*). 


{^)  Ceux  qui  £onnoîueat  les  loix  de  la  réflex'ioa  de  la  lumière  ,  yerront  que  le 
rayon  parti  du  point  A ,  et  dirigé  suivant  AM^  serolt  réfléchi  deux  fois  par  la  courbe 
cherchée,  la  première  de  M  en  M\  la  seconde  de  M'cnA^  et  retoumeroit  par 
conséquent  au  point  d'oU  il  est  émané.  Ce  problème  a  été  proposé  dans  les  acta 
trudiionim ,  ann«  1745  (  en  septembre  )• 

jtppendiUé  Yyy 
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Lts  conditions  de  ce  problême  sont  contenues  dans  les  deu:K 
équations 

angle^3f  r  =  angle  M'Mi^        angle  A  MV=z  angle  MMT^ 
dont  une  doit  donner  la  loi  des  variations  de  x.  Soit 

JP=x,  PM=y,  JP'=x%  FMi^y,  ^==p ,  ^=/,  ^=F; 

en  menant  3f  Q ,  parallèle  à  l'axe  ^^  des  :>:,  .et  prolongeant  MF 
jusqu'au  point  Q ,  on  aura 

MQ     MP+PQ      MP+P'M'      y— y 


tangMM'Q  = 


M'Q         M'Q     "      MQ 


en  n'ayant  point  égard  au  signe  de  y  qu'on  peut  supposer  négatif 
dans  la  figure  citée.  Cela  posé ,  si  Ton  observe  que  les  angles  MM'Q^ 
MOT  y  MOT\  sont  égaux ,  et  que  l'on  considère  les  angles  cjk  teneurs 
des  triangles  OMT  ^  AMT  ^  on  trouvera 

tang M'Mtz=tatïZ {PTM+M M'Q)  =  ^~^  , 


z_. 


tang  AMT=tzng(PJM'-PTM)  = 


X  v  —  px 


_y—p 


i-\ — p 

X 


la  première  condition  à  remplir  donnera  l'équation 
j—px^  p—P 

x  +  py     i+pP ^^^' 

La  relation  des  angles  des  triangles  OM'  T  tlJM'T  conduit  de 
même  à 


tang3fM'T'=— tang  (  FT'M'+xMMQ  )  =  — 


I  +p'P  * 

y 


7+P'  , 

tang  A  M't'=     tang  (P'AM!+ P'T'M'  )  = ^1^—  =-^^.*\ 

X 

d'oh  Pon  conclut  pour  la  seconde  condition 

y-p'x'  ^  p'-p 


I 
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Tirons  maintenant  des  équations  (t)  et  (i)  ^  les  valeursr  de  P;  nous 
obtiendrons 

p^^r  "'"'''' -w 

/V— s/»y— *' ^*<? 

ce  qui  nous  donnera  l'équation 

y—^  A  — /y        y  — */>  x-^p^y  _ 

de  laquelle  il  résulte  que  la  fonction  *^^ ^ =^  ne  change  point 

p^X'^xpy — X 

lorsque  x  derient  ^\  Telle  est  l'hypothèse  dans  laquelle  il  faut 

intégrer  Téquation  (3) ,  qui  répond  alors  à  —  =  const^  et  donne 

ajc 

yzrzxyc,  coTtst  +  ^ ( const )  ;  nous  aurons  donc 

^  y  p^x-^xpy  —  x)         yp^X'-^xpy  —  x) 

La  caractéristique  f  désignant  une  fonction  arbitraire ,  donne  à  ce 
résultat  une  très-grande  généralité ,  mais  aussi  on  ne  saur  oit  dans  cet 
état  l'intégrer  par  rapport  aux  diflfërentielles. 

Il  est  intéressant  de  connoître  ce  qu'exprime  la  fonction 

y  xpx'^pry  ^  ^^^  ^  ^^^.  ^^  pa^yj^^t  en  la  mettant  sous  la  forme 
p^x^^xpy — X 

zmi-p 

^+py 

et  en  observant  que       /»  =  taag PTM ,    •— — -  ï=  tang ué  MT, 

*  -r  py 

elle  se  change  alors  en  —  tang  (JM  T-^P  TM) ,  et  montré  que  la 
difltérence  des  angles  AMT  et  PTJH ,  ne  doit  pas  varier  dans  le  pas- 
sage du  ^oax  M  au  peint  AT,  ce  dont  il  est  encore  fecile  de  s'asstutr 
imnié£atenient  par  les  considérations  géométriques. 
Rot ,  dont  nous  suîtom  ici  le  fflémoire ,  donne  à  la  fonction  ^ 

Yyy  X- 
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plusieurs  formes  desquelles  il  résulte  successivement  un  cercle.^' 
limite  d'une  infinité  d'ellipses ,  et  Tassemblage  de  deux  droites ,  limite 
d'une  infinité  d*hyperboles  :  nous  ne  rapporterons  point  les  calculs 
qui  mènent  à  ces  résultats  ^  et  dans  lesquels  il  ne  s'agit  que  d'intégrer 
une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ;  nous  dirons  seulement 

qu'il  faut ,  pour  arriver  au  cercle ,  prendre  ^ (- lJl\  =  o » 

et  faire  y  pour  obtenir  l'ellipse  et  l'hyperbole^ 

Kp*x — ipy-^x  ) 
Si  on  prend  les  limites  des  équations  (3)  et  (5)  dans  la  suppo* 
sition  oîi  X  devient  infini  ^y^p^tP  demeurant  finis ,  ce  qui  place  le 
point  j4  à  une  distance  infinie  de  la  courbe  {*) ,  on  obtiendra 

p  — I  p  — I       p  — i 

d'où  l'on  conclura 

pT — r         \p  — \^  ~    .   ^, 

En  faisant  f(  — )  =  o,  on  aura  seulement 

V  —  i^  , 

y  =  —p^^  ,  d'où  x+py=  Vl^y% 

ce  qui  revient  à 

xdx-^ydy        .  ,  ./ 

.___   =^y,  et  donne  K  :r»4- v*=jr+C 
Vx-^y^ 

Celte  dernière  équation  appartient  à  une  parabole*. 
L'équation  -;;— inr^^^>  ^^^^  apprend  que  toutes  les^ 

courbes  qui  résolvent  ce  cas  de  la  question  proposée  y  ont ,  aux 
>points  M  et  iW,  des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  En 
effet ,  en  réduisant  ses  deux  membres  au  même  dénominateur ,  et 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul ,  on  lui  donnera  la  forme 

(/'/+0(/-/^)  =  o, 
et  l'on  en  tirera  par  conséquent       //+i  =  o,  /^'— /?  =  o. 


■•■•i 


(^)  Dans  c€  cas  du  problème  le  rayon  Inmioenx  vient  parallèlement  à  l'axe  AB. 


/\ 
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1145.  ^^  ^^^^  questions  que  nous  venons  de  résoudre  se  rap- 
portent aux  différences  successives  ;  en  voici  une  très- simple  qui 
mène  à  une  équation  aux  différences  mêlées  proprement  dites. 

Trouver  tes  courbes  dans  lesquelles  la  soutangente  AT,  fig.  3  ,  soit  à    F!g.  ). 
la  sousicante  AS,  dans  un  rapport  constant,  en  supposant  que  la 
seconde   ordonnée  A'W  soit  éloignée  de  la  première  AB  JCune  quantité 
kk'  égaUàïi.  ^ 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  problâme  conduit  à  une  équation  de  la 

forme  •^z=^a—. 

dx  h 

Si  Ton  met  dans  cette  équation  ;  à  la  place  de  Ay ,  son  développe- 
ment en  série ,  on  aura  Téquation  différentielle  d^un  ordre  indéfini 

^dy         d^Y  h  d^y  h* 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  ^=^<'"%  pourvu  que  m  soit 
déterminée  par  l'équation 

(a  —  I  )/n  +  tf —  +  a +etc,  =  0, 

2  2.3 

d'oh  Ton  conclut  d'abord  m=.o»  puis- 
^  -  •      ...  .   ^ .1 

tf_i       mh       m^h*^        m^h? 

+ + H +  etc.=o» 

a  2        2*3       2.3.4 

Si  on  désigne  par  m\  z»%  m!*\  etc.  les  valeurs  données  par  cette 
dernière,  il  viendra 

y=:A  +^'e*"+^  V+  etc. 
expression  dans  laquelle  on  pourra  fiaice  entrer  autant  de  termes 
qu'on  aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s'assurera  par  le 
fetour  des  suites  qu'il  en  existe  au  moins  une  réelle ,  dont  on  peut 

obtenir  le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de , 

et  Ton  aura,  pour  résoudre  la  question  proposée,  l'équation 

y  ^A  +  ^'e"% 
renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Feu  Charles  (  de  l'Académie  des  Sciences  }  a  transformé  l'équatioa 
aux  différences  mêlées  qui  nous  occupe ,  en  une  autre  où  la  variable 
f ntre  comme  exposant  de  diff^entiatîon  ou  d'intégration»  Pour  x 
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h  .  * 

parvenir  i  nous  ferons  -  s^ ,  ce  qui  changera  l'équation  proposée  en 

•OUI  en  tirerotti  successiTement 

etc.    . 
U  est  facile  de  conclure  de  là  et  même  de  s'assurer ,  à  priori ,  que 


N 


y.^y^ln^\?^^^  ^\A\kv% 


Le  second  membre  de  cette  équadon  étant  multiplié  et  divisé  par  t^ ^ 

■.  ■     ■■  *_ 

son  numérateur  deviendra  le  développement  de  • — )  ^       *    ^ 
Ton  aura  par  conséquent 

X 

«*■    ■    -; 

s  fon  aroit  cherelié  les  valeurs  antécédentes  à  y  ou  correspond 
dantes  à  des  indices  négatifs,  on  auroit  eu 


X 


Ces  résultats  ne  paroissent  pas  propres  à  faire  connoitre  l'équation 
primitive  de  la  courbe  cherchée ,  mais  ils  conduisent  à  une  cons- 
truction discontinue,  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  a\  1003  ^  pour  les  équations  aux  différences*  En  efièt , 
on  y  peut  supposer  jf==:r(^)i  f  désignant  uioe  fonction  arbi- 
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traire  y  et  déduire  de  cette  fonction  d'après  la  loi  établie,  les 
valeurs  des  ordonnées  y,^  ^, ,  ^,  ^  etc.  correspondantes  aux 
abscisses  ar+A^  x+ih,  «  +  3A,  etc.  Il  est  évident  que  cela  revient 
à  prendre  sur  la  courbe  représentée  par  l'équation  ^  =  ^(x),  une 
portion  BB\  dans  laquelle  le  rapport  de  utf  7  et  AS  soit  conforme 
aux  données  de  la  question ,  et  à  se  servir  des  points  intermédiaires 
pour  obtenir  des  portions  de  courbes  antérieures  et  postérieures  à  la 
partie  BB\  en  calculant  les  ordonnas  de  ces  portions  par  le  moyen 
de  leurs  différences  avec  celles  de  la  portion  BB'^  ainsi  qu'on  Ta 
indiqué  dans  le  n^.  cité.  Si  Ton  vouloit  rapporter  les  ordonnées y^ 
et  y_n  à  leurs  abscisses ,  il  faudroit  prendre  pour  première  abs- 
cisse X — /lA,  et  x-i-nk;  on  auroit  alors 

1146.  Le  Calcul  aux  différences  mêlées  trouve  aussi  son  appli- 
cation dans  des  recherches  purement  analytiques  ;  Français  de 
Colmar  a  montré ,  dès  Tan  5 ,  l'usage  qu'on  peut  en  faire ,  pour 
arriver  à  l'expression  immédiate  d'une  transformée  quelconque  de 
l'équation  différen  ielle  partielle 

^î   +P^+Q^+A^î=:o, 


ditdv  du  dv 

traitée  par  la  méthode  du  n*.  772  (*).  En  effet ,  pour  peu  qu'on 
ait  réfléchi  Stir  cette  méthode,  on  voit  bien  qu'il  doit  entrer  dans 
l'expression  des  coefEciens  P^^  Q^ ,  it/^ ,  des  différences  ou  des 
valeurs  successives  de  l'indice  n ,  avec  des  différentielles  prises  rela- 
tivement aux  variables  x  et  y.  Il  faut  se  rappeler  aussi  que  la  déter- 
mination des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  d'une  manière  trans- 
cendante dans  les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles , 
dépend  d'une  équation  aux  différences  mêlées  (  n".  993  ). 


(*)  Le  Mémoire  ob  se  trouvent  ces  recherches  m'a  été  enroyé  le  i5  nivdse 
an  6 ,  et  il  étoit  comiu  d'Arbogast  arant  ce  tems.  Il  en  aroit  eu  des  essaîs  que 
j'ai  vus  entre  ses  mains  en  Tan  i» 
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Je  terminerai  ici  la  longue  tâche  que  je  me  suis  imposée ,  en  ob«i 
servant  que  la  durée  de  Timpression  a  été  assez  considérable  pour 
que  la  science  ait  fait  pendant  cet  intervalle  des  progrès  que 
j*ignore  ;  qu'il  a  même  été  publié  quelques  ouvrages  dont  l'extrait 
n'a  pu  entrer  à  la  place  que  je  lui  aurois  assignée  dans  le  corps  du 
mien ,  s'ils  m'eussent  été  connus  à  tems  ;  tels  sont  :  les  Disquisitioms 
anafytica  de  M.  PfafF,  qui  contiennent  des  recherches  très«ét^ues , 
sur  la  sommation  des  suites  d*arcs  de  cercles  dont  les  tangentes 
forment  des  progressions  données  et  sur  l'équation  différentielle 

traitée  n*.  644 ,  enfin  sur  le  retour  des  suites  ;  l'Analyse  des  ré« 
fractions  de  Kramp ,  et  d'autres  écrits  dont  on  trouvera  l'indication 
dans  la  table.  J'avob  annoncé  aussi  le  dessein  de  traiter  à  part 
la  Théorie  algébrique  des  séries  ricurnnus ,  mais  ayant  publié  de* 
puis  les  principes  de  cette  même  Théorie^  dans  le  CompUmcm 
da  £icmcns  ^Algibn  à  t usage  de  (Ecole  cemrale  des  Quatre- Nations  ^ 
l'ai  cru  pouvoir  la  supprimer  ici,  puisqu'on  y  suppléera  parfaite- 
ment en  ajoutant  à  ce  que  j'ai  dit  dans  l'ouvrage  cité ,  ce  qu'on 
trouve  dans  celui-ci  sur  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples  n*'.  368-371 ,  et  ce  que  contiennent 
les  n*'.  1043  f  1044. 
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courbe  recrifiable  sur  une  surface  don- 
née, j  37. 

Bcmoulli  (  Jacques  )  :  résout  leproblème 
de  Beaune,  604.  —  Nombres  ^ptll 
remarqua  le  premier ,  919.  — *  Liaison 
de  ces  nombres  avec  lei  soiffiines  des 


puissances  négadres  dei  nombres  na- 
turels ,  1092. 

Bemouili  (  Daniel  )  :  discussion  tntip  lui 
et  Euler  sur  les  limites  des  séries  de  ai- 
nus  et  de  cosinus ,  951. 

BtmùuUi  (  les  )  ,  s'occupent  dp  probité 
des  isopérimètres  ^  qui  a  eoôduir  à  ia 
méthode  des  variations.  Nou  «  83S.  •— » 
S'occupent  du  problème  des  trqfec- 
toires  réciproques  ^  1 143. 

Bi{otu  :  son  tnéorème  sur  je  degré  auquel 
peut  monter  l'équation  finale  résultante 
de  pi  usieurs  éanations  al^ébriqnes^  1 91 , 
069.  Sa  méthode  d'flimination  par 
les  polynômes  multiplicateurs  »  906. 

Bitiomi  :  cléveloppement  de  la  pnissailce 
n  da  binôme.  Insrod.  i  f  et  snir.  «^ 
Développement  du  binôme  »  lors^pie 
l'exposant  est  fractionnaire  et  négatif. 
Inu  i6.  Preuve  que  les  dea»  nremîers 
termes  du  développement  de  la  pais-* 
sance/i  du  binôme  i-f-^rsont  i^nm^ 
lors  même  que  n  est  irratiolIMMtle  ou 
imaginaire  y  Intr.  3  i.'^-FonnviedQ  bi- 
nôme exprimée  par  tes  p^is^âtlces  du 


As* 
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{*)  {  N.  B,  Lt  80  %éfi  est  doubla  par  erreur}  c'est  U  pnmier  f  ■«  Pom  €iu  Ut*  ) 
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second  ordre  ^  goa.— -Développement 
de  la  puissance  quelconque  du  second 
ordre  d*un  binôme  «  904.  *~  Démons- 
tration de  la  formule  du  binôme  par  le 
Calcul  intégral  aux  différences.  Note , 
918.— Expression  approchée  du  coeffi- 
cient numérique  quelconque  d'une 
très-haute  puissance  du  biiome.  —  Du 
rapport  de  ce  coefficient  à  U  sonojne 
de  tous  les  autres  ,  947. 
Biot  :  son  mémoire  sur  les  întéerales 
indirectes  des  équations  anx  difié^ 
rences,  1005. —  S'occupe  des  équa- 
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tions  aux  différences  mêlées,  1140. 

BissûctUn  des  arcs  elliptiques  ,  689. 

Bràchystochrênt.  Note ,  846. 

Branches  d'une  courbe  :  leur  correspon- 
dance avec  Us  diverses  racines  de  son 
équation ,  aoi ,  «03. 

Branches  ïnûniei:  moyen  de  reconnoître 
si  elles  sont  hyperboliques  ou  parabo- 
liques ,  136. 

Branches  paraboliques.  -^  hyperboliques, 
2142. 

B/iffs  :  son  système  de  logarithmes.  //>/. 
^3  9  a4- 


c. 


Calcul  différentiel  :  sa  définition ,  n*.  8. 
»-  Son  application  à  la  théorie  de^ 
courbes  ,  a  la  manière  d'Ârbogast , 
239.— -par  les  limites,  a8^.— à  la  ma- 
nière de  Leibnitz,  ou  par  la  comidéra- 
tion  des  infiniment  petits,  285.  —Son 
application  aux  surfaces  courbes ,  310 
•«3 4^,.. Appliqué  aux  courbes  à  dou- 
ble courbure,  340—356.  —  Comment 
il  se  déduit  du  Calcul  des  différences , 
'  86t.  — -  Inconvénient  qu'il  y  anroit  a 
changer  sa  notation.  Comparaison 
de  celles  qu'a  propoiiées  Lagrange , 
avec  celles  de  Waring  ,  d'Euler  et  de 
Fontaine.  Nou^  861.— Pour  l'histoire 
du  Calcul  différentiel ,  vaye{\2,  Préface. 

Ctf/ctt/intégtal  :  sa  définition  ,8,358. 

Calcul  intégral  indéterminé^  5^1— '541. 
—Comprend  Tintéeration  oes  éqiu- 
tions  dlÉirentîellesà  plusde  deux  va- 
riables ,  qui  ne  satisfont  pas  aux  con- 
ditions d  intéerabilité ,  800. 

Ctf/ctt/ intégral  des  difiérentiellespârflel- 
les ,  ou  calcul  intégral  aux  différences 
partielles  :  sa  définition  ,716. 

Calcul  direct  des  différences  :  sa  définx- 
don  ,  859.  — Sesrapporu  avec  le  Cal- 
cul différentiel ,  862. 

Cakul  direct  des  fonctions  génératrices  : 
calcul  inverse ,  lojl. 

Calcul  invéue  des  diftérences  :  sa  défini- 
tion ,  896.  —  Comment  ce  calcul  se 
distingue  du  calcul  différentiel  par 

.  rapport  aux  équations,  971.^ 

Caractérisdqui  des  sur&ces  limites ,  339. 

CaracUrisàqut  des  sur&cec  courbes  :  leur 
liaison  avec  la  '  correspondance  des 
équadons  diffl^entielles  partielles  du 
premier  ordre  ,  et  des  équations 
dÛTéreatiellei,  qui  ne  sat'^font  pas 


aux  conditions  d'jntégrabillté ,  811. 

Centre  des  courbes  ,117. 

Ce/i/redes^iir&ces  du  second  ordre,  315, 

Centres  absolus  de  courbure  d'une  courbe 
à  double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses 
développées ,  35a,  355. 

Cercle  :  son  équation,  21 3.-— Peut  avoir 
une  Infinité  de  centres,3  5 1  .iVo/e.««-Son 
aire,  495. — ^Analogie  entre  le  cercle  et 
l'hyperbole  équilatere^  496.— Sa  recti- 
ficaoon, 501  .—Renferme  sous  un  péri- 
mètre donné  le  plus  grandespace,853. 

Cercle  touchant ,  a6o; 

Cercle  osculateur  »  a6i  ,  16a.  —  Son 
centre  déterminé  comme  étant  à  égale 
distance  de  trois  points  consécutifs 
de  la  courbe  proposée ,  289.  -.  Dé- 
duit de  l'intersection  de  deux  normales 
consécutives  ^  Uid.  —  Sert  à  construire 
les  équations  différentielles  du  second 
ordre ,  639.  Note. 

Charles  :  sa  formule  dlnterpolatlon  par 
les  sinus  et  les  exponentielles ,  882.  ^^ 
Sa  méprise  sur  les  solutions  particu- 
lières des  équations  différentielles  ^ 
1010.  — •  S'occupe  des  équations  aux 
différences  mêlées,  1145* 

Charpit:  réduit  l'intégration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  or- 
dre contenant  m  variables ,  à  celles 
d'un  pareil  nombre  d'équations  diffé- 
rentieues  entre  m  4"  i  variables ,  7^0. 

Circonférence  du  cercle  :  son  expression 
en  décimales.  Ine.  38. -^  Expression 
de  la  circonférence  du  cercle  par  les 
imaginaires ,  i86«  -—Celle  de  ses  ex- 
pressions que  Ton  doit  à  Wallis  ,  94$. 
—  Usage  de  Texpréssion  que  YPallîs 
en  a  donnée  dans  l'interpolation  de 
certaines  suites  »  961,  —Cette  expriçs* 
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sion  obtenue  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre,  964.— «Ses  exptessîons 
en  produits  indéfinis  ;  celles  de  son  lo- 
garithme ,  1093. 
C&raut  :  sa  théorie  des  courbes  à  double 
comhiire  ^p^édtnhuU  du  àhap.  V,  iomJ. 
««^  S'occupe  du  développement  de  la 
fonction  (  1  -f-m .  cos  ^  )*,  466.  Note. 
—Remarque  les  équations  quis*intfc- 
grf nt  après  une  dinérentiation  ,  5  j9. 
CotfficUns  différentiels  :  leur  définition  ,, 
1 1 .  -—  Les  fonctions  de  deux  variables 
en  ont  plusieurs  dans  chaque  ordre ,  30. 
•—Us  demeurent  les  mêmes  dansquel- 
Gu'ordre  qu*on  effectue  les  diffèrentia- 
ùons  partielles  d'où  ils  résultent ,  17 , 
58.  —  Méthode  pour  trouver  tes. . . 
d'une  fonction  implicite  .donnée  par 
une  équation  entre  Jeux  variables ,  4a. 
-—Ils  ont  chacun  autant  de  valeurs  que 
la  fonction  dont  ils  dérivent ,  46—48. 
^-  Transformation  des  coefficiens  dif- 
férentiels relatifs  à  y  dans  ceux  qui  se 
rapportent  à  x,  lorsque  les  variables  x 
et  y  sont  liées  etitr'elles  par  une  équa* 
'tion,56— 58.— a-Sont  les  limites  du  rap- 
port des  accroissemens  de  la  fonction 
et  de  sa  variable  4  91.— Us  deviennent 
infinis  dans  certains  cas  ,  101.— pour- 
quoi, 128,129,  131.  — La  même 
fonction  peut  en  avoir  dans  certains 
cas  de  finis,  de  nuls  etd^nfinis,  13s. 
—Nombre  des  coeffidens  différentiels 
qui  s'évanouissent ,  lorsque  x=3 j  dans 
la  fonction  A'(jif— jV*,  133. 
Coefficiens  indéterminés  (  attention  qu*it 
nut  avoir  dans  la  méthode  des  ], 
//ir.  ai. 
ComhlnMsotu  :  calcul  des  combinaisons 
appliqué  aux  indices:  son  utilité,  1044. 
Condoreet  :  sa  théorie  des  équadons  de 
condition  »  86.  —  Propose  une  mé- 
thode générale  d^mtégration  ,  566.  — 
Ses  remarques  suri  a  détermination  des 
fonctions  arbitraires ,  qui  entrent  dans 
les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles partielles  ,  993. — Détermine  les 
équations  de  condition  relatives  à  l'in- 
tégrabifité  des  fonctions  différentielles 
et  des  fonctions  aux  différences ,  loaS. 
—Ses  recherches  sur  les  équations  aux 
différences  mêlées ,  1 140. 
CM/ie  oblique  :  expression  de  sa  surfiice; 

Cône  droit.  Son  aire  a  des  portio  ns  quar- 
rablei,  541. 


C^non  f  spirale  imaginée  par) ,  195: 
Constantes  :  des  quantités  regardées  com- 
me constantes ,  n*.  i . 
Constantes  qui  disparoissent  par  la  difi&» 
rentiation  ,  15,  50.  —  et  lorsqu'on 
prend  les  différences  ,  S61. 

Constantes  d*ttne  équation  ;  ce  qui  arrive 
lorsqu'on  les  fait  varief ,  290. 

Coiutantes  arbitraires  :  leur  introduction 
dans  les  intégrales  et  leur  détermina.- 
don ,*4 5 9, 476.— Leur  nombre,  6io« 
—  Cas  dans  lesquels  on  les  fait  varier  ^ 
647 ,  655  ,  666.  Note  ;  667—  670* 

Contact  des  courbes  :  condition  du  con- 
tact de  deux  couibes,  9)0—  distinc- 
tion entre  le  contact  et  l'osculation , 
269. 

Contact  de  deux  courbes ,  considéré  com- 
me la  réunion  d'un  certain  nombre 
de  points  d'mtersection ,  183. 

Contact  des  surfaces,  432. 

Continuité  :  expression  de  la  condnutté 
des  surfaces  ,390.  —N'existe  pas  dans 
certains  passages  des  aires  des  courber 
du  positif  au  négatif,  494. 

Coordonnées  ,  195.  —  Les  coordonnées 
négatives  doivent  être  prises  du  c&ti 
opposé  à  celles  qui  sont  positives,  202. 

—  De  la  transformation  des.  • .  •  et 
de  ses  principaux  usages  dans  la 
théorie  des  li«ies  courbes,  210. 

C^rdonnées  polaires ,  275.  —  Passage 
des  coordonnées  rectangles  aux  coor* 
données  polaires ,  376» 

Coordonnées  dans  l'espace  (  les  )  ,  sont  an 
nombre  de  trois  pour  un  même  point , 
294*  Interprétation  de  leurs  signes,296. 

—  De  la  transformation  des. ...  et 
de  ses  principaux  usages  dans  la  théo- 
rie des  surfaces  courbes ,  308  etsuiv. 

Coordonnées  polaires  dans  l'espace,  319, 
Cordes  vibrantes  (problême  des)  ,794. 
Cosécante  (  différendelle  de  la  ) ,  92. 
Cosicante  o'un  arc  de  cercle  :  ses  dévê» 
loppemensen  produits  indéfinis,  109^* 
Cosinus  :  développement  du  cosinus  sui- 
■    Tant  les  puissances  de  Tare.  Intr.  33  ^ 

15.  —  par  les.  limites  ,  Intr,  41.  —« 
es  cosinus  placés  à  égales  distances 
des  extrêmes  de  la  formule 

cos»  Af -1- -  cos.(  «— 2  )  Af  etc. 

appartiennent  à  des  arcs  égaux  Introd; 
4s.  —  développement  du  cosinus  par 
l'arc,  103.  — >  Ses  développemens  en 
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g'odaîts  indéfinis,  1086 ,  >o.93*  '^ 
elui  de  son  logarithme ,  1687.  — - 
Série  qui  exprime  son  logarithme 
suivant  les  puissances  du  sinus  ^  89 1« 
Note» 

Cosinus  d*arcs  imaginaires  ,  i87«  «—  hy- 
perboliques. Nottf  320. 

Cjsinus  hyperbolique  :  sa  définition  et 
son  expression  en  logarithmes  ,  496. , 

Cotangtnu  d'un  arc  de  cercle  :  ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  1093. 

Côtts  :  son  théorème  ,173.  —  U»age  ae 
ce  théorème  pour  décomposer  les 
exponentielles  en  facteurs ,  1094. 

Courba  algébriques,  195.  — -  transcen- 
dantes ,  195  - 170 ,  277.  —  mécani- 
ques, 195.  Nott,  —  Division  des 
courbes  en  genres  ,  202.— -Construc- 
tion par  pomts ,  205.  —  Examen  du 
cours  d'une  courbe  d'après  son  équa- 
tion ,  902,  204,  205,  2c6,  207, 
208 ,  209 ,210.-—  Nombre  des  bran- 
ches infinies  des  courbes ,  206.  —Leurs 
points  singuliers ,  leurs  points  multi- 
ples, leurs  limites,  leurs  points  d'in- 
fiexion,  ao3.  •—  Leurs  points  de  re- 
broussement ,  209.  —  Nœuds ,  iUd, 
Feuilles,  t^i^.— Leurs  points  conju- 
gués ,  ibU.  Note,  —  Leur  centre ,  2 17, 
*—  Leur  diamètre,  fl  18.  —  Leurs  axes, 
îbld.  —  Leurs  points  de  serpentement , 
^26.  —  La  nature  et  Iç  nombre  de 
leurs  points  singuliers  ,  927 ,  998.  — 
Le  nombre  d'intersections  de  deux 
courbes  ,  998.  -— Osculation  des  bran- 
ches d'une  courbe  ;  leur  embrassement, 
999. — Détermination  des  circonstan- 
ces du  cours  des  courbes  par  les  séries , 
930  —  937.  *—  Préparation,  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construc- 
tion par  points  ,  au  moyen  des  artifices 
de  l'analy&e  indéterminée  ,933.  Noit. 
— «Elles  ont  pour  asymptotes  des  cour- 
bes, 935.— -Les  ordres  de  courbes  se 
divisent  en  genres  par  la  considération 
des  branches  Infinies  ,  et  en  espèces 
par  celle  des  points  singuliers,  936.— 
Nombre  des  branches  infinies  dont  une 
courbe  est  susceptible  ,  937.  —  Leurs 
branches  hyperboliques  et  paraboli- 
ques ,  9  49.  —  Expression  générale  de 
leurs  soutangentes  ,  tangentes,  sou- 
normales  et  normales.  Moyens  de 
trouver  ces  expressions ,  lorsque  les 
coordonnées  font  un  angle  quelconque, 
^46»  —  Applicatioii  du  calcul  diSé- 
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rentiel  à  des  exemples  j  entr 'autres  à 
celui  des  n".  904,  956, 2 57.<— Cour- 
be contenant  les  centres  des  cercles 
osculateurs  d'une  courbe  donnée ,  963, 
964.  —  Leur  description  par  le  déve- 
loppement ,  95j  ,  968.  —  Courbes 
planes  ont  une  infinité  de  développées, 
351.  -—  Les  développées  des  courbe» 
algébriques  sont  rectifiables ,  968  — « 
Expression  de  la  différentielle  de  l'arc 
d'une  courbe,  979.  —  de  la  différen- 
tielle de  son  aire ,  980 ,  981.  —  Esprit 
de  l'application  des  limites  à  la  théo- 
rie des  courbes  ,  984.  -*- Courbes  os- 
culatrices  déterminées  par  la  considé- 
ration des  polygones  touchans  et  des 
polygones  touchés ,  988.  —  Courbes 
envisagées  comme  des  polyeones, 
985 — 993.  —  Trouver  l'équation  de 
celles  qui  en  touchent  une  infinité 
d'autres  d'une  nature  donnée,  et  assu- 
jettie» à  se  succéder  suivant  une  certaine 
loi ,  990.  —  Courbe  décrite  par  une 
courbe  donnée  roulant  sur  une  autre  , 
99 1 —9  93--*  Une  courbe  quelconque 
étant  donnée  ,  on  peut  toujours  en 
trouver  une  nui ,  roulant  sur  une  antre 
courbe  aussi  donnée ,  engendre  la  pre- 
mière par  un  de  ses  points,  193.  •— 
Quadrature  des  courbes,  490—499. 


-»•  Leur   rectificat 


ion 


300  —  314. 


•—  Ayant  un  nombre  donné  d'espa- 
ces quarrables,  {33.  t—  Engendrant 
des  solides  dont  l'évaluation  dépend 
du  cercle,  534.—- Rectifiables,  535. 
Trouver  deux  courbes  algébriques, 
telles  que  la  somme  de  leurs  arcs  dé- 
pende d'une  différentielle  donnée,  5  36. 
-—Détermination  des  courbes  pour 
lesquelles  on  a  une  équation  homogène 
entre  l'arc  et  les  coordonnées  rectai^ 
'gles  ,  570.  — -  Construction  de  la 
courbe  dont  la  soutàngente  est  nne 
fonction  donnée  de  l'abscisse  ^  603.-* 
Trouver  une  courbe  dans  laquelle  la 
soutàngente  soit  à  l'ordonnée  comme 
une  ligne  constante  est  à  la  somme  ou  à 
la  différence  de  l'ordoimée  de  cette 
courbe  et  de  celle  d'une  autre  tracée 
d'une  manière  quelconque  ,  6o4«  — 
Trouver  la  courbe  qui  coupe  toutes 
celles  d'une  espèce  donnée  sous  un  an- 
gle donné ,  605.— Une  courbe  qui  en 
touche  une  infinité  d'autres ,  représenter* 
la  solution  particulière  de  l'équation  dif-^ 
férentiella  du  premier  ordre  qui  appar*^ 
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tient  àcelle-cî,  608.— Trouver  une 
courbe  telle  que  toutes  les  perpendicu- 
laires abaissées  d'un  point  doniié  sur  ses 
tamntes  soient  égales  entr^elles ,  608. 
««•iJétemnination  det  courbes ,  dont  le 
rayon  de  courbure  eet  constant  ou  ex- 
primé par  une  fonction  de  Tune  des 
coordonnées ,  609  ,  6x4.  *-  Equation 
d'une  courbe  au  moyen  de  son  arc  et 
de  sa  coirburt  ,66 1 .  — *  Trourer  celle 
dans  laauelleia  tangeiite  prolongée  de 
part  et  d'autre  du  point  de  conuct  jus- 

r'à  deux  ordonnées  correspondantes 
des  abscisses  données ,  déterminesur 
ces  ordonnées  des  parties  dont  le  pro- 
duit soit  un  maximum  ou  un  mimmum  , 
841:.  —  Couche  c|e  lajplus  vite  des* 
cente ,  846.  Non.  -— (ïelle  oui  pro* 
dutt  par  sa  révolution  le  spliae  de  la 
moindre  résistance ,  847.  Note.  —  Dé- 
termination de  celle  dans  laquelle  l'es- 
pace compris  entre  la  courbe ,  sa 
développée  et  deux  de  ses  rayons  de 
courbure ,  est  un  maximum  ou  un  m<- 
nimum^  848.  —Trouver  celle  le  long 
de  lacpelle  doit  descendre  un  corps  sou- 
mis à  l'action  de  la  pesanteur ,  et  éprou- 
vant de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il 
•  se  meut,  une  résistance  proportion- 
nelle à  la  puîssaïKe  a  n  de  la  vitesse , 
ppur  acquérir  le  mmfctmum  de  vitesse  , 
851.  Nqu,  — -  GMirbe  élastique  ;  sa  dé- 
termination ;  elle  engendre  par  sa  ro- 
tation on  solide  dont  le  volume  est  un 
maximum  ou  un  mûtsmicm relatif ,  853. 
*-*  Courbe  qui ,  sous  on  périmètre  don- 
né, renferme  le  plus  grand  espace, 
ikid.  —  Usage  des  courbes  paraboli- 
cfuea  pour  rinterpolatîon  des  suites , 
876  «  878..-'Déterminer  celles ,  qui  par 
une  double  réflexion ,  renvoyent  un 
rayon  lumineux  an  point  d'où  il  est 
parti ,  1144 ,  Non.  —Trouver  celles 
dans  lesquelles  la  sontangente  est  dans 
un  rapport  constant  avec  la  sousécante 
correspondante  à  une  dilftrciice  don- 
née,   1145. 

Courba  à  double  courbure:  leur  géné- 
ration ,  )  18.— par  fens.emble  de  leurs 
tan^ntes  forment  une  sutfaco  déve- 
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loppable ,  346.  —  équation  de  leurs 
pro)ections ,  ibid.  —  équation  de  leur 

tangente ,  346 ,  547-  -^  i«««  <>««- 
,  lacions,  347. —*  leur  contact  avec  des 
surfaces ,  leur  plan  osculateuc  ,  348. 
fv- considérées  conune  des  polygon^, 
349.— différentielle  de  leur  aie  ,  iUd. 
«*-»  leur  plan  normal ,  la  surface  dèa 
plans  normaux,  35^0.  «^  la  sphère 
oeculatrice,  350,  353. -r^  leurs  dé-» 
vdoppées  ,  351.  -—  les  équations  de 
ces  développées,  356.  f^  ont  deux 
esjpèces  d'inflexions ,  357.  —  kurxcc* 
tincatîon  ,  531. 
Caurbu  reettfiables  sur  une  suriace  doft* 
née  sur  la  sphère,  537*  —qui  déter- 
minent sur  une  sur&ce  donnée  des 
aires  ou  des  volumes  exprimables  al- 
gébriquement —  sur  la  iphère  ,538, 
539,  540,  541.  — *  sur  les  surèices 
coniques,  542.  -*-  recherche  de  celles 

aui  sont  semblables  à  Quelques-unes 
e  leurs  développées,  é6o,  661.— 
trouver  Téouation  générale  de  celles 
dont  toutes  les  ungentes  font  le  même 
angle  avec  le  plan  des  Xt  y^  800.  ^^* 
qui  résulte  d'une  lignedroite  trac^  snr 
un  plan  lorsqu'on  a  roulé  ce  plan  sur 
un  cylindre  quelconque,  ibU»  — -  trou- 
ver celle  que  produit  une  ligne  droite 
tracée  dans  un  plan  qui  envooppe  une 
surfiice  conique  quelconque,  810^-— 
trouver  celles  dont  le  rayon  de  cour- 
bure absolu  est  consunt  9  814. 

Cott/^iffv  d'une  combe ,  sa  mesure ,  ses 
variations  y  avant  et  après  nne  in- 
flexion, ou  un  rebroussement ,  %{A. 

Courbure  des  surfices:  sa  mesure,  326. 

Cramer:  sa  division  des  courbes  de  même 
ordte  en  genres  et  en  espèces ,  236. 

Cubaturt  des  solides  ,515. 
^    CyUndn  du  second  ordre  t  314*     . 

Cyc/p/J<,i7i-a74.«»son  équation  déduî» 
te  de  celle  des  roulettes ,  açQ.-^  ac- 
conrcie.  —  alon^ée,  nos  — sa  qua^ 
drature ,  498.—  sa  rectincation ,  27)  » 

•    3 1 3. — est  elle-même  sa  développée , 
^73 ,  660.  —  renferme  entre  sa  déve- 
loppée et  ses  rayons  de  courbure  un 
«.espace  maximum  ou  mimmum  ^  848» 
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UA  LMMMMRTHz  manière  d'eiiYÎsager 
le  calcul  diffîrentiel  par  les  limîtes  , 
no.  çfl.  ««  Renouvelle  la  méthode  des 
limites,  985.  JVair.  —  Ses  réfleiiens 
et  son  théorème  sur  les  quantités  ima- 
ginaires, 16a ,  164.  —  Prend  part  à  la 
contestation  sur  les  logarithmes  des 
nombres  n^atifs,  183. -^^  Démontre 
qu'il  faut  prendre  les  coordonnées  né* 

£  tires  dans  un  sens  opposé  à  celui . 
s  coordonnées  positives  ,  soa.— 
Confirme  Texisfence  des  points  de  re- 
broussement  de  la  seconde  espèce,  a66. 
•*^Sa  méthode  pour  intégrer  comotn- 
tement  plusieurs  éqoatiofts  didértfn- 
tielles  du  premier  degré,  6k6  et  la  /iok , 
657. — Comme  il  intègre  1  équation  du 
premier  ordre  et  du  premier  degré  à 
deux  variables  ,  658.  -*-  Sa  dispute 
avec  Euler  sur  la  continuité  des  fonc- 
tion» arbitraire!  des  intégrales  de» 
équations  différemielles  partielles,  794. 
Sa  manière  de  présenter  les  équations 
différentielles  partielles»  ^54.  NoHé'^ 
La  méthode  qu'il  a  donnée  po«r  inté- 
grer les  équations  différentielles  du 
premier  degré ,'  Rapplique  aussi  aux 
équations  aux  différences  «'973. 

Défmittons  :  but  des  déinitions ,  préam^ 
btdt  du  prtrt^tf  chàpitn^  Tenu  L 

Degua  :  triangle  anal7ttqut|  118.-^  A. 
démontré  la  règle  de  Deseirtieâ ,  i78« 
—  Conteste  Texisférnse  des  rebroosse- 
mens  de  la  seconde  espèce,  166, 

Dclambrt  :  ses  formules  d'interpolation 
pour  les  logarithmes ,  pour  les  sinus , 
885  ,  880  »  891 Donne  une  expres- 
sion du  logarithme  du  cosinus  par  les 
puissances  du  sinus  ,  891.  Noté» 

Descarus  :  sa  règle  pouf  connokre  les  ra- 
cines positives  et  les  raçîitei  négatives 
d'une  équation  5 178. 

Déveioppann  ,  ^65.  — »  Recherthe  de  la 
développante  par  la  connofssaflce  de  sa 
développée  ^293. 

Dévtloppét  d'une  cOurbe ,  165.  -* La  dé- 
veloppée de  la  cycloide  est  une  autre 
cydoïde  inverse  de  la  première ,  I73, 
660.— La  développée  de  la  sphrale  lo* 
garîthmique  es€  une  spirale  sembla- 
ble »  178 ,  660.  — >  considérée  comme 
l'intersection  des  normales  coitsécut;- 
ves ,  189. 


Déviioppéu  :  problème  inverse  des  dé- 
veloppées ,  ao  3.  »  Une  courbe  plane 
a  une  infinité  de  développées,  351.  -^ 
Formation-  des  développées  d'une 
courbe  à  double  courbure,  3fa. ~ 
Leurs  équations  ^  356.  ^  Leur  analo- 
gie avec  les  solutions  particulières  , 
008.-*  développées  successives  d'une 
même  courbe  ;  leurs  équations  ,. 
660. 

Dévtloppemtnt  :  distinction  établie  entre 
le  développement  et  la  valeur  d'une 
fonction  ,  3,4.-.  d'une  fonction 
de  X  -^  k\  pourquoi  ce  dévelop- 
pement ne  contient  point  de  puis- 
sances négatives  de  A,  4.—  de  puis- 
sances fractionnaires,  iiO.  —aune 
fonction  quelconque  de  deux  quanti- 
tés liées  entr'elles  par  une  écrdation  , 
1 10^1 16.  »  Recherche  du  dévelop- 
pement de  f  (  X  +  ^  )  »  lorsqu'il  doit 
y  entrer  les  puissances  fractionifaires 
de  A ,  1 34.  —  en  séries  des  fonctions 
de  deux  variables,  144, 146.  «.  d'une 
fonction  de  deux  Quantités  déteràii- 
nées  par  deux  équations  à  trois  varia- 
bl^ ,  i4ft  -  de  f  r  jr  +  A  )  ;  expli- 
cation par  les  couroes  des  circons- 
taitees  oh  ce  développement  contient 
des  puissalpces  fractionnaires ,  a  (2; 
«^  de  f  (  *+*  )  %  expression  en  li^s 
de  ses  difîérens  termes  ,1158.  Non. 
des  surfiMe»  développabfes ,  352. 
Nou.  —  de  la  fonction  (i+/«cos^)% 
459-467. —  général  de  l'accroisse- 
ment de  l'aire  d'une  courbe  :  ses  termes 
représentés  par  la  différence  des 
segmens  des  parâboW  oscolatrices  , 
490.  Nou.  -^ de  f{x  +  A),  expres- 
sion de  hi  limite  d'une  portion  qnd- 
eonqde  de  ce  développement,  1069  > 

Diamètm  des  courbes ,  ùiy ,  U;i8.  ^  ab- 
ioka ,  210.  »  plans,  311. 

Difénnees  :  leur  n>rmatlon ,  859 ,  860  , 
86i.'— Leur  analogie  avec  les  pufs- 
sances  ,  864—869.  —  Ltfur  dévelop- 
pement par  le  théorème  de  Tayiof , 
863  ,  865  ,  871 ,  872.  —  des  fonc- 
*tions  de  pinsieure  variables,  86$, 
868 ,  869.  —  partielles  :  leur  dé- 
•  fimtion  ,  36.  -^^  Leur  nôtatioh  ,  869 
et  la  note.  — •  expression  des  différen- 
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ces  d'une  fonction  lorsque  les  diiFé- 
rences  successives  (des  variables  indé- 

Sendantei  ne  sont  pas  constantes  , 
70-872.  —  des  fonctions  logarith- 
miques ,  884 ,  885.  des  fonctions  ex- 
ponentielles 9  886.  —  des  fonctions 
circulaires ,  88t  -  8^.  —  des  loga- 
fithmes  de  ces  toncuons,  891.  —  ex- 
pression générale  de  la  différence  d'un 
ordre  quelconque  d'un  produit  de  deux 
'  facteurs ,  oag.  —  expreaâon  par  une 
intégrale  définie  des  différences  de  jc", 
1139.  —   mêlées.  —  successives, 

1140. 

Difénnriaùon.  Règles  pour  la  diilérentla- 
tion  des  fonctions  d'une  seule  varia- 
ble, algébriques,  13  -  19.  —  trans- 
cendantes ,  ao*  23 .  — -  des  fonctions 
de  deux  variables  ,  14  -  Sl6. 

DtffértnuaAons  :  lorsqu*on  dérange  l'or- 
dre des  difftrentiations  indiquées  et 
qu'elles  restent  tes  mêmes  et  en  même 
nombre,  le  résulut  ne  change  pas  , 
28.  —  des  équations  à  deux  va- 
riables, 40,  45.  -—des  fonctions 
transcendantes  par  les  limites ,  91. 
—  règle  de  la  ^fférentiation  sous  le 
signe  f. 

Diffènnuado  de  curva  in  curvam^  {{2  i 
Nou. 

Vljfféremîatbn  :  peut  fociliter  l'intégration 
des  équations.  67a-  675. 

Dtfinmulks  (  définition  des) ,  9.-*  for- 
mation des  divers  ordres  de  diffiren- 
jtiellesy  10.  —  la  différentielle  secon- 
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fond  dans  certain  cas  avec  Taccroisse- 
ment ,  41.  —  partielles  (  définition 
des  ) ,  3o.  —  des  fonctions  à  plusieurs 
variables ,  leur  analogie  avec  les  puis-' 
sances  des  polynômes ,  31 ,  39.  — . 
détermination  simultanée  de  toutes  les 
diéérentielles  d'une  fonction  par  le 
développement  de  cette  fonction  ,  34 , 
j^  ^  j6.  ..  de  l'ordre  n  de  la  fonc- 

^Q  —  ,,  36,  987.— .formulos 


générales  desdlfférentieUeld*une  éc^na- 
tion  à  deux  variables ,  49.'— expression 
générale  de  <f"  .y;[,i07.-«difiérentieUeft 
considérées  dans  les  polygones  4'ttn 
nombre  Infini  de  côtés,28o.-*  logarith- 
miques ,  20.*—  binômes ,  leur  intégra- 
tion ,  380  -  303.  — -  recherche  des 
différentielles  des  fonctions  qu'on  ne 
sauroit  exprimer  autrement  qu'en  sé- 
ries dont  les  termes  ont  une  râleur 
déterminée,  953 - 9(9. —-trinômes j 
leur  intégration ,  395 ,  306.  — .  inter- 
polées ,  ou  danslesquelles  TexDosantde 
u  caractéristique  ^est  un  nomore  frac- 
tionnaire ,  1074*  —  expresuon  par 
une  Intégrale  définie  des  dtff&renccsde 

Distance  :  expression  de  la  distance  de 
deux  pointt  donnés  sur  un  plan ,  1 97. 
—d'un  point  à  Torigine  i»  coordon- 
nées dans  l'espace ,  305».  «—  de .  deux 
points  dans  l'espace,  ihid. 

Diviseur:  usage  du  diviseur  commun 
dans  l'élimination ,  i90,'i9i.' 
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Elimination  des  constantes ,  des 
fonctions  irrationnelles  et  des  fonc- 
tions transcendantes  par  la  diffi&ren- 
dation,  ^o,  ft.— des  variables,  entre 
les  équations  différentielles ,  72  ,  78 , 
652 ,  et  la  Note.  —  entre  les  équations 
aux  différences,  994.  —  des  incon- 
nues dans  les  équations  algébriques  , 
189-  192.  —-  successive,  ses.incon- 
véniens  ,  19a.  —  répond  à  la  recher- 
che  des  intersections  des  courbes ,  228. 
— -  des  inconnues  des  équations  algé- 
briques par  le  moyen  des  polynômes 
multiplicateurs ,  966  -  969.  —  esprit 
et  propriété  de  l'élim'mation ,  2163  , 
^ote,.  —  dips  fonctions  arbitraires  entre 


les  équations  ^ff&rentielles  partielles  ; 

83»  334»  335 »  536»  337»  3**»  ^45. 
^-  cas  oh  les  fonctions  ne  peuvent 

s'éliminer  séparément ,  760.  — -  déter- 
mination du  nombre  de  différentia- 
tions  nécessaires  pour  Ciire  disparoitre 
un  nombre  donné  de  ces  fonctions  , 
761 ,  762.  —  Manière  d'effisctuer  ces 
différentiations,  763. 
Ellipse  :  son  équation  déduhe  de  celle  du 
second  degré  à  deux  indéterminés  ^ 
213.  —  d^ermination  de  l'ellipse  os* 
culatrice  d'une  courbe ,  1169.  —  son 
aire ,  comparée  à  celle  du  cercle ,  495* 
-«-  sa  rectification,  série  qui  exprime 
le  quart  de  l'ellipse ,  503.  —  transfor- 
mations 
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mations  de  ^expression  de  la  différen- 
tielle de  son  arc ,  50s  ,  509. — liaison 
dés  arcs  d'une  suite  d'ellipses  dont  les 
excentricités  vont  en  croissant  ou  en 
décroissant,  506,  507 ,  508.  —  dans 
cette  courbe  la  tangente  d'un  point 
quelconque  <oupe  sur  les  perpendicu- 
laires élevées  aux  extrémités  du  pre« 
mier  axe  des  parties ,  dont  le  produit 
est  un  maximum  ou  un  minimum,  842. 

Ellipsoïde^  de  révolution  ,  316.  —  leur 
solidité,  leur  aire,  517. -—allongé, 
iàid.  L'ellipsoïde  applati  est  celui  qui 
résulte  de  la  rotation  de  Pellipse  au- 
tour de  son  petit  axe.-^Equation  de  la 
surface  qui  coupe  sous  un  angle  droit 
tous  ceux  de  ces  solides  qui  ont  un 
même  centre  et  leurs  axes  dans  la 
même  direction ,  .791. 

Embrassemtnt  des  branches  d'une  cour- 
be, aai. 

Epicyclpidt ,  5192. 

Equations  :  les  équations  de  degré  im- 
pair ont  toujours  une  racine  réelle  ; 
les  équations  dç  degré  pair  lorsque 
leur  derni(M'  terme  est  négatif,  ont  au 
moins  deux  racin?s  réelles^  Introd,  10. 
•— identiques  (  définition  et  «sage  des  ), 
Introd,  15,  Note.  —  parcourantes , 
Introd*  II.  -r-  (  différennations  des  ) 
40.  •—  manière  d'avoir  les  valeurs  des 
coefficiens  différentiels  dans  les  équa- 
tions, 45  et  suiv.— On  peut,  dans  une 
équation  à  deux  variables  ,  prendre 
xelle  qu'on  voudra  pour  fonction  de 
l'autre ,  55  etsuiv.  -^  Différentîatioa 
des  équations,  dont  le  nombre  est- 
moindre  d'une  unité  que  celui  des 
variables  qu'elles  contiennent ,  68, 
^-^  Manière  de  reconnoitre  les  plus 
•grands  termes  d'une  équation  à  aeux 

,  variables,  1 19. —Expression  de  la 
somme  des  puissances  sem()lables  des 
racines  d'une  équation,  158,  161.  -— 
Formation  d'une  équation  d'après  les 
relations  que  ses  racmes  doivent  avoir 
av^c  celles  d'une  équation  donnée.^ 
a6o.—- Les  équations  algébriques  peu- 
vent toujours  -se  décomposer  en  fac- 
teurs réels  du  second  degré ,  16a ,  163. 
•«--  à  deux  termes.,  expression  de  leurs 
racines  et  leur  décomposition  en  fac- 
teurs du  second  degré  au  moyen  des 
sinus  et  des  cosinus,  1^-  ^ji,,mm 
Pécompo^ition  de  l'équation 

Apptndici^ 
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en  facteurs  du  second  degré,  17a' 

—  Résolution  des  équations  du  troi- 
sième degré  dans  le  cas  irréductible 
par  le  moyen  des  sinus  et  des  cosinus , 
175.  —Formule  des  racines  des  équa- 
tions qui  se  rapportent  à  la  division  de 
l'arc  de  cercle,  176.  —  Caractères 
pour  reconnoitre  si  une  équation  pro- 
posée a  des  racines  imaginaires,  177. 
-r*  au  quarré  des  différences  ,  ih'id. 
-^  ses  propriétés,  178,  179,  18a 

—  Règle  de  Descartes ,  pour  recon-    / 
noîtce  le  nombre  des  racines  positives 

et  des  racines  négatives  d'une  équation 
178,  181.  -^  Règle  pour  en  trouver 
les  racines  égales,  180.  —  équatioa 
finale  résultante  de  l'élimination  de 
plusieurs  inconnnes  dans  les  équations 
algébriques ,  degré  auquel  elle  peut 
monter,  191 ,  969.  —  réciproques^ 
transformation  qui  les  abaisse,  404. 
Nott.  — *  Usage  du  Calcul  différentiel , 
pour  résoudre  les  équations  par  appro-* 
ximation ,  193 ,  194.  -«  équations  qui 
représentent  en  même  tems  plusieurs 
courbes ,  207,—  qui  sont  la  somme  de 
plusieurs  quarrés ,  309 ,  ^ore.-*  géné- 
rale des  lignes  du  second  ordre.  Sim- 
plification de  cette  équation  par  la 
transformation  des  cooraonnées ,  ai  l* 
215.  —  de  l'ellipse,  du  cercle,  de 
l'hyperbole ,  313.  —  de  la  parabole  » 
2J4»  —  de  l'hyperbole  rapportée  à 
SCS  asymptotes,  iif.  -*- générale  des 
lignes  du  troisième  ordre,  ai 6.  -« 
Principes  de  leur  construction  par  Tîn* 
tersection  des  lignes,  aa8. -i-des  di» 
vers  genres  d'équations  par  lesquelles 
une  même  couroe  peut  être  représen- 
tée, aSa.  —  de  fa  cydoîde,   171^ 

—  des  spirales ,  17^  ,  878.  —  du  plan 
et  de  la  ligne  droite  dans  l'espace  ^ 
194 -397.  -*-  de  la  Tphère,  joa. 
•^générale  des  surfaces  du  second  de- 
gré »  307.  -»-  des  surfaces  àvL  second 
degré ,  transformées,  3  ta  .—Caractère 
auquel  on  reconnoit  celles  des  surfaces 
coniques ,  celles  des  surfaces  cylindri- 
ques, 314.  -*  générale  des  surfaces 
coniques,  334.  — générale  des  surfo- 
ces  cylindriques.,  335.  —  générale  des 
surfaces  de  révolution,  336,  —  des  - 
sutfices  engendrées  par  le  mouvement 
d'une  sphère  dont  le  centre  reste  dans 
le  plan  des  xet  y,  337.-rgénérales  de$ 
surfaces  dé veloppables ,  341.  — de  la 
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sur£ace  ençendrét  par  le  mouvement 
d'une  droite  qui  en  touche  constam- 
ment trois  autres,  344.  — des  surfaces 
engendrées  par  le  mouvement  d'une  li-  . 
gne  woîte  qui  passe  par  Taxe  des  ^  et  qui 
est  parallèle  au  plan  des  xety^  344. 
—  du  plan  oscnlateur  ,    348.  — '  de 
la  développée  des  courbes  à  doubles 
courbures,  356.  -—des  surfaces  gau- 
^        ches,  /4^,  — -  équations  de  condition 
c[ai  doivent  avoir  lieu  dans  toute  diffé- 
rentielle exacte ,  84-90.  —  de  condi- 
tion' déduites  de  la  considération  des 
sur&ces ,  320.  —  de  condition  pour  les 
difGfarentielles  à  deux  variables^  dé- 
duite deTintégradon ,  <[  f  2.  —  de  con- 
dition pour   rint^rabilité  des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre  à 
deux  variables ,  déduite  de  l'intégra- 
tion ,  629.  —  de  condition  relative  à 
Tintégrabilité  des  fonctions  aux  difFé- 
lencet,  lOsS.  — -leur  analogie  avec 
'  celles  qui  déterminent  les  maxima  et 
minima  des  intéf^rales  aux  différences , 
10^9.  —  primitives  ,  leur  définition  , 
4^.  —  différentielles ,  leur  définitîoir, 
<î^/</.  — une  équation  différentielle  ré- 
pond à  une  inanité  d'équations  primi- 
tives, et  une  équation  pnmi ti  ve  répond 
aussi  à  une  infinité  a'équatiohs  diffé- 
rentielles^ 54. —  une  équation  diffé- 
rentielle ,  dans  laquelle  il  ne  paroît  que 
deux  variables  et  o^  l'on  n'a  supposé 
aucune  différentielle  constante ,  peut 
toujours  être  regardée  comme  dérivant 
de  deux  équations  primitives  à  trois  va- 
riables, 7  J.  — -  Une  équation  différen- 
tielle peut  représentef  une  infinité  de 
courbes- différentes,.  iSx.  —  Préparer 
vne  équation  différentielle  entre  xtty^ 
de  manière  qu'on  y  puisse  regarder  x 
comme  fonction  ae  y ,  ou  y  comme 
fonction  de*,.  59,  63.— Conditions 
auxquelles  doit  satisfairetoute  équation 
différentielle  à  deux  variables ,  dans 
laquelle  on  n'a  supposé  aucune  diffé- 
sentielle  constante ,  6a ,   64.  Aucune 
équation  homogène ,  par  rapport  aux 
différentielles ,  ne  peut  être  regardée 
comme  absurde ,  75.  —  Transtoma- 
tion  des  équations  différentielles ,  dans 
lesquelles  plutieurs  variables  sont  fonc- 
tions d'une  seule^  en  d'autres  ordonnées 
par  rapport  à  une  nouvelle  variable 
«dépendante ,  73 ,  7< ,  77-  —  à  trois 
variables  ^  79,  — .  à  un  nombre  quel- 


conque de  variables,  8r.  —  Leur 
formation  par  les  limites ,  95.  «^^  du 
premier  ordre  séparées ,  {44.  -«-  ho- 
mogènes ,  ou  susceptibles  de  le  deve» 
nîr,  545,  546,  548.  —du  premier 
degré  et  du  premier  ordre,  séparation 
de»  variables  dans  les  équations ,  547* 

—  du  premier  ordre  întégrables  im- 
médiatement, C52,  5^3. —  du  pre- 
mier degré  et  au  premier  ordre  leur 
facteur,  556.  —homogènes  du  pre- 
mier ordre  leurs  facteurs ,  {58. 

Equations  différentielles  analogues  inté* 
grables  par  un  fiicteur  donné,   56a» 

—  du  premier  ordre,  détermination 
de  l'éauation  quand  le  acteur  est  don- 
né ,  561  -  56<.  —  leur  intégration  pac 
la  méthode  aes  coefficiens  indétermi- 
nés, en  employant  des  facteurs  de 
forme  donnée,  566.— du  premier  or- 
dre dans  lesquelles  les  différentielles 
passent  le  premier  degré,  567-575. 

—  du  premier  ordre  qui  s'intègrenr 
après    leur  différentiatîon  ,   573.  -» 
leur  solution  particulière ,  578.  —fer- 
mule  générale  des  équations  qui  sln- 
tègrent  par  une  nouvelle  diffirentia* 
tion ;  971 ,  675.— du  premier  ordre , 
leur  intégration  par  approximation  ,. 
594  f  601.— du  premierordre ,  leur  in- 
t^ation  par  les  séries  1  coefficiens  in- 
déterminés, 594.— par  le  théorème  de 
Taylor,  595,  597.— du  premier  ordre 
à  deux  variable»,  construction  qui' 
prouve  qu'elles  sonttoujcQrs.'po^tibles, 
596.>— du  premier  ordre ,  lenrint^a- 
tion  par  les  fractions  continues,  598-- 
601.  —  du  premier  ordre ,  leur  coni« 
truction  géométrique ,  6ca-€o4.*-»du 

{)remier  ordre,  leur  construction  par 
estractores,  6041 

Equations  à  trois  termeS',  et  équation  de 
Riccati^  séparation  des  variables  dans 
ces  équations.,  ^44,  5^0. 

Equation  de  Riccad ,  son  mtégrale  com- 
plète, obtenue  lorsqu'on  en  connoît 
une  intégrale  particulière,  584.  -in- 
tégrée par  les  tractions  continues,  60I; 
-Mk]uations  \  quatre  termes  (exemples 
des  )  ,  séparation  des  variables^  dans 
ces  équations,  j^a 

Equations  différentielles  du  second  or^ 
dre  qui  ne  renferment  que  des  coefil- 
ciens  différentiels ,  leur  intégration  ^ 
609.  —  du  second  ordre,  intégration 
de  celles  oii  il  n'entre  que  le  coeacicnt 
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^ifiérentiel  de  cet  ordre  et  une  des  va- 
fiables  ,  609,  6ii.  — -  à  deux  varia- 
bles ,  leurs  intégrales  successives  ; 
nombre  de  ces  intégrales,  610.-— 
du  second  ordre,  dans  lesquelles  on 
transforme  les  différencielies  prises 
pour  constantes,  612. —  du  second 
ordre  ,  intégration  xle  celles  oii  il 
n'entre  que  les  deux  coefficiens  dif- 

'  férentiels  et  une  des  variables,  613  , 
6-14.  —  du  premier  degré  et  du  second 
ordre  j  son  intégration  par  les  trans- 
formations ,  6i5»6a3.  •—  du  second 
ordre ,  leur  intégration  par  des  trans- 
formations, 609-628. 

Equations  différentielles  du  second  ordre 
homogènes  entre  les  variables  et  leurs 
différentielles  considérées  comme  de 
nouvelles  variables  ;  d'oii  dépend  jeur 
intégration  ,  624  -  628.  —  du  second 
ordre  intégrable  immédiatement ,  609. 
•i--  du  second  ordre ,  leur  intégration 
au  moyen  du  licteur,  630-036.-^ 
-du  premier  de^é  et  du  second  ordre  ; 
rie  »cteBr4|ul  les  rend  intégrables  peut 
ne  dépendre  que  d'une  seule  variable 
et  d'une  équation  du  premier  ordre  , 
-633.  — du  second  ordre  qui  devien- 
nent intégrables  par  le  moyen  d'un 
facteur  donné,  634-636.—  du  second 
ordre,  leur  intégration  pavapproxi- 
naation^  637-645.  — du  second  or- 
dre ,  leur  intégration  par  des  séries  à 
coefficiens  indéterminés,  6t7,-64o-64<. 
«—leur  intégration  par  la  série  ae 
Taylor^  €30.  —  du  second  ordre  et 
des  ordres  supérieurs  ^  ienr  construc- 
-tion  par  les  paraboles  osculatrices  j  63  g. 
.«-.  par  les  polygones ,  par  les  cercles 
oscuiateurs  pour  le  second  ordre.  Nju, 

—  des  ordres  supérieurs,  646-* 66 1. 
•—  Intégration  de  celles  qui  ne  con- 
tiennent qu'un  coefficient  différentiel 
et  l'une  des  variables ,  ou  deux  coeffi- 
ciens différentiels  consécutifr^  646. 
— -  à  deux  variables  du  second  ordre 
et  des  ordres  supérieurs ,  leur  trans- 
formation en  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre  ;  (  observ. 
sur  le  n**.  7'^79  à  la  fin  du  2*  volume). 

—  du  premier  degré  à  deux  varia- 
bles ,  leur  Théorie  générale  d'après 
JL'g'ongc^  647-651  —du  premier 
degré  à  coefficiens  constans ,  If  ur  in- 
•tégration  générale^  648. — lorsqu'elles 
4>nt  un  dernier  terme  fonction  i^x, 
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649 ,  650.  —  du  premier  degré  à 
Goemciens  variables  et  d'un  ordre  in- 
défini ,  susceptible  d'intégration  géné- 
rale y  6  5 1.  —•  du  premier  degré  à  trois 
variables^  l'intégration  simultanée  de 
deux  de  ces  équations  par  des  facteurs , 
659«-^du  premier  degré  en  nombre  m 
et  renfermant  in^-l  variables ,  de  leur 
intégration  simulunée ,  652-659^^ 
d'une  courbe  exprimée  au  moyen  de 
quantité  sinhéremes  i,  la  courbe  ^  66  u 
i^du  premier  degréj  leur  intégration 
approchée  par  la  méthode  des  substi- 
tutions successives,  66a-  666»  -^  du 
premier  degré ,  manière  de  faire  dls- 
paroitre  les  arcs  de  cerde  introduits 
dans  leurs  intégrales  ,-664,  665 ,  666^ 

—  du  premier  degré ,  leur  intégration 
approcnée  par  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires^  666.  Non,  —  leurs 
solutions  particulières  p-  667  •  671» 
^•^  à  deux  variables,  leur  résolution 
par  les  intégrales  définies ,  1.1  a  0- 1 1  b8« 

—  leur  résolution  par  les  intégrales 
fr^'^vdu  et  fwvdup  1134. -.to- 
tales à  trois  vatiibles  du  premier  ^r« 
dre ,  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour 
ou'une  des  variables  soit  fonction  des 
deux  autres ,  70^.—  dites  absurdes  p|it 
une  signification  réelle  ^/^/i.  —à  trois 
variables  homogènes,  leur  intégration^ 
707 ,  708.  —  toules  à  trois  variables 
du  premier  ordre,  leur  intégration  , 
699,  701,  70a,  703.  et  l'addi- 
tion placée  à  la  fin  du  volume,7O4-709« 

—  à  trois  variables  oit  les  diffiben- 
rîelles|>assent  au  premier  degré,  con- 
dition de  leur  inté^rabilité ,  700.-— 
totales  à  quatre  variables ,  leur  inté- 
gration, 711,  712. —  à  trois  varia- 
bles, leur  transformation  par  les  coeffi- 
ciens difiérentiels ,  leur  décoippositipn 
en  équatipns  différentielles  partielles  » 
et  leur  intégration  par  ce  moyen  ,713. 

—  du  premier  ordre  simultanées  à 
plusieurs  variables^  leur  transforma- 
tion en  équations  différentielles  par- 
tielles ,  737 ,  et  l'observation  sur  ce 
numéro  à  la  fin  du  second  volume» 
— -  totales  à  trois  variables  du  second 
ordre ,  nombre  de  constahtes  qu'on 
peut  faire  di&paroitre ,  en  passant  par 
.cet  ordre  lonqu'on  ne  fiit  point  va« 
rier  dxetdv,  710-  713.  «p-  totales  à 
trois  variables  du  second  ordre,  con- 
dition de  leur  intégrabilité  lorsqu'on 
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n*y  regarde  qu'une  difFérentielle  du 
premier  ordre  comme  constante ,  Uid, 
—  totales  à  trois  rarlables  d*un  ordre 
quelconque  ,  recherche  des  conditions 
qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'elles 
puissent  s'intégrer  une  ou  plusieurs  fois 
de  suite,  714,  715.  —  du  premier 
ordre  à  m  variables ,  et  nomore  des 
conditions    nécessaires    pour    qu'on 
puisse  y  regarder  une  variable  comme 
fonction  de  toutes  les  autres,  ou  qu'elle 
ait  pour  intégrale  une  seule  équation 
primitive,  716. 
Equations  diflérentielles  partielles  du  pre- 
mier   ordre,  leur  intégration,  716- 
742.  —  partielles   du  premier  ordre 
^    trois    variables  ,    dans   lesquelles 
les  coefEciens  difSérentiels  ne  mon- 
tent ^u'au  premier  degré,  leur  in- 
tégration,  717 -7a4.  — partielles  à 
trois  variables  du  premier  ordre,  leur 
intégrale  générale  déduite  de  l'inté- 
grale complette  renfermant  deux  cons- 
tantes arbitraires,  719,  721,  731. 
—-partielles  du  premier  degré  du  pre- 
mier ordre  à  trois  variables,  transfor- 
mation ^ui  les  ramène  à  des  éauations 
différentielles    à  deux  variables    par 
rapport  à  la  quantité  qui  doit  entrer 
sous  la  fonction  arbitraire ,  7S8.  Note, 
<«-  partielles  du  premier  ordre ,  leur 
correspondance   avec   des  équations 
différentielles  à  trois  variables  qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d'intégra- 
bilité,  806.  —  partielles  du  premier 
ordre  à  quatre  et  à  cinq  variables  et 
dans  lesquelles  les  coefHciens  différen- 
tiels ne  passent  pas  le  premier  degré, 
leur  întéeration  ,  7^5  ,  7^5 ,  ya9. 
—  partielles  du  premier  ordre  à  quatre 
▼arubles ,  conditions  de  l'intégration 
simultanée  de  deux  équations  de  ce 
genre,  709.  —  partielles  du  premier 
ordre  à  trois  variables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coefH- 
ciens différentiels ,  leur  intégration  , 
730-740.  — partielles  du  premier  or- 
dre à  trois  variables  qui  passent  le  pre« 
mier  de^ré  par  rapport  aux  coefïiéiens 
différentiels,  moyen  de  les  intégrer 
en  les  décomposant  en  deux  autres , 
740  et  la  /lo/r.— partielles  du  premier 
ordre  à  quatre  variables  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens  différentiels ,  leur  intégration , 
74*  9  744»  — •  partielles  des  ordres  su- 


périeurs qui  s'abaissent  en  se  rémanent 
immédiatement  à  des  équations  diffé- 
rentielles ,  741 ,  744.  — ^  partielles  du 
second  ordre  à  trois  variables  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coefficiens 
différentiels  de  cet  ordre ,  leur  inté- 
gration ramenée  à  celles  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre , 
745  -  7î  1 .  — partielles  du  premier  de- 
gré et  du  second  ordre ,  leur  intégra- 
tion lorsqu'elles  peuvent  avoir  une  in- 
tégrale du  premier  ordre ,  750 ,  75 1>« 
—  partielle^  du  troisième  ordre  ou  de 
l'ordre  n  et  du  premier  degré  par  rap- 
port aux  coefficiens  difSerentiels  de 
cet  ordre ,  leur  intégration  ramenée  ^ 
celle  de  deux  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  7^2-7^6.  —  par- 
tielles du  troisième  ordre  ou  de  l'or- 
dre /z ,  ne  contenant  que  les  coefficient 
difKrentiels  de  cet  ordre  au  pren:iier 
degré,  et  multiplier  par  des  constan- 
tes ,  leur  intégration ,    7Ç3-75S»  — 
partielles  du  second  ordre  a  quatre  va- 
riables et  du  premier  dfgre  par  rap- 
Fort  aux  coefficiens  difRrentiels   de 
ordre,  leur  intégration  ramenée  à 
celle  de  troU  équations  différentielles 
du  premier  ordre,  TÇ7,  7^8.-^  par- 
tielles   à   trois    variables    qui   nont 
point  d'intégral^  de  l'ordre  immédia- 
tement inférieur,  759,  760.-— par- 
tielles à  trois  variables,  dans  l'inté- 
grale de  laquelle  on  ne  peut  £iire  dis- 
paroitre  qu'en  même  temps  les  deux 
fonctions  arbitraires  ,  760.— partielles 
du  second  ordre  à  trois  variaJbïet^ 
examen  de  Pétendue  de  leurs  inté- 
grales, 761,  764,  765.  — partielles, 
théorie  générale  de  leur  formation  ,, 
764,  705.—  partielles,  leurs  solu- 
tions particulières ,  y66 ,  767.  —  par* 
tielles  du  second  ordre  à  trois  varia- 
bles, leur  intégration  par  les  séries 
tentée  parfu/er,  768.— partielles  du 
second  ordre  du  premier  degré  et  à 
trois  variables ,  leur  intégration  par  les 
sériées  ,769-774  ;  777  »  778.  —  par- 
tielles  du  second  ordre  et  du  premier 
degré  à  trois  variables ,  méthode  que 
EuTer  emploie  pour  en  trouver  une  in- 
finité qui  soient  intégrables ,  769.  Note. 
— -  partielles  du  second  ordre  du  pre- 
mier degré  et  à  trois  variables  ;  leur 
transformation  par  rapport  aux  quan- 
tités qui  entrent  dans  les  fonctions  ar- 
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V  bltralres ,  7*9-771^  —  partielles  du 
premier  degré ,  du  second  ordre  et  à 
trois  vanabTes  ,  qui  n'admettent  point 
d'intégrale  générale  en  urmts  finis, yj\, 
(  V,  les  corrections  à  la  fin  du  troisième 
volume  ).  —  partielles  du  premier  de« 

gré  )  du  second  ordre  et  à  trois  varia- 
les  ,  digression  sur  la  forme  de  leurs 
intégrales ,  775 ,  776 ,  et  l'addition  à 
ce  dernier  n^^dans  le  troisième  volume, 
*—  partielles  du  premier  degré ,  leur 
intégration  par  la  méthode  des  coeffi- 
ciens  indéterminés ,  780.  —  partielles 
du  premier  degré  à  coefficiens  varia- 
bles généralement  intégrables ,  78 1  • 

Equdûons  différentielles  partielles  à  trois 
variables  I  ne  contenant  que  les  coeffi- 
ciens différentiels  de  cet  ordre  multi- 
pliés par  des  fonctions  de  ceux  du  pre- 
mier ,  ou  une  fonction  quelconque  de 

•  ceux  du  second  ordre;  transforma- 
tions qui  conduisent  à  les  intégrer^ 
781-784, 786.  —  partielles  du  second 
ordre  à  trois  variables ,  qui  passent  le 
premier  degré  par  rapport  aux  doefii- 
ciens  de  cet  ordre  ;  remarque  sur  leur 
intégration,  785.  — partielles  à  trois 
variables ,  leur  résolution  par  les  inté- 
grales définies,  1120- 113!!. —  par- . 
tielles  à  quatre  variables ,  leur  résolu- 
tion par  les  intégrales  définies  9  1133* 
*-  partielles  à  quatre  variables  qui  se 
rapportent  au  mouvement  des  fluides , 
leur  intégration  par  tes  séries,  ib.  Non. 
•i* partielles  à  quatre  variables,  qui  se 
rapportent  à  la  propagation  du  son,  IL 
Ao/e.  — -  partieues  d|^  premier  ordre  , 
leur  construction  géométrique  par  les 
surfiicef  courbes ,  787.— Construction 
géométrique  des  intégrales  de  quel- 
ques-unes de  ces  équations,  789-793. 
—  partielles  du  premier  degré ,  du  se- 
cond ordre  et  à  trois  variables  ,■  déter- 
mination des' fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  leur  intégrale ,  797.  — * 
partielles,  manière   dont  Dalembert 
eaivoit  ces  équations  ,854.  Note. 
Equations  différentielles  à  trois  variables 
qui  ne  satisfont  pasaux  conditions  d'in- 
tégrabilité ,  leur  intégration  ,798-814. 
— ^u  premier  ordre,  dans  lesquelles  les 
différentielles  ne  passent  pas  le  premier 
degré,  798-8C1.— trouver  parmi  le 
nombre  infini  d'équations  primitives 
qui  répondent  à  une  de  ces  équations , 
celles  qui  sont  algti)rîques  y  8oOt  — 
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où  l^s  différentielles  passent  le  premier 
degré  ,  leur  intégration,  802-025.  •— 
du  premier  ordre ,  leurs  intégrales  dé- 
duites de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires et  leurs  solutions  particuli^es, 
804,  8dj.  — du  premier  ordre  cor- 
respondent à  des  équations  différen-' 
tielles  partielles  du  premier  ordre,  Soéw 
-—  du  premier  ordre ,  leur  construc- 
tion par  les  courbes  à  double  cour- 
bure,  807-811.— *•  leur  correspon- 
dance avec  les  équations  différentielles 
totales  ,  prouvée  par  la  considération 
des  caractéristiques  et  des  arrêtes  de 
rebroussement  des  sur£aces ,  81 1. 
Equations  du  second  ordre  ,   remarque 
sur  leurs  intégrales,  812  r  814.  —  du 
second  ordre  répondent  à  des  ques- 
tions géométriques,  814. 
Equations  aux  dinerences  à  deux  varia-^ 
blés ,  de  quelle  manière  elles  font  con-^ 
noitre  la  fonction  cherchée;  combien 
la  série  qu'on  en  déduit  doit  renfermer 
de  termes  arbitraires ,  970.  —  Cas  ob 
on  peut  les  transformer  en  équarions 
différentielles  d'un  nombre  fini  de  ter- 
mes*, elles  peuvent  toujours  être  trans- 
formées en  une  équation  d'un  nombre' 
infini  de  termes ,  971  -  999.  —  auz^ 
différences  du  premier  degré  à  deux 
variables  et  à  coefficiens  constans,- 
974  »  975»  "*  leur  intégration  par  les 
fonctions  génératrices,  1039,  1040. 
périodiques  aux  différences ,  leur  in- 
tégration. Equations  aux  différences 
qui  se  remèneot  au  premier  degré  par 
le  moyen  des  logarithmes ,  ^4,  -v- 
aux  différence»,  leur  intégration  par 
les  coefficiens  indéterminés ,  985.  — 
aux  d^érences ,  leur  intégration  lors- 
aue  les  différences  de  la  variable  in- 
dépendante ne  sont  pas  constantes,988. 
-~  intégration  d'une  équation  de  ce 
genre  par  les  séries.  Note,  -—  applica- 
tion aux  équations  aux  ordres  supé-« 
rieurs  ,  989»  —  aux  différences ,  de 
l'élimination  entre  un  nombre  m  de  ces 
équations  contenant  m+i  variables  , 

994.  — «  rentrantes   aux  différences^ 

995.  — •  aux  différences,  intégration 
simultanée  de  plusieurs  équations  aux 
difiSrences,  096. —aux  différences, 
nature  des  arbitraifes  qui  entrent  dans 
leurs  intégrales  ,  998  -  1000.  —  dé' 
termination  de  ces  arbitraires ,  lOqi. 
-«-leur  construction^  1002- 1004* ~ 
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aux  différences;   détermînatîon'  des 
diverses    espèces    d'intégrales     dont 

*  une  même  équation  est  susceptible, 
loo{- 1009. —>  aux  difiérencesi  leur 
rékolution  par  les  intégrales  /«— «*viii 
et  fu'^vdu ,  1 1 34.  —  du  premier  degré 
«ux  différences  partielles  à  trois  varia- 
bles et  à  coefHciens  constans ,  leur  in- 
tégration ,  1011  «1019.  -*  celles  à 
quatre  variables,  1020.  -—aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  degré  à 
trois  variables  et  à  coefiiciens  varia- 
bles, leur  intégration,  loat-ioif. 
•-»  du  même  genre  dont  l'ordre  dé- 
pend d'une  des  variables,  1026, 1027. 

Equations  aux  différences  partielles  à  trois 
variables  et  à  coefiiciens  constans  » 
leur  intégration  par  les  fonctions  gé- 
nératrices, 1051  -  1055.  — <-  a«x  diffé- 
rences mêlées ,  ou  contenant  à  la  fois 
des  différences  et  des  coefficiens  diffé- 
rentiels, 003.  —  aux  différences  mê- 
lées aux  différences  successives ,  leur 
formation ,  1 140-1 1 41. —leur  appli* 
cation  à  la  Géométrie,  1143-1145  — 
leur  usage  dans  l'analyse ,  1 1 46.  -—  li- 
néaires. (  Vifyt^  équations  du  premier 
degré.  ) 

'Essau  de  Géométrie  sur  les  plans  et  les 
surfaces  courbes  »  préambule  du 
Chap.  V,T.  I. 

'Eu!er:  les  développemens  qu'il  donne 
d'un  arc  par  les  sinus  de  ses  multiples , 
Introd,  44.  -rs  par  des  produits  indé- 
définis  de  cosinus ,  de  sécantes .  Introd, 
46.  «^  Ses  idées  sur  la  dérivation 
des  opérations  algébriques  les  unes  des 
mitres  »  8.  Nou.  le  développement  de 

,  36.»«déneion€re  le  théo* 


l/i-x* 

i|me  de  Newton  sur  les  racines  des 
équations ,  16a  — h\X  connojtre  la  na- 
ture des  logarithmes  des  nombres  né- 
gatifs, 183.-- sa  méthode  d'élimina- 
tion, 192.  ---sa  division  des  courbes 
de  m^me  ordre  en  genres  et  en  espè- 
ce 'À'iô,  -T-  donne  ?ezplication  d^une 
difficulté  aue  présente  |  évaluation  du 
JEiombre  des  points  qui  déterminent 
une  courbe  d  un  ordre  quelconque  , 
119.  Note,  -r  confirme  l'existence  des 
points  de  rebroussement  de  la  seconde 
espèce ,  a66,  --ses  travaux  sur  les  sur- 
filées courbes ,  préambule  du  Chap.V, 
T.  J.*—  ses  recherches  sorriatégration 
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des  diftérentielles  dans  lesqueUet  entie 
un  radical  du  second  degré  contenant 
les  quatre  premières  puissances  de  U 
variable,  399.  — sur  le  développa- 
ment  de  la  fonction 
^  i  +  «  cos  ç  )•,  465.  —  donne  une 
méthode  générale  pour  obtenir  let  in- 
tégrales par  approximation ,  470.  — * 
transforme  le  premier  les  intégrales 
doubles,  530.  —  s'occupe  de  la  re- 
cherche des  courbes  quarrables ,  etc. 
5  3n.  — -  résoot  le  problême  des  deus 
courbes  conjointement  rectifiablet  , 
(36.— résout  le  problême  de  la  courbe  ^ 
rectifiable  sur  une  surface  donnée,  5  37. 
-•—  sa  méthode  pour  intégrer  les  éqiia« 
tions  différentielles  du  prepier  ordre 
en  les  multipliant  par  un   Êictenr, 

If  5  a  -  560.  —  renverse  le  problênie  de 
adéterminationdesfacteurs,{6i-56f. 
•--  remarque  (|uele  facteur  d'une  équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  , 
étant  égalé  à  zéro,  en  donne  une  inté- 
grale ou  une  solution  particulière,  589. 

—  sa  solution  du  problême  des  trajec- 
toires ,  605.  — i  résout  le  problême  de 
la  dérermmation  des  courbes  qui  sont 
semblables  à  leurs  développées ,  660. 
«—  perfectionne  la  méthode  que  £4» 
grange  avoit  donnée  pour  parvenir  à  une 
équation  primitive  entre  les  variables 
des  transcendantes  elliptiques,  670. 

—  exemple  des  artifices  qu'il  einploie 
pour  intégrer  les  équations  difiéren* 
tielles  à  trois  variables ,  706.  —  idée 
de  la  méthode  qu'il  emploie  pour  in- 
t^rer  les  équat'yns  différentielles  par- 
tielles du  premier  ordre  à  trois  varia- 
bles ,  740.  Note, — satisfait  à  des  équar 
tions  d.fférentielles  partielles  du  se- 
cond ordre  à  trois  variables  par  des 
équations  -primitives  ,  sans  pouvoir 
obtenir  leur  intégrale  première  ,  759. 
r—  tente  l'intégration  des  équations 
différentielles  part  elles  par  les  séries  ^ 
768.  r-  méthode  qu'il  emploie  pour 
obtenir  des  équations  différentielles 
partielles  du  second  ordre  intégrables  ^ 
769  Note.  ^^  propose  la  question  des 
surtaces  équivalentes ,  791.  »—  donne 
une  construction  de  celles  quî  répon- 
jdent  au  plan ,  70).  —  sa  dispute  avec 
DaUtnberty  sur  la  continuité  d;fs  fonc- 
tions arbitraires  des  intégrales  des 
équations  différentielles  partielles, 79 4. 
•— s'occupe  du  problème  des  isopéri* 
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mitres  qn!  a  conduit  à  la  méthode  des 
Tirîations ,  838.  Nou.  -—  sa  notation 
dans  les  équations  différentielles  par* 
tielles  a  piéyalu^Sw*  iVofe.— inutilité 
des  parenthèses  qu  il  emploie  dans  la 
notation  des  coefficiens  diiEirentiels. 
Comparaison  de  cette  notation  avec 
celles  de  Warir.tt  et  de  Lagrange  ^  862  • 
Koic,  —  fait  dépendre  les  Int^rales 
aux  difiérences  des  intégrales  aux  diffS- 
rentielles  et  des  coefiSciens  différen- 
•   tiels ,  913.  —  sa  méthode  pour  déter- 
miner les  coefficiens  numériques  du 
développement  de  Stffy,   ois.  — i 
extrait  de  ce  qu'il  a  donné  aans  son 
Calcul  diffîrenticlsur  l'intégration  ap- 
prochée des  fonctions  aux  difiérences, 
936 ,  937.  —  formule  (qu'il  a  donnée 
pour  la  sommation  des  suites  dans  son 
Calcul  difflfrentiel ,  933-  937.  —^  ses 
recherches  sur  les  produits  de  grands 
nombres ,  947.  -*  discussion  entre  lui 
et  Daniel  BemouUî,  sur  les  limites 
des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  ,95 1. 
••«-applique  la  sommation  des  suites  à 
kor  interpolation.  Ce  qu'il  entend  par 
fitnciana  intxpUcabiUs ,  953-  —  re- 
marque la  forme  des  arbitraires  qui 
doivent  entrer  dans  les  intégrales  des 
équations  aux  différences  ,  909.  — « 
donne  le  terme  général  du  développe* 
ment  de  la  fraction  rationnelle  dont 
te  dénominateur  est  du  second  degré 
et  n'a  que  des  facteurs  imaginaires  j 
1044.  —  trouve  les  limites  de  quelques 
séries  divergentes,    1048. —'donne 
im^cas  particuHer  du  développement 
.   /*4i«%rf«*,  1050.  —  détermine  par 
le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  inté* 
gral  la  somme  d'un  grand  nombre  de 
suites ,  1058.  -«  séries  c^'il  désigne 
fouslenomd'Ay^erg^M^miiei,  106a. 
««  emploie  une  intégrale  oéfinie  pour 
obtenir  la  limite  de  la  série  diver- 
gente 

I  — i.a+i.1.3— etc. 
1065.  -*•  se  sert  aussi  des  fractions 
continues.  Nottm  —  donne  la  somma^ 
tion  d*un  genre  de  suites  fermées  par 
ta  multipHcation  des  termes  corres- 
pondans  de  deux  antres,  1068. —«ses 
iravanx  sur  l'interpolatiofty  lOji.— ' 
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considère  les  différentielles  dont  l'or^ 
dre  est 'désigné  par  un  exposant  frac- 
tionnaire ,  1074.  —  ses  travaux  sur  la 
détermination  des  valeurs  et  des  inté- 
grales  définies,  1076.  —  décompose 
les  exponentielles  en  facteurs ,  10^4. 
*<r  transforme  en  série  le  jproduit  d  un 
nombre  de  facteurs  f  soit  fini ,  soit  in- 
défini ,  1097.  —  ses  recherches  sur  les 
diverses  manières  dont  on  oeut  former 
un  nombre  par  l'addition  ae  plusieurs 
autres ,  1098.  *-  Mémoire  inédit  sur 
les  intéaraies  définies ,  1107.  —  son 

opinion  sur  la  transcendante, y -r—  $ 

II 19.  —  applique  les  intégrales  défi- 
nies à  la  résolution  des  éauations  dif- 
férentielles à  deux  variabl^ ,  1 1  âo; 
-^  cherche  à  déterminer  les  intégrales 
définies  qui  répondent  à  une  équation 
'dtfférentidle  (tonnée  ^  iifl4.  — a  ré- 
solu des  problèmes  de  Géométrie  re- 
latifii  aux  équations  aux   différences 

mêlées,  1143.  "44.".         ^      ^, 
^xponêntUlUs*:  leur  origine  et  leur  dé- 
veloppement, Imrod,  ni ,  15.— leur 
développement  par  les  limites»  1^.^^%, 

—  expressions  des  sinus  et  des  cosinus 
par  les  exponentielles  ima^naires» 
Introd.  yj.  —leur  diffirentiation/  ai. 
»-  par  les  limites ,  93,  —  imaginaires  , 
184  ^  i8f  ,  i86.  —  ont  la  propriété 
de  satisfaire  aux  équations  du  premier 
degré  à  coefficiens  constans  de  quelque 
ordre  qu'elles  soient,6i8, 648. — leurs  ' 
expressions  en  produits  indéfims,io88r 
—-leur  usage  sous  cette  forme  pour 
sommer  les  séries  des  puissances  néga- 
tive »  io89->i09i.— recherche  de  cea 
dernières  expressions  par  un  procédé 
purement  algébrique ,  1094  - 1096. 

ExprwUns  qui  deviennent  -  dans  cer- 
tains cas,  13Ï-13?»  >4i-i43»  »47- 

—  de  celles  dont  le  numérateur  et  le 
dénominaaeur  deviennent  infinis  en 
même  temps ,  ou  qui  sont  la  différence 
de  deux  quantités  infinies  ,  140.— qui 
sont  réellement  indéterminées  lors- 
qu'elles deviennent  - 1 60 ,  i43>  MT- 
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Paetatrs:  diflircntiatîons  d'un  produit 
composé  d'un  nombre  quelconque  de 
facteurs  ,  1 6.  -—  Tordre  des  facteurs 
d'un  produit  peut  être  changé ,  et  le 
produit  demeure  le  même,  38.  Note% 
«—doivent  être  ceux  qui  multiplient 
les  fonctions  différentielles  pour  for- 
fher  des  équations  qui  ayent  lieu  en 
même  temps,  54. -^propres  à  rendre 
rationnelle  une  expression  irration- 
nelle, 383» 

pacttur  propre  à  rendre  Intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, 554-^65.— -détermination du  fac- 
teur quand  on  a  Téquation  intégrale  ^ 

-  5  5  S .  '^—  pour  les  équations  du  premier 
ordre ,    lorsqu'il  ne  doit   renfermer 

S[u*une  des  variables,  556. —  d'une 
quation  du  premier  ordre ,  composée 
de  deux  parties  qui  ont  chacune  un 
commun  divi>eur,  557.  —  à€&  équa- 
tions différentielles  homogènes  du  pre- 
mier oidre  et  de  celle  du  premier  degré, 
558-560.— des  équations  du  premier 
ordre.mojren  proposé  par  M.  TnmbUy^ 
pour  les  déduire  des  intégrales  et  des 
solutions  particulières,  585^593*  -^ 
propre  à  rendre  intégrable  une  équa- 
tion différentielle  du  second  prdre, 
sa  recherche  en  g&néral ,  630^— lors- 
qu'il ne  doijt  pas  contenir  le  coeffi- 
cient différentiel  du  premier  ordre  , 
9)  I.  — -  recherche  de  ceux  oui  rendent 
intégrables  simultanémept  oeux  équa- 
tions d'un  ordre  quelcoMuè  à  trois 
Tariables,  659.  —  déterii^mation  du 
facteur  propre  à  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre à  trois  variables.  —  équations  qui 
doivent  avoir  lieu  lor&qu  il  existe  un 
tel  facteur ,  6ott.  —  propre  à  rendre 
intégrable  une  équation  différentielle 
à  4  ou  à  m  variables ,  conditions  qui 
doivent  avoir  lieu  pour  que  ce  facteur 
existe,  711,  712.  — propre  à  rendrç 
intégrables  les  équa*tions  différentielles 
à  deux  et  à  trois  variables;    cercle 
vicieux*  que  présente   sa  détermina- 
tion ,  729.  —  recherche  du  facteur  qui 
'    rend  intégrable  Téquation  du  premier 
degré  d'un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences^ 997.-^  recherche  de  ceux  qni 


rendent  Sntégrablei  les  équations  ans 
différences ,  formations  des  équations 
dont  iiU  dépendent,  icsS. 

Facultés  numériques ,  ce  que  c'est,  ix  08. 

Famille  des  surfaces  courbes  »  334  9  336. 

Fatio  de  DuillUr ,  ses  querelles  avec 
Léibnitz,  1044. 

FtuilUs  d'une  courbe ,  209. 

Fluxions  (  méthode  des  )  ,  vcyt^  la  Pré- 
face. 

Fonecntx  (  M.  Daviet  de  )  s'occupe  de 
l'équation     ^  (x  )*=f  ( d^)  +  ^  t 
988.  Note. 

Fonctions ,  leur  définition  ,  IntroiL  i; 
— -  explicites  ou  implicites  ^  Introd.  a. 
*—  algébriques  ,  on  transcendantes  , 
Introd.  3,  interscendantes ,  572.-^ 
distinction  entre  leur  développement 
et  leur  valeur ,  Introd^  4.  »-  dans  uns 
fonction  ordonnée  par  rapport  aoz 
puissances  de  it ,  on  peut  toujours 
prendre  x  assez  grand ,  pour  que  le 
terme  affecté  de  Ta  pins  hante  pnîs* 
sance  soit  supérieur  à  la  somme  de 
tous  les  autres ,  Introd,  8— suscepti- 
bles de  limites.  Introduit  ^\%  ^  13, 

«—algébriques,  leur  développement , 
Introd.  15. 
Fonctions  transcendantes  ;    développe- 
ment  des  fonctions  transcendantes ,' 
Introd.     21.    -*  changemens    d'une 
fonction  de  jt ,   lorsque  x  devient 
«  +  ^,.1.  —Recherche  du  dévelop- 
pement  général    d'une  fonction   de 
*  +  ^>   5»^»    7. —autre    manière 
d'arriver  au  dévcloppemen  de  f(  v-f-A),' 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  A, 
109.  —  Moyen  d'obtenir  les  fonctions 
dérivées  de  la  fonction  primitive  »  5. 
•— >  deux  fonctions  égales  ont   leurs 
différentielles  égales ,15.-—  diffiêren- 
tiation  du  produit  de  deux  fonctions  ,  ' 
16.— développement  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  suivant  les  puissan- 
ces des  accroissemens  de  ces  variables  , 
^5»  16,  3a,  33,  37,  39.  —  déduire 
le  développement  de  i(x-|-ii ,  y'\'h)  ^. 
de  celui  des  puissances  du  binôme,  32. 
—  d>fférentiation  des   fonctions  ren- 
fermant un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, 37.  —  développement   des 
fonctions  en  séries^  98-106.  —  étant 

donnée 
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donnée  la  fonction  f(je,y)=o,  déve- 
lopper en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  x ,  la  fonction  quelcon- 
que F(*,  y)^  1  lO.— sur  ce  que  devient 
le  développement  de  f^x+A:)  dans 
certains  cas  particuliers  j  1 28.'— toutes 
les  fonctions  qui  renferment  des  quanti- 
tés telles  que  a-^-bV —  r,  peuvent  se 
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ramener  à  la  forme  AdoVlv  — 1 ,164. 
—intégration  des  fonctions  d*une  seule 
variable ,  3^  —  recherche  des  fonc- 
tions qui  rendent  algébriques  des  inté- 
grales données,    531-542. — intégra- 
tion des  fonctions  de  plusieurs  raria- 
bles  ;  classification  des  diverses  espè- 
ces d'équations  différentielles  qui  peu- 
vent en  résulter,  698.— "récapitulation 
de  celles  que  l'on  peut  intégrer  aut 
différences,  911.— que  l'on  ne  peut 
exprimer,  ainsi  que  leurs  difiérentielles^ 
que  par  des  suites  infinies ,  95  3 .—arbi- 
traires, leur  élimination,  83,    760- 
76].— arbitraires  ^  leur  détermination , 
334,  341,  344.— arbitraires  des  inté- 
grales des  équations  difiérentielles  par- 
tielles, peuvent  être  discontinues ,  794. 
arbitraires  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  partielles,lear  déter- 
mination analytique,796. — arbitraires, 
4eur  détermination  par  des  conditions 
relatives  aux  différences  ^  99o'«963.— « 
arbiraires,  leur  détermination  quand 
elles  entrent  cPune  manière  transcen- 
dante dans  les  équations  primitives , 
993.— -arbitraires ,  la  nature  de  celles 
qui  entrent  dan^  les  équations  aux  diffé- 
rences, 998-1000» — leur  détermina- 
tion, i CD I.— leur  construction,  1 002- 
1004.— circulaires  ,  leurs  développe- 
mens ,  Int.  33941  .—-par  le  Calcul  dif- 
férentiel ,  99,  lofl  105.— par  leGil- 
cul  mtégral ,  408 ,  410  ,  412 ,  502.^- 
leur  diftérentiation ,  '^2,23 ,  93,— leur 
intégration  ,  439-469.— leur  interpo- 
lation, 887.— fonctions  circulaires  et 
exponentielles,  renferount  des  quanti- 
tés imaginaires  ,  184  et  suiv.  —  diâé- 
rentielles,  toute  fonction  différentielle 
est  nécessairement  homogène  par  rap- 
port aux  différentielles ,  65.— différen- 
tielles ,  conditions  auxquelles  doit  sa- 
tisfaire une  équation  différentielle,  pour 
avoir  une  signification  réelle,  65, j^.—* 
<lifférentielles,  transformation  des  Zone- 
Appendice. 


tions  différentielles,  lorsqu^on  y  chan- 
ge l'acception  de  la  fonction  ^  74>"— 
fonctions  exponentielles ,  leur  origine 
et  leur  développement,  Introd.  ai  , 
2&,  32.«— exponentielles,  moyen  de 
développer  les  fonctions  exponen- 
tielles logarithmiques,  et  circulaires, 
lorsque  x  se  change  en  x-\-k,  2.— ex- 
ponentielles ,  développer  la  fonction 
exponentielle  par  le  moyen  du  Calcul 
diftérentiel ,  loi.  — r  exponentielles  , 
leur  différentiation  ,  21.— par  la  théo- 
rie des  limites,  93.  -^  exponentielles , 
leur  intégration  ,  430-4^8.  —  leur 
usage  dans  l'intégration  des  équations 
diâérentielles  et  aux  différences  du  pre- 
mier dcM'é,  k  coefiiciens  constans, 
616,  61»,  649,  974,  1140.  — ex- 
ponentielles,  leurs  différences,  886. 
-«  génératrices  d'une  seule  variable, 
leur  théorie,  1033-1036.  — généra- 
trices à  une  seule  variable ,  leur  usage 
pour  l'interpolation  des  séries  et  l'in- 
tégration des  équations  aux  diffé- 
rences ,  1037- 1042.  —  génératrices , 
leur  usage  pour  la  transformation  des 
séries ,  1045.  «^  génératrices  d'une 
seule  variable  ^  leur  usage  pour  déter- 
miner les  expressions  générales  des 
différences,  des  différentielles ,  dcyn- 
tégrales  d'un  ordre  quelconque  psr  des 
formules  analogues  aux  puissances, 
1049 ,  1050.  —  génératrices  de  deux 
variables,  leur  théorie,  1051.— leur 
usage  pour  l'interpolation  des  séries  , 
etl  intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  ,  10Ç2-105 5. —géné- 
ratrices à  deux  variables,  leur  usage 
dans  la  recherche  des  expressions  géné^ 
taies  des  différences ,  des  intégrales  et 
des  difiérentielles  d'un  ordre  quelcon- 
que, 10  )  6.— de  grands  nombres ,  leur 
évaluation  approchée  ,  1  x  09  - 1 1 1  5^ 

—  homogènes  ,  leur  caractère ,   66« 

—  homogènes ,  propriétés  des  diffé- 
rentielles des  fonctions  homogènes , 
01.  —  homogènes  ,  intégration  de 
leurs  équations  différentielles  p^irtielles 
du  premier  ordre,  720,728.  —in- 
déterminées ,  exemple  d'une  fonction 
k  deux  variables  qui  devient  ^,344. 
•^  logarithmiques ,  leur  origine.  Intnh 
duction,  21.  leur  développement, 
Introd.  a3 ,  31  ,  32.  —  P*^  le  CalcuF 
intégral ,  427.  —  leur  différentiation  , 
ao,  93.— leur  intégration,  424-430^ 
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-«  logarithmiques  ,  leur  interpola- 
tion, 884,  885.  —*  irrationnelles, 
leur  intégration,  376-405.  —  irra- 
tionnelles ,  facteur  par  lequel  il  faut 
multiplier  une  fonction  irrationnelle , 
pour  la  rendre  rationneUe  ,  383.  — 
rationnelles,  leur  intégration,  3  59-376. 
(  yovci ,  pour  le  détail  des  formules , 
le  taoleau  de  la  page  160.  )  —  ration- 
nelles et  entières ,  propriété  de  leurs 
différences,  861  .-—rationnelles,  leur 
transfomution  en  produits  de  facteurs 
équî-différens ,  ou  en  puissances  du 
second  ordre,  901 ,  903.— Remarque 
sur  celles  des  puissances  négatives 
d'un  monôme  en  séries  de  fractions  , 
donné  par  Stirling,  903.  Note.  —  sy- 
métriques des  racines  des  équations  , 
leur  définition ,  >57.  *-  symétriques, 
méthode  pour  eiprimer  les  fonctions 
symétriques  des  racines  par  les  coeffi- 

ciens  de  l'éauation,  1 59 symétriques, 

leur  usage  clans  l'élimination,  180. 

Fontaine  propose  une  méthode  générale 
d'intégration,  566— sa  notation  pour 
exprimer  les  coefficiens  différentiels 
et  les  rapports  des  différentielles,  862. 
Note. 

Formule ,  détermination  de  ta  toi  que 
suit  une  formule ,  987. 

Fractions  continues,  développement  des 
fonctions  en  fractions  continues  ,  1 27. 
*— continues ,  leur  usage.pour  intégrer 
les  équations  différentieUes  du  pre- 
mier ordre  à  deux  variables  ,  J98- 
601  .—continues ,  peuvent  servir  à  in- 
tégrer par  approximation  les  équations 


L  E 

du  second  ordre ,  64;.  —  continues  , 
leur  usage  pour  obtenir  la  limite  de  la 
série  divergente 

I — 1.2+1.2.3— etc. 
1065.  JVo/^.  —  rationnelles ,  leurs  W- 
m\te$ y  Introd.  11 ,  12,  13.  — leur  dé- 
veloppement en  séries  ,  Introd.  3.  — 
par  le  Calcul  différentiel,  98 «  104V, 
1042  (  voye^  aussi  dans  la  table  l'art, 
séries  récurrentes,  et  dans  l'ouvrage 
le  n®.  983  )  — -*  par  le  procédé  de  Lm«- 

fangt^  1043.  —ce  procédé  appliqué 
la  fraction  dont  le  dlnominateur  du 
second  degré  n'a  que  des  facteurs  \m^'^ 
^inaires  du  premier  ,  K>44*  -^  ra- 
tionnelles, méthodes  pour  les  déve- 
lopper en  séries  parla  somme  des  puis- 
sances des  racines  du  numérateur  et 
du  dénominateur ,  1027.  Note  —  ra- 
tionnelles ,  leur  intégration ,  364-  376. 
—  leur  décompositi^   en  fraction» 
simples,  364,  567-569.  —  ration- 
nelles ,  les  fi-actions  rationnelles  peu- 
vent toujours  s'intégrer  soit  algébrique- 
ment ,  soit  par  les  logarithmes  ,  soit 
par  les  arcs  de  cercle ,  ^67.  —  ration- 
nelles,, détermination  de^  numérateurs^ 
des   fractions  simples  par  le  Calcul 
différentiel^  368,  369.— rationnelles  » 
leur  décomposition  en  fractions  ,  dont 
le  dénominateur  est  réel  et  du  second 

degré,  370,  37" • 
Français  de    Colmart^  ses  travaux  snr 

l'intégration  des  équations   différen* 
tielles  partielles,  780,  1146. 
Functiones  inexpUcahiles ,  ce  qu'£tti«r  en- 
tend par  là,  9^3. 


G. 


GioMÂTRis  ,  motifs  pour  la  téparer  de  l'Analyse ,  voyt^  la  Préface. 

H. 


HÉLICES  ^  809. 

Hermann  s'occupe  de  la  recherche  des 
courbes  quarrables ,  532. 

Hindenburg{  M.  ):  ses  recherches  sur 
les  coemciens  d'une  puissance  quel- 
conque du  polynôme ,  1044. 

Hyperzéométriques  (  séries  )  ,  1062. 

Hyperboles.  Introd,  24.— leurs  équations 
par  rapport  aux  axes,  213.  —  par 
rapport  aux  asymptotes,  d  15.  — des 


degrés  supérieurs,  235.— .leur  qua- 
drature ,  cas  où  leurs  espaces  asympto- 
tiques  sont  infinis,49i. — hyperbole  or- 
dinaire et  équilatère,sa  quadrature,492. 
—ordinaire ,  sa  quadrature ,  sa  liaison 
avec  les  lo^rithmes,  493. — examen 
des  cas  oh  leurs  segmens  asymptotîques 
ne  sont  pas  compris  dans  fa  même  ex- 
pression ,  494.— -hyperbole  rapportée 
a  son  axe  transverse ,  son  aire ,  49  5 . 
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Hyptrbohs  ^  leur  rectification  «  501.— 
hyperbole  ordinaire  ,  sa  rectification  ^ 
504.— transformations  de  la  difFéren- 
tielle  de  son  arc ,  ^05  ,  510.— -ses  arcs 
peu  vent  s'exprimer  pardeux  arcs  d'ellip- 
se ,  5  10. — hyperbole  qui  engendre  un 
solide  dont  l'expression  offre  un  dé- 
faut de  continuité  dans  le  passage  des 


T  I  E  R  E  S.  565 

différentielles  aux  intégrales,  518  -« 
dans  cette  courbe  la  tangente  à  un 
point  quelconaue  coupe  sur  les  per- 
pendiculaires élevées  aux  extrémités 
du  premier  axe  ,  des  parties  dont  le 
produit  est  un  maximuiH  ou  un  mi- 
nimum ,  842. 
Hyperkoioïdc  de  révolution,  316. 


I. 


Idehtkiue,  équations  identiques  , 
leur  nature  et  leurs  propriétés ,  Introd. 
ij.  Noie. 

Imaginatrts ,  forme  générale  des  expres- 
sions imaginaires,  188. 

Imaginatru  ,  expression  des  puissances 
des  binômes  imaginaires,  par  les  sinus 
et  les  cosinus  des  arcs  multiples ,  165. 

Indices^  leur  emploi»  Introd,  ai  etsuiv* 
— -  ce  qu'ils  signifient  dans  la  Théorie 
des  suites,  859. 

Indice ,  une  quantité  étant  donnée ,  trou- 
ver l'indice  à  laquelle  elle  répond  dans 
une  série  donnée  ,  965.  —  utilité  de 
l'application  du  calcul  des  combinai- 
sons aux  indices,  1044. 

Inflexion  des  courbes  planes ,  ooS ,  aif  , 
ai8  ,  349.  —  de  leurs  développée», 
266.— >des  courbes  à  double  courbure, 

.  3ï6,357.  * 

Infltxîon  des  surfaces  courbes  ^  la  ma- 
nière de  lesreconnoître,  357.  Nou. 

Infini  (  de  T  ).  Introd.  j.  —  le  passage 
des  grandeurs  par  l'innni  rompt  quel- 
quefois le  lien  de  leur    continuité, 

494,1119- 
Infiniment  petits  :  leur  subordination ,  97* 

—  comment  il  faut  les  interpréter , 
285 ,  et  la  note.  (  Voye^  aussi  la  Pré- 
face. ) 

Intégrale  d'une  tonction,  sa  définition, 
358.  Note, — cas  oh  l'intégrale  de  ax'^dx 
devient  | ,  360.— formation  des  in- 
tégrales par  les  valeurs  successives  de 
la  différentielle ,  470 , 47a ,  477 ,  478. 

—  méthode  générale  pour  l'obtenir 
par  approximation ,  470-484.  —  rap- 
port entre  le  signe  de  la  différence  de 
deux  valeurs  d'une  même  intégrale  et 
celui  du  coefficient  différentiel ,  474* 
«—  recherche  des  limites  entre  les- 
quelles peut  être  comprise  la  valeur 
d'une  intégrale,  475,  478.  —  ce  que 
c'est  que  prendre  une  intégrale  depuis 
m .  •  ^jusquà  •  • .  •  jf^6. 


Intégrales  indéfinies  ,  définies ,  ihid.  —> 
considérées  comme  représentant  l'aire 
d'une  courbe  et  calculées  par  les  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  à  cette 
courbe ,  477 1  473.  —leur  développe- 
mentpar  le  théorème  dtTaylor^  48^. 
—développement  des  fonctions  affec- 
tées de  .deux  ou  un  plus  grand  nombre 
d'intégrations  successives,  486-488.-^ 
doubles  expriment  le  volume  d'un  soli- 
de ,  considération  de  leurs  limites,  531- 
514  —doubles ,  leur  interprétation  par 
la  considération  des  infiniment  petits , 
52a.  -*  celle  de  leurs  limites,  ^23.— 
doubles,  transformations  pour  effec- 
tuer une  des  intégrations,  527-  538. 

—  triples ,  ï  29  ,  5  30.  —  indéterminées 
et  définies,  leur  définition,  leurs itm- 
xlmatt  minimay  838.— indéterminées, 
caractères  qui  distinguent  leur  maxl^ 
mum  de  leur  minimum^  857  ,  8j8.— « 
aux  différtotielles,  formules  générales 
de  Bernoulli^  déduites  de  celles  de 
l'intégrale  aux  différences ,  91 2.»-aux 
différentielles,  leurs  expressions  par 
les  sommes  et  les  différences,  9a i.  -^ 
définies  ,,'leur  usage  pour  calculer  la 
limite  de  la  série  divetgente , 

I  —  1  .i+ï  '^''i — etc. 
1065.—  définies,  leur  usage  pour  l'in- 
terpolation des  séries  ,  1 07 1  •  1 075. 

—  définies,  recherche  de  leur  valeur 
dans  certains  cas ,  1 076-1084 ,1101- 
1108.  —  définies,  leur ' développe- 
ment en  produits  indéfinis  ,  1086. 
simples ,  fonctions  de  grands  nombi  es , 
leur  évaluation  ,  1 1 09.  —  doubles  , 
fonctions  de  grands  nombres  ,  leur 
évaluation ,  1114,1115.  —  définies  , 
leur  usage  pour  exprimer  les  fonctions 
données  par  les  équations  différen- 
tielles à  deux  variables  ,  1 1 20  - 1 1 28» 

—  définies ,  leur  usage  pour  la  résolu* 
tion  des  équations  différentielles  par- 
tielles à  trois  variables ,  1 1  ao  - 1 1 3a. 
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intégrales  ààm  les  équations  différentiellet 
à  quatre  variables ^  il  33  —  définies , 
leur  usage  pour  exprimer  les  différen- 
ces ,  les  différentielles  et  les  intégrales 
d'un  ordre  quelconque  des  fonctions 
données  par  des  équations  aux  diffé- 
rences ,  ou  par  des  équations  différen- 
tielles ,  1139*  '—expression  en  inté- 
grales définies  des  intégrales  delà  fonc- 
tion A"*y  tant  aux  différentielles  qu'aux 
différences,  ibid,  -^  ff^vdu^  et 
fu*vdu^  leur  usage  pour  résoudre  les 
équations  aux  différences  et  les  équa- 
tions différentielles  ,1134-1138. 

Intégrala  particulières  des  équations  ,  in- 
exactitude de  cette  dénomination  , 
576.  Note,  —  particulières  ,  moyens 
d'en  déduire  l'intégrale  complète,  5  84 , 
585.  —  premières  ,  secondes  «  etc. 
d'une  équation  différentielle  d'un  ordre 
supérieur  an  premier,  610.  -*  com- 
plètes des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  7Ô4. — générales  des  équations 
différentielles  partielles,  leur  relation 
avec  l'intégrale  complète  1 7G5. 

Intégrales  aux  différences ,  ÎFormatlon  de 
ces  intégrales  par  les  valeurs  successi- 
ves de  leur  différence,  896. —aux 
différences ,  ce  qui  les  distingue  des  ter- 
mes sommatoires  ,  leur  analogie  avec 
les  intégrales  aux  différentielles ,  897. 
*— auxdifiirencesdes  fonctions  expo- 
nentielles, 906.— des  fonctions  cir- 
culaires ,oo7-909.-'expressions  géné- 
rales de  nntégrale  d'une  fonction  par 
fes  différences,  913.—  passage  de  ces 
formules  i  celles  des  intégrales  aux 
différentielles ,  ibid,'^  aux  diâérences , 
leur  expressym  en  séries  ^ar  les  inté- 
grales aux  difEèrentielles  et  les  coeffi- 
ciens  différentiels  »9i39  9i4»9iG- 
922.  -—aux  di£Krence& ,  leur  analogie 
avec  les  puissances ,  9I  ^.  —  aux-  dif- 
férences ,  expression  générale  de  ces 
intégrales  pour  un  ordre  quelconque , 
924— aux  différences,  expressions  gé- 
nérales de  celles  de  l'ordre  /n,  d'un 
produit  de  deux  facteurs ,  c,2B. — aux 
différences,  expression  de  celles  d'un 
ordre  quelconque  par  les  puissances 
des  exponentielles,  920.  —  aux  diffé- 
rences ,  recherche  de  leur  variation , 
de  leurs  maxima  et  de  leurs  minima  y 
1029-1032. 
Intégrales  directes ,  intégrales  particu- 
lières» intéj^rales  indirectes  des  équa- 
àoas  aux  différencÀ»  1066. 
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Intégrales  directes  et  indirectes  des  équa- 
tions aux  différences  mêlées ,  1142* 

Intégration  par  parties  ,  361.  —  par  les 
séries ,  406-  4i4  —des  fonctions  dan» 
lesquelles  ^x  est  regardée  comme  va- 
riable ,  480.  —  des  équations  diflS- 
rentielles  à  (feux  variables,  543  etsuir. 
—  des  équations  différentielles  totales 
à  trois  et  à  un  plus  grand  nombre  de 
variables ,  699-7  M-  ""  règles  et  for- 
mules pour  l'intégration  des  fonctions 
rationnelles  j  898-905.  —  aux  difiè- 
rences  effectuée  par  parties,  910.— 
par  approximation  des  fonctions  aux 
différences  ,  915  -  929.  ~  des  équa- 
tions aux  différences  à  deux  variables  » 
considérations  générales ,  970 ,  97 1.— 
des  équations  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre ,  972.  '—  des  équations 
du  premier  degré  et  d'un  ordre  quel-^ 

conque,  97}"9^3* 
Itutrpolatlon  des  suites  à  une  seule  va» 
riable  par  le  Calcul  des  différences  , 
873-893.  —  formule  d'interpolation 
déduite  de  la- considération  des  cour- 
bes paraboliques ,  876-878.  —  il  existe 
une  infinité  de  formules  d'interpola- 
tion ,  ce  que  c'est  que  l'interpolation  , 
considérée  géométriquement  ,,  com- 
ment la  loi  de  la  suite  peut  varier  entre 
deux  termes  consécutifs  d'une  même 
suite,  878.  —  par  les  différences  suo- 
cessives,  déduites  de  l'expression  ana- 
lytique de  la  fonction  proposée,  883- 

891.  -^ar  la  méthode  de  Mouton  , 

892,  893.  —  des  tables  à  double  ipn- 
trée  et  des  séries  à  plusieurs  variables, 
894»  895.— (problême  inverse  del'), 
965.  — par  le  moyen  de  la  sommation 
des  séries ;^  9Ç3-961.  —  de  quelques 
séries ,  par  le  moyen  de  la  sommation 
d'autres  séries,  g^'o  ,^961.  —  de  quel- 
ques séries  par  les  puissances  du  se- 
cond ordre ,  962  -  964. — par  les  fonc- 
tions génératrices  d'une  seule  varia- 
ble, 1037-1042,  1045.— par  ^^s  ^<>nc- 
tions  génératrices  à  deux  variables  y 
1056.  — des  séries  pat  les  intégrales  dé- 
finies, 107 1-1075.— entre  les  diffé- 
rentielles d'une  même  fonction ,  1074* 

Interscaidantts  ,  ce  que  c'est ,  5  72. 

Irrationnelles  ,  faire  disparoitre  les  irra- 
tionnelles des  équations ,  52. 

Irrationnelles  des  àifférens  ordres,  leur 
origine  et  leurs  propriétés,  965. 

Isopérimitres  (  problême  des')  ,    838.' 


DES    MATIERES. 
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Kramp  s'occupe  des  puissances  du  se- 
cond ordre  sous  le  nom  de  facultés 
numériques ,  et  des  intégrales  définies. 
Difficultés  qu'il  remaraue  dans  la 
théorie  des  racines  et  des  quantités 


négatives^  1108. 
Kàl  suscite  une  querelle  à  Léibnitz  «  pour 
Tinvention  du  Calcul  différentiel,!^, 
la  Préface. 


hACRJNCe  :  sa  manière  d'^envisager  le 
Calcul  différentiel ,  8»  —  sa  méthode 

Sour  trouver  toutes  les  différentielles 
'une  fonction  ,  34-36.  —sa démons- 
tration du  théorème  des  fonctions  ho- 
mogènes ,  91.  —  son  théorème  pour 
développer  les  fonctions  en  séries,  i  li. 
^sa  méthode  pour  reconnoltre  les 
plus  grands  termes  d'une  équation  à 
deux  variables ,  1 1 9.  —  sa  méthode 
pour  développer  les  fonctions  en  fi-ac- 
fions  continues ,  1 27.  —  a  démontré 
k  théorème  de  Dalembert  sur  les  ra- 
cines imaginaires  des  équations ,  l6!I. 

—  sa  manière  d'appliquer  le  Calcul 
différentiel  aux  courbes,  138^  139. 

—  donne  les  formules  de  la  transfoc- 
mation  des  coordonnées  dans  l'esp^^ce , 
jio.— indique  les  moyens  de  déter- 
miner les*  équations  des  surfaces  com- 
posées de  lignes  d'une  nature  donnée , 
345.  —  s'«ccupe  de  la  différentielle 
dans  laquelle  entre  un  radical  du  second 
degré  contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  399.  "*  ré- 
duit les  intégrations  des  difiérens  ter- 
mes d'une  série  à  une  seule,  417.  — 
s'occupe  du  développement  de  la  fonc- 
tion (  I  +mcosr ^^  467.— sa  trans- 
formation des  intéerales  doubles  et  tri- 
ples ,  5  30.  —  sa  théorie  des  solutions 
particulières,  576,  577. —  il  Us  ap- 
pelle   intégrales  particulières.    Note, 

—  sa  théorie  des  équations  différen- 
tielles du  premier  degré,  6.';7. --ses 
réflexions  sur  les  arcs  de  cercle  qui 
9'introduisent  dans  les  intégrales  des 
équations  différentielles  du  premier 
degré ,  666.  —  sa  méthode  pour  obte- 
nir les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  ,  67 1.  —  donne 
one  méthode  pour  obtenir  une  équa- 
tion primitive  entre  les  variables  de 
deux  transcendantes  elliptiques,  678- 


68(>.— donne  un  mojren  de  construire 
la  comparaison  des  arcs  elliptiques  par 
par  les  triangles  sphériques ,  695, 696. 
—  ramène  l  intégration  des  équations^ 
différentielles  partielles  du  premier  or- 
dre ,  où  les  coefficiens  difSrenriels  ne 
passent  pas  le  premier  degré ,  à  celle 
d'autant  d'équations  différentielles  du 
premief  ordre,  que  les  premières  con- 
tiennent de  variables,  721,  jf^^^^^ 
donne  une  méthode  pour  ramener  les 
équations  différentielles  partielles  dir 
premier  ordre  qui  passent  le  premier 
degré  par  rapport  aux  coefficiens  difFé^ 
rentiels ,  à  celles  de  ce  degré  r  7  30.  — 
ses  remarques  sur  la  formation  des 
équations  différentielles  partielles  , 
764,  765.— sa  méthode  pour  obtenic 
les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  partielles  «    76^. 

Lj\ 1^  j-_  ■ .  •   .     '  -/  y 


entre  des  limites  données ,  854^  Nott, 

—  ses  remarqués  sur  les  caractères  dis- 
tinctifs  du  maximum  et  ^vl  minimum  des 
intégrales  indéterminées,  857.  —  ré- 
flexions sur  les  changemens  qu'il  pro- 
pose dans  la  notation  du  Calcul  diffé- 
rentiel. Comparaison  de  celles  qu'il  a 
employées  avec  celles  à^Eultr  et  de 
Warinv^  862.  iVofc^emarque  l'ana- 
logie des  puissances  avec  les  différen- 
ces, 864  —déduit  les  formules  d'inter- 
polation de  l'analogie  des  puissance^ 
avec  les  différences,  873.— donne  une 
formule  d'interpolation,. à  laquelle  on 
peut  appliquer  les  logarithmes ,  877. 

—  ses  remarques  sur  ranah[>gie  des 
puissances  et  des  intégrales»  91  j«.— 
ses  travaux  sur  les  éauations  aux  diffé- 
rences du  premier  degré  à  une  seule 
variable,  97a,  973— sa  méthode 
pour  intégrer  les  équations  du  premier 
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degré  aux  différences  partielles  à  trois 
variables ,  loii-ioiç.  —  séries  qu'il 
ncmme  récurrentes  doubles  ,  lo  1 1.  — 
donne  les  coefficiens  des  puissances 
de    i   dans    le    développement    du 

produit 

^i  — 4î)(i— ^t)(i--ct)etc. 

lorsque  les  quantités  a ,  p  ,  c ,  etc. 
constituent  une  progression  par  diffé- 
rences ,  1027.  Noie, — questions  con- 
cernant les  maxîma  et  les  minima  des 
polygones ,  qu'il  a  résolues  par  les  va- 
riations,  1031,  103a.—- donne  l'ex- 
pression de  la  limite  d'une  portion 
quelconque  de  la  série  de    Taylor  ^ 
1069  - 1 070.  —  donne  une  inéthode 
pour  développer  le  terme  général  d'une 
série  récurrente  sans  décomposer  son 
dénominateur   en   facteurs   simples, 
1043.  —  ses  remarques  sur  les  précau* 
fions  qu'il  faut  apporter  dans  l  emploi 
des  méthodes  d'approximation  »  1070. 
»->  donne  U  résolution  en  séries  d'une 
équation  différentielle  partielle  à  quatre 
variables,  qui  se  rapporte  au  mouve- 
ment des  fluides ,  1 1 30.  Non. 
Lahïn  prouve  qu'une  courbe  quelconque 
peut  toujours  être  considérée  comme 
une  roulette ,  AO). 
L'tmbert  s'occupe  des  sinus  et  des  cosinus 

hyperboliques ,  496. 
tanden  exprime  l'arc  hyperbolique  par 

les  arcs  àliptiques ,  510. 
LapldCî  :  démonstration  qu'il  donne  du 
théoféme  de  Lûgrantty  m.—  son 
théorème  pour  développer  en  série 
une  fonction  de  deux  quantités  déter- 
minées par  deux  équations  à  trois  va- 
riables ,  146.  .-*  sa  démonstration  du 
théorème  de  Dalemhert ,  sur  les  racines 
imaginaires  des  équations,  16a,  163* 
—  nomme  solutions  particulières  ce 
que  Lagranpf  appelle  mtégrales  parti- 
culières, 576.  Â^o/e.  —  ses  réflexions 
sur  les  arcs  de  cercle  qui  s'introduisent 
dans  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré ,  666.  — 
ses  réflexions  sur  la  forme  des  inté- 
grales des  équations  différentielles  par-, 
tielles  du  second  ordre  et  à  trois  va- 
riables, 771 ,775.— -donne  une  mé- 
thode pour  déterminer  les  fonctions 
arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale 
de  l'équation  différentielle  partielle  du 
premier  degré  du  second  ordre  et  à 
'    trois  variables,  796.  j 


LspUce  prouve  l'analogie  des  pnSssancer 
avec  les  différences,  et  avec  les  inté- 
grales, 864, 91 5. -^trouve  l'expression 
générale    des  coefficiens  numériques 
du  développement  de  Sir,  918. — 
donne  un  développement  de  Y,^^^ , 
923.— sa  méthode  pour  intégrer  les 
équations  du  premier  degré  à  coeffi- 
ciens variables  ,  978-983  —son  pro- 
cédé pour  intégrer  les  équations  aux 
différences ,  dans  lesquelles  la    diffé- 
rence de  la  variable  indépendante  n'est 
pas  constante ,  988.  *—  s'occupe  des 
équations  rentrantes  9  995.  —  intègre 
des  équations  aux  différences  partiefles 
à  coefficiens  variables,  10a i.  —  sa 
théorie ,  des  fonctions  génératrices  , 
103  3*  -"-  donne  des  formules  pour  ex- 
primer les  différences  ,  les  différen- 
tielles et  les  intégrales  des  fonctions 
^y»%  10^0.— donne  par  des  intégrales 
déSnies  les  expressions  des  différen- 
tielles des  différences  de  la  fonction  »"*, 
107<.— ses  recherches  sur  l'évaluation 
des  fonctions  de  grands  nombres ,  1 1 09  • 

—  applique  les  intégrales  définies  à  la 
résolution  des  équations  différentielle» 
partielles  à  trois  variables ,  1 12g.  — 
donne  une  méthode  pour  ramener  à 
des  intégrales  définies ,  des  fonctions 
données  par  des  équations  aux  diffé- 
rences et  des  équations  différentielles  , 
1 134.  —  s'occupe  des  équations  aux 
différences  mêlées ,  1 140. 

Legeodn  s'occupe  de  la  différentielle  dans 
laouelle  entre  un  radical  du  second  de- 

•  gré  contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  la  variable,  309.— ses 
considérations  sur  les  arcs  d  ellipse  et 
d'hyperbole,  508,  510,  512,  683. 
•—  fait  usage  de  la  transformation 
des  intégrales  doubles  et  triples,  ^30. 

—  transformation  qu'il  donne  d  une 
équation  du  premier  degré  d'un  ordre 
indéfini,  651.  —  sa  méthode  pour 
trouver  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles ,  668-670.  — 
donne  une  méthode  pour  intégrer  les 
équations  différentielles  partielles  du 
premier  ordre  à  trois  variables,  735. 
Noee^  ttj'\g.  —  sa  méthode  pour  ob- 
tenir les  solutions  particulières  des 
équations  difléientielles  partielles  , 
767.  —  sa  méthode  pour  intégrer  les 
équations  difféientielles  partielles  du 
premier  degré  et  du  second  ordre , 
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777-779.— ^ansformation  qu'il  doir- 
ne  pour  intégrer  les  équations  diffi- 
rentielles  partielles  de  second  ordre 
qui  passent  le  premier  degré  par  rap- 
port aux  coefficiens  du  premier  ordre  , 
ou  qui  ne  contiennent  que  ceux  du 
second ,  781  -  784.  —  son  ménioire 
tur  les  caractère^  qui  distinguent  le  mof 
ximum  du  minimum  dans  les  intégrales 
définies ,  857.  —  supprime  les  pa- 
renthèses dans  l'expression  des  coef- 
ficiens diflttrentiels  ,  862.  Ab/<.-— 
donfie  une  expression  de  la  différence 
du  sinus  9  888.  — ^ses  travaux  sur  les 
intégrales  définies  qui  se  ramènent 
aux  transcendantes  elliptiques ,  1082. 

Lilbnit;^  :  ses  idées  sur  le  Calcul  difCéren* 
tiel ,  97.  —  sa  controverse  avec  Jean 
BtrnôuUi^  sur  les  logarithmes  des  nom- 
bres négatif,  183.-— sa  manière  d'ap- 
pliquer le  Calcul  différentiel  aux  cour- 
Des,  28^-287,— «sa  méuphysique  sur 
cette  application ,  ^85,  tt  U  note , 
voye^  aussi  la  Préface.  — ^  origine  qu'il 
donne  au  Calcul  intégral,  558.  Note, 
—  son  théorème  pour  diffirentier  sous 
le  siene/,  552.  A^ott.— ce  qu'il  entend 
par  tnursctndante ,  572.— construction 
des  équations  difKrentielles  des  ordres 
supérieurs  qui  résultent  de  sa  manière 
d'envisager  les  courbes  ^  639.  Nott,  — 
considère  le  Calcul  différentiel  par  les 
différences.  861.— avantage  de  la  no- 
tation qu'il  introduit  pour  ce  Calcul. 
Note.  —  ses  idées  sur  l'analogie  des 
différentielles  et  des  intégrales  avec  les 
puissances,  915.  — •  remarque  rutrlité 
du  calcul  des  combinaisons  appliqué 
aux  indices  ,  1044. 

Lexell  éclaircit  une  difficulté  agitée  entre 
Euler  et  Daniel  Bernoulli  sur  Us  limi- 
tes des  séries  de  sinus  et  de  cosinus  y 
951. 

V Hôpital  reconnoit  l'existence  du  re- 
broussement  de  la  seconde  espèce , 
266. 

VhidlUtr  (  Simon  ) ,  sa  méthode  pour 
décomposer  les  exponentielles  en  fac- 
teurs «  1094. 

L'gnes^  comment  les  diverses  circons* 
tances  du  cours  d'une  ligne  sont  expri- 
mées par  son  équation ,  195.  ^—  divi- 
sion des  lignes  en  ordres  et  en  genres, 
102.  —  nombre  des  points  qu'il  faut 
donner  pour  déterminer  les  lignes  de 
différens ordres,  229.  -^explication 
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d'une  difficulté  qui  se  présente  à  cet 
égard,  229.  Note, 
Ligne  ^  détermination  par  le  calcul  des 
variations  ,  de  la  ligne  la  plus  couite 
entre  deux  points  sur  un  plan ,  844. 
—  détermination  de  la  ligne  la  plus> 
courte ,  entre  deux  points  de  l'espace  » 
entre  deux  points  placés  sur  une  sur- 
face courbe ,  entre  deux  courbes 
données  sur  une  surface,  845  .—équa- 
tions générales  de  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  sur  une  surface  de 
révolution  ,  8i4.>— -  droite  »  son 
équation  ,  196.  —  deux  conditions 
suffisent  pour  la  déterminer  ,  IM, 
— -  droite ,  équation  de  la  ligne 
droite  qui  passe  par  un  point  donné  ^ 
197. —^droite,  équation  d'une  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  don* 
nés,  197.  — droite,  équation  d'une 
ligne  droite  passant  par  un  point  donné 
et  parallèle  a  une  ligne  donnée ,  198. 
-«- droite  »  équation  d'une  ligne  droite 
perpendiculaire  à  une  autre  ,  1 99.  «i» 
droite,  détermination  de  l'intersection 
de  deux  lignes  droites^  200.^-^rotte ,. 
expreseion  de  la  perpendiculaire  abai»» 
sée  d'un  point  donné  sur  une  ligne- 
droite,  201.— «droite 9  ses  équations- 
dans  l'espace,  397 .--droite,  déter- 
mination des  équations  de  la  ligne 
droite  qui  passe  par  deux  points  don-^ 
nés  dans  l'espace ,  098.— droite ,  con«^ 
ditions  auxquelles  -on  reconnoit  que 
deux  lignes  droites  se  coupent  dans 
l'espace,  299.— droite,  équation  de- 
deux  lignes  droites  parallèles  entr'elles 
dans  l'espace ,  300  —  équation  de  la 
ligne  droite  perpendiculaire  à  un  plan  ,, 
301.*— droite,  détermination  de  l'an- 
gle que  font  entr'elles  deux  Tignes  dioi-- 
^  tes  dans  l'espace,  303.  —  droite ,  dé» 
termination  de  la  plus  courte  distance 
de  deux  lignes  droites  dans  l'espace  ,. 
30  J.  -—droite  ,.  détermination  de  la. 
droite  perpendiculaire  à  un  plan  ,  par 
la  considération  du  minimum ,  306.  — 
du  second  or<lre ,  leur  équation  géné- 
rale, 21  a.  —du  second  ordre ,  énu- 
mération  des  lignes  du  second  ordre , 
ai3 ,  ni4.-—  du  troisième  ordre,  leur 
équation  générale  ;  principes  géné- 
raux de  leur  énumération,  210.-^ 
osculatrices  ,'  258»  —  osculatrices  ,. 
leur  détermination  par  les  limites  ^ 
a83. 
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fgnes  de  coarbure,  d'une  surface,  331. 

—  de  courbure  des  surfaces  du  second 
degré  y  leuré/quation,  674. 

ùmiuf{^  définition  des)lntrod,  4.— recher- 
che des  limites  des  fonctions  algébri- 
,  ques  ,  Introi/.  1  i.^-une  fonction  peut 
avoir  deux  espèces  de  limites ,  les  unes 
relatives  à  l'accroissement  de  la  va- 
riable et  les  autres  à  son  décroisse- 
■ment ,  Introd.  ibid,  — -  propositions  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  limi- 
tes, Introd.  14,  36.  —  méthode  des 
limites,  92. —  examen  d'une  objec- 
tion faite  contre  la  méthode  des  li- 
mites ,  96.  —  application  des  limites 
à  la  recherche  des  lignes  osculatrices  , 
283.  — esprit  de  l'application  de  cette 
méthode  à  la  théorie  des  courbes ,  ^84. 

—  des  courbes ,  208.  —  des  courbes , 
leur  détermination  par  le  Calcul  diffé- 
rentiel, 25a,  253.— surfaces  des  limi- 
tes formées  par  l'intersection  d'une  in- 
finité d'autres,  334.  —d'une  intégrale, 
471  —recherche  des  limites  des  séries 
au  moyen  des  intégrales ,  io;9-io6i, 
106  Jt  1069. 

Linéaire ,  mot  impropre  par  rapport 
aux  équations  dtifêrentiellcs^547.A^o/<. 

Logarithmes ,  leur  origine,  Introd,  21.— 
leur  développement ,  Introd,  23 ,  ^4 , 
26,  28,  30.  —  développement  de 
K^'\'x)f  par  le  moyen  du  Calcul  diffé- 
rentiel, 102.  —  et  du  Calcul  intégral , 
406.  -^  expression  des  logarithmes  en 
séries ,  407.— -leur  difFérentiation ,  ao , 
93.  —  leur  intéeration ,  424 ^  430.  — 
népériens,  leur  définition  ,  Introd,  24. 

—  népériens ,  répondent  aux  aires  de 
l'hyperbole  équilatère,  493.  —  mé- 
thode de  B/iggs  ,  pour  obtenir  les  lo- 
garithmes des  nonibres ,  Introd,  24.-— 
hyperboliques ,  Introd,  24. 


Logarithmes  9rdinziTt$  répondent  aux  zxrti 
d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
font  entr'elles  un  angle  aigu,  493.— 
moyens  de  rendre  plus  convergent  le 
développement  de  la  fonction  logarith- 
mique ,  Introd.  13 ,  24-36 ,  28.— valeur  - 
du  logarithme  deo,  Int.  27.-— moyen 
d'obtenir  les  logarithmes  des  nombres 
par  des  séries  aussi  convergentes  que 
l'on  veut ,  Introd,  28.— pourquoi  le  dé-  ' 
veloppement  de  lu  ne  procède  passul« 
van t  les  puissances  de  1/ ,  Introd.  29.  — 
théorie  des  logarithmes  par  les  progres- 
sions et  les  limites ,  //irr.  32.— -exprès* 
sion  des  logarithmes  des  quantités  ima- 
ginaires,! 82  .—un  mêmenombre  a  dans 
un  seul  système  une  infinité  de  logarith- 
mes dont  un  seul  est  réel ,  r^ri.— -  des 
nombres  négatifs  sont  imaginaires,i82, 
183.—- des  nombres  négatifs  neforment 
pas  un  système  continu  avec  ceux  des 
nombres  positifs ,  494.— des  nombres 
positifs  et  des  nombres  négatifs ,  diffi* 
culte  de  prouver  leur  existence  simul- 
tanée par  la  considération  des  courbes 
et  des  solides  ,51 8.— des  quantités  né- 
gatives, motifs  d'examiner  de  nou- 
veau leur  théorie ,  1 108.  —  leurs  pro- 
priétés déduites  de  la  comparaison  de 
deux  différentielles  logarithmiques  , 
676.— sommation  des  logarithmes  des 
nombres  naturels ,  945  ,  946. 

Logarithmique ,  équation  de  la  soutangen* 
te ,  de  la  normale,  sounormale,  et  du 
rayon  de  courbure  de  cette  courbe  , 
270.— son  aire ,  497.«— moyens  de  la 
construire^  603.  Note. 

Lorgha,  formule  qu'il  donne  pour  obtenir 
les  valeurs  des  intégrales  par  les  diffé- 
rences ,  ou  les  aires  des  courbes  par  la 
différence  des  ordonnées  équi-distai.- 
tes,92i. 


M. 


Maclaum»  donne  les  premières  no- 
tions sur  la  forme  des  racines  imagi- 
naires ,  162. 

Mascheroni ,  ses  recherches  sur  la  trans-« 

rt*dx 

cendante  / ■ ,    1116.—-  donne 

^       X 

une  expression  plus  exacte  de  la  limite 
-de  la  série  divergente 

i«— X.24-  x.2.3~etciii7. 


Maxina  et  minima  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables,  .148- 1^6, 
«—  et  minima ,  caractère  pour  distin- 
guer  le  minimum  du  maximum^  15O» 
1 5  5.  —  et  minima  des  ordonnées  des 
courbes,,  253.  ^-  et  minima^  leur  ap- 
plication pour  trouver  la  plus  courte 
distance  de  deux  droites  dans  l'espace  , 
305.  —  pour  déterminer  la  perpendi- 
culaire à  un  plan ,  306. 

Maxima 
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Maxima  et  nunima ,  application  de  cette 
méthode  à  la  recherche  des  rayons  de 
courbure  des  surfaces,  327. 

Maxlma  et  mbUma  des  int^rales  indé- 
terminées et  définies ,  8}S. 

Maxima  et  minima  des  intégrales  îndé* 
terminées  aux  différences,  1039-1032. 
—analogie  de  leur  détermination  avec 
les  équations  de  condition  relatives  à 
l'intégrabilité  des  fonctions  aux  diffé* 
rences,  1029. 

Métaphysique ,  abus  de  la  métaphysique 
en  mathématique^  494. 

Module ,  ce  que  c'est  qu'un  module  loga- 
rithmique 9  Introd.  24.  —  est  le  sinus 
de  l'angle  des  a^mptotes  d'une  hy- 
.perbole,  493« 

Moivre ,  sa  formule  pour  élever  un  poly- 
nôme à  une  puissance  quelconque, 
Jntrod.  20.  — -  modification  qu'il  ap- 
porte au  théorème  de  Côtes  ^  174.  — 
relation  qu'il  assigne  aux  nombres  de 
Bernouili,  919. 

Monge ,  sa  théorie  des  tnrfacea  courbes  et 
des  courbes  à  double  courbure ,  pt  éam- 
bule  du  Chap.  Y,  T.  l.^-lès  détermi- 
nations qu'il  aonne  pour  la  tiransforna- 
tion  des  coordonnées  -dans  l'espace  ^ 

Îio.-— a  <k>nné  une  théorie  des  courbes 
double  courbure,  348.-^étermine 
les  surfaces  limites  par  leurs  caractéris- 
tiques ,  339.— ses  remarques  sur  les  li-' 
«nés  de  courburedes  surfaces  du  second 
3iwé,  674.— donne  une  méthode  pour 
înâgrer  les  équations  oii  les  diffb'en- 
tieHes  passentle  premier  degré,67  J.«— 
£aitvoir  qu'aucune  équation  à  trots  va- 
riables n'est  réellement absurde,70i.— 
camène  l'intégration  des  équations  dif- 
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férentielles  partielles  du  premier  ordre 
oii  les  coemciens  diflërentiels  ne  pas- 
sent pas  le  premier  degré  y  à  celle  d'au- 
tant d'équations  différentielles  du  pre» 
mier  ordre  que  les  premières  contien- 
nent de  variables ,  724.*-*  leçons  qu'il 
donne  sur  ce  sujet ,  Non,  —  comment 
il  a  intégré  Féquation  différentielle  par- 
tielle de  la  surface  dont  l'aire  est  un 
minimum ,  786.— ses  constructions  des 
intégrales  des  équations  différentielles 
partielles ,  789 ,  jqo  ,795.  —  intègre 
réquation  des  surfaces  équivalentes  au 

Éan,  793.  —  fait  voir  le  premier  que 
s  équations  différentielles  sont  sus- 
ceptibles de  solutions  générales  conte- 
nant des  fonctions  arbitraires, 798«  — • 
découvre  une  correspondance  entre 
les  équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre  et  les  équations  dif- 
férentielles de  cet  ordre  qui  ne  satis- 
font pas  aux  conditions  dlntégrabilitéy 
806.  —  ses  considérations  sur  les  sur- 
faces développables  circonscrites  à  la 
sphère  et  sur  leurs  arrêtes  derebrousse- 
ment,  810. —  résultat  qu'il  obtient 
relativement  aux  équations  différent 
tieHes  du  second  ordre  qui  ne  satisfont 
as  aux  conditions  d  intégrabilité  » 
il.—  extrait  de  son  mémoire  sur  la 
détermination  des  fonctions  arbitrai* 
res,  990-993. —ses  remarques  sur 
les  diverses  intégrales  dont  est  suscep- 
tible une  même  équation  aux  différent 
ces,  1008. 

Monmcla^  ses  reniarques  sur  le  problême 

'  de  Fivianif  540. 

Mouton^  sa  méthode  d'interpolation  ,8934 
—réduite  en  formule  par  Prony  »  893* 


I 


N. 


NjiPPES  des  surfaces  courbes  ;  leur  dé- 
finition ,  307. 

Neper,  inventeurdes  logarithmes, /Âfr.l4. 

Newton  ,^sa  méthode  pour  le  retour  dei 
suites  ,  Inurod,  45 . — parallélogramme 
analytique,  11 8.  — formule  du  bi- 
nôme, 15.  —ses  idées  sur  le  Calcul 
différentiel ,  ^.  —son  théorème  sur 
les  racines  des  équations,  161.  —-di- 
Ttse  les  lignes  en  ordres  et  les  courbes 
en  genres ,  soi,  —  fait  Ténumération 
des  lignes  du  troisième  ordre,  a  16.— 

jlpftndict. 


donne  une  construction  pour  la  multl* 
pfication  des  angles ,  696  et  la  note, 
—  a  indiqué  une  manière  de  résoudre 
les  équations  différentielles,  798.  '— 
ses  formules  d'interpolation ,  876  , 
879,  880; 

Naud  d*une  courbe  ;  309. 

Nombre  •  tout  nombre  exprimé  ea  chiffres 
revient  à  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  de-10 ,  x  18 ,  Nott» 

Nombres  de  Bernoulli  ;  leur  origine  et 
leurexpression  générale ,)  919.  ~  leur 
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liakbfl  zftt  la  somme  des  suites  des 
puissances  négatiTes  des  nombres  na- 
turels ,  109I. 

yoinèns  tnms ,  Itnr  détomposition  en 
parties  entières,  1098- Il 00. 

}formak ,  sofi  êctuacion ,  045 . 

tMnah  ,  exprtftlon  de  sa  longueur ,  îtid. 


BLE 

Normale  des  surfaces  tourbes  ,  ses  équa- 
tions, 3»}. 

Notation  au  Caleuf  différentiel;  incon- 
vénieht  de  la  changer.  CçUe  de  Lélhniti 
perfectionnée  par  iFontàine.;  sa  conv- 
parâhon  arec  celles  à*Eultr^  de  ITlf* 
rifigtx  de  Lagrangi ,  861 ,  N(uc. 


o. 


Ombres  ,  solution  analytique  des  pro- 
blèmes relatifs  à  la  détermination  des 
ombres,  334.  , 

Ordorméts,  1 9  5 . — l'ordonnée  d^u ne  cour- 
bé est  le  coefficient  diflérentiiit  de  son 
aire,  a8o. — des  polyepnés  d'un  nom- 
bre infini  de  c6tés;  leurs  différences 
successives  représentent  les  diffiren- 


tielles  ,  2^36.  —  des  paraboles  o»ct>- 
btrtces  ;  leurs  diâérences  expriment 
les  termes  du  développement  de 

Origine  des  coordonnées,  .195. 
(hcuîatîon  des  courbes  ,   2-^8. 
OscuUtlon  des  branches  d^une  courbe  ^ 


p. 


? 


tiozi  (  M.  )  intègre  des  êauatiôns  aux 
différehces  dont  Tordre  dépend  d'une 
dei  variableis,  1C25.  — donne  une 
msinièce  particulière  de  convertir  les 
fractions  rationnelles  en  séries,  1017. 

'  NùU.  —  ses  remarques  sur  les  équa- 
tions différentielles  à  trois  variables 
Iui  ne  satisfont  pas  aux  conditions 
'intégrabilité ,  8ai.  — se*  EliKenti 
étAlgtbra,  Note, —  ses  remarques  sur 
l'intégration  des   équations  différen- 
tielles du  second  orare ,  qui  ne  satis- 
fotit  pis  aux  conditions  a  intégrabili- 
té  y  812.*— ses  remarquessur  gne  équa- 
tion du  préniièr  degré  aux  diffirences , 
dans  laquelle  la  différence  de  la  varia- 
ble indépendante  n'est  pas  constante , 
^^9.  —  cherche  le  facteur  propre  à 
rendre  intégrables  les  équations    du 
premier  degré  aux  différences ,  997. — 
ramène  à  1  intégration  d'équations  aux 
différences  partielles,  la  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entières , 
lloô. 

Parabole ,  son  équation»,  214.  — -  sa  dé- 
yelopée:  la  parabole  i  spn  sommet  a 
un  contact  du  quatrième  ordre  avec  le 
cercle  osculateur  ^  267.  — -  son  rayon 
de  courbure ,  267.  — -  engendre  un  so- 
lide dont  l'expression  offre  un  défaut 
de  continuité  dans  le  passage  des  dif- 
férentielles aux  intégrales  ,518* 

Paraboles ^  leur  quadrature,  490.  — leur 

'  l;ecd6'cat(on^  joi. 


P'araboles  oscularrîces ,  258.  -^  les  dtffé<- 
rences  de  leurs  oixloiuiées  expriment 
Jes  termes  successifs  du»  développe- 

.  ment  de  fCJt-f-é).  AîwÉ.-^leur  usa- 

'  ge  pous  construire  les  équaitions  diSe- 
rentieije*  de  toua  les  ordres  ,  639. . 

j^jrâ/0/0/iÂe  de  révolution  t  316. 

ParulléUjnpède  oartagé  en  cases  pour  (or- 
mer  une  table  à  triple  entrée  ,  lOlo. 

Paneval  donne  un  théorème  pour  la. 
sommation  de  certaines  suites  résul- 
tantes de  la  multiplication  de  deux 
autres,  tçrme  4  terme,  1067.— 
comment  il  int^e certaines  équations 
diSérentielles  partielUs  à  trois  et  à 
quatre  variables  »  1 132  ^  1133. 

Partitto  numerorum^  ou  décomposition 
des  nombres  entiers  en  parties  entiè- 
res, 1 098-1 100. 

Pascal ,  ses  idées  sur  les  définitions  » 
page  82. — loi  des  termes  de  son  trian- 
.  gle  arithmétique  «  1013, 

Pirntjr.ênce  des  signes  d'une  équation  ^ 

Perspective  ,  solution  ar.a'yttque  des  pro^ 
blêmes  de  la  perspective  v  ^^ 

lyijr  CM.  ) ,  «en  recherches  jur  le  déve- 
loppement de  la  puissance  quelcon^e 
du  polynôme ,  1044. 

Plans  coordonnés  y  leur  définition,  294. 

Plan ,  son  équation ,  295.  —  déterrai- 
nation  de  l'équation  du  plan  qui  passe 
par  trois  points  donnés ,  298.  amener 
|)ar  un  point  donné  un  plan  parallèle  à 
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UM  plan  donné,  )oo— -équation  du 
plan  perpendiculaire  à  une  droite, 301. 
— o  détermination  de  i'an|(le  que  font 
^ntr'eux  deux  plans  dans  Te&pace, 
304.  —  détermination  de  la  perpendi- 
culaire à  un  plan  p4c  la  coosidératîon 
.  du  minimum ,  306» 

Pl4a  t/ingcatj  détermination  du  plan  tjin' 
gent,  mené  à  une  surface  par  un  point 

.  extérieur,  322. — équation  du  plan  tan- 
sent  aux  surfaces  courbes,  322,  324* 

Plan  normal  d'une  courbe  à  doubk  cour- 
bure ,   350. 
I    Plan  osculauur  d*une  courbe  à  double 
courbure,  348-349. 

Point:  un  point  est  déterminé  sur  unplaii 
par  deux  coordonnées ,  195.— -dans 
l'espace  par  trois ,  296. — distance  d'un 
point  à  un  autre  sur  un  plan  «  I97f  et 
dans  l'espace  ,  302. 

Points  muIiipUs  des  courbes,  2^8.«— leur 
détermination  par  la  transformation 
des  coordonnées  j  an,  222. -«-le^r 
détermination  par  le  Calcul  diâéren* 
tiel ,  ll48-iir54. 

pjùàtsfvitfitafion»  9Qi  -^lii«r4ét«rml- 
oation  par  la  transforn^tion  des  coor- 
données 9  915  9  ai6.*--oleur  détermina- 
tion par  le  Calcul  diiFérentiel ,  249. 

Points  singuliers  des  courbes ,  2o3. 

Pifiinti  de  rUrofusimint  de  la  première  es -^ 

£èce ,  de  la  seconde  espèce^  jk>9«— de 
L  première  espèce ,  leur  détenninatio9 
par  le  Calcul  ditféreatiel  »  250,  sj 5. 
i—  de.  la  KCO«dc  espèjce  •  («ir.décermî- 
nation  par  le  Calcul  différentiel,  25 1, 

Points  de  strptnumcnt^  leur  détermina- 
tion par  la  transformation  des  coor- 
données, 2il5. 

Points  .conju&w^  1  ur  dé&iition,  90p. 
Nott.  —  leur  détermination  par  la 
transformation  des  coordoanées  »  ^23. 

Polu  d'une  courbe,  «75.. 

Polygones^  d'un  nombre  infini  de  odtés 
représentent  des  courbes,  aSj.-M-ms- 
criu  et  circonscrits  à  une  courbe,  leur 
usage  pour  obtenir  les  valeun  appto- 
ckées  des  intégrales,  477,  478.—' 
leurtisage  pourtroiLvevki  dtfféreiMidle 
^  volum^e  d'un  eoUde  de  xé voiation , 
0t  .celle  de  jon  aise ,  ^  s6,  «*-  leur  usage 
pour  construire  les  équations  diffèren- 
lielles  du  premier  «f  dre  à  deux  raria- 
bUs«  $96.-^leQrus»^pour construire 
les  équations  difiJ&rcaeîeUes  4le  towies 
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dont  l^s  aires  sont  des  méxlm»  ou  des 
minima^  1031 ,  1032. 

Polynôme  f  développement  de  la  puis- 
sance n  du  polynorae 

(^a  +  h  +  c+d ), 

.  IntioL  19*'— développement  de  la 
puissance  n  du  polyiaonit 

a  +  h^  +  dx^+:d:f? 

Intnod,  45. 

Polynômes  algéàriqius ,  jrecherchc  du 
nombre  de  germes  d*tin  polynôme 
complet  d'un  degré  quelconque ,  ren- 
fermant un  nomore  quelconque  d'in-> 
connues  et  détermination  Hu  nombre 
des  termes  où  l'une  de  ces  inconnues 
n'entre  pas  ,  066-968.  —  développe- 
ment de  la  puissance  quelconque  d'un, 
polynôme ,  son  usage  dans  la  théof  te 
des  suites  récurrentes ,  1 044. 

Prasse(  M.  Maurice  de  j ,  ses  recherches 
S4ir  le  développement  de  la  puissance 
quelco;K[ue  d  un  polynonae,  io44. 

Produit:  un  produit  demeure  le  ;iiénie 
dans  quelque  ordre  qu'oi^multiplieles 
facteurs^  le  composent  ,38.  Note^ 

Prodmt  df  facteurs  équi-diâerens ,  pu 
pHi^saoces  dM  second  ordre ,  leur  inté- 

f ration,  900-  90a.~-ie  grands  nom- 
res ,  moyen  de  trouver  leur  rapport, 
5>4S.  -"-indéfinis  ,eipressioiisde  leurs 
différences  en  fonctions  dn  nombcede 
facteurs,  057.— 'finis  tt  jodéfinis, 
leur  trainstormation  «a  aérles ,  I09f  « 
»-»  indéfi,nis ,  qui  expriaunt  une  incé- 
craie  d^nie,  le  ^aus  Mt  le  cosinns 
d'un  arc,  1086.  — les  exponentielles, 
10S7.  —  toutes  les  lignes  trigonomé- 
triques ,  1093.  •—  les  séries  auxquelles 
ils  donnent  lieu  et  leur  usage  pour  la 
partition  déf  nomi»res  ^  1097- 1 100. 

Pr.;gT«fj/9Jupardii&ronces,  859  ttîa^êote. 
•^.par  quotiens  •  850.  Note, 

Projtcdons  d'une  ligne  oroite^elattoas  qui 
lient  entr'elles  leurs  éqaations  ^  197. 

Prony:  formule  qu'il  donne  ponr  dére- 
lopper  les  différcnqct  d^une  fo&otîon 
d'aoe  seule  vanabta ,  B^i*  ^^  formule 
qu^il  donne  ^ur  m  primer  les  loix  de 
la  dilatation  des  Àuîd«  élMtiqoes, 

-  4B8i.-«' tables  ^cb  «iisaa  naturtb  dea 

M  logarithmes  et  des  4Bf)geiites  calcifiés 
ions  fa  djrectioii,  £90.  -^  rédaft  an 
formule  la  méttodeiPintorpcdatic»  de 
Mouton  ,  893.  •*  communique  |in 
Mémoire  inédit  d'£icbr,  1107. . 
ordres,  639.  Note, — rcoherciie^itoeux 
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Puissanca  fractlonmlres  ,  leur  liaison 
avec  rinterpolation ,  1074.  —  du  se- 
cond ordre ,  leur  définition  et  ieurs 

propriétés»  9011-0049  9^^* 
Puissances  du  secona  ordre  d'un  binôme , 
leur  développement,  904. «—du  se- 
cond ordre ,  l'intégration  de  celle  de 
ces  puissances  ,  dont  l'eiposant  est 
—  I  ,  conduit  à  une  transcendante 
analogue  aux logantboies 4  9a5.«*-son 
expression  par  une  intégrale  définie, 
105:9.  —  du  second  ordre ,  expression 


de  leur  logarithme  et  de  sa  différen- 
tielle ,  en  fonction  de  son  exposant , 
958.  <— do  second  ordre,  leur  usage 
dans  l'interpolation  de  quelques  séries ,. 
969-964.---donnent  l'expression  de  la 
circonférence  du  cercle  et  de  quelque» 
quantités  irrationnelles ,  964.  *-  du 
second  ordre ,  leur  expression  par  des 
intégrales  définies,  1071.— expression 
de  leurs  différences ,  de  leurs  aiffiéren-^ 
tielles ,  de  la  même  manière ,  i075.-« 
de  l'hypetbole ,  492^ 


Q. 


QyAixRATURË  des  courbe»»  490. 
Quadrature  des»  surfaces ,  515  et  sulr^ 


QudrraUes  (courbes  )•,  49a. 


K. 


Racihes  ,  surles  racines  égales  des  éiqna- 
tions,  180. —  des  quantités  négati- 
ves» moti&  d'examiner  de  nouveau 
leur  théorijp ,  1108. 

Rayons  da  courhurt  (  recherche  des  X» 
par  le  moyen  des  cercles  osculateurs  , 
160  et suiv.-^e  la  développée,  2(^5. 
— ^de  courbure,  s66.  «-  de  co«rbure , 
leur  expression  en  coordonnées  polai- 
i«f ,  278,  —de courbure dessurraces , 
kor expression^  ^i6,  J27,  310,  3}!. 
«—  de  oourbure  d'une  section  uite  par 
«o^plan  dans  une  surface  courbe,  399, 
•-—ae  courbure  absolus  d'une  coutt>e  à 
doublecoarbttrey  352.— leurdétcrmi* 


nation ,  3n*  "**  ^^^*^  expression  dà 

même  rayon»  3  5  4. 
Rayon  vecteur  ,  27<. 
Rectification  de»  couroes ,  500-5 1 4, 
Réductton  des  intégrales  binômes  à  d'an* 

très  de  même  forme,  387-394.*— 

des  intégrations  des  différens  terme» 

d'une  série  à  une  seule,  417. 
Réflexion  de  la  lumière  ,  problème  relaùf 

à  cette  réflexion. 
Rignaud  aide  Mouton  dans  ses  travaux 

sur  l'interpolation ,  80^. 
Riccsiif9on  équation  différentielle ,  550. 

584,  601,641  ,  643  ,  777,  1123. 
RnUittes^lwt  théorie,  391-393.. 


SicANTK  (  .difBrentiellè  de  la  )\ 
^A.  — -  formule  oui  l'exprime  par  la 
somme  ou  la  dimrence  de  deux  tan- 
gente» ,  890.  —  d'un  arc  de  cercle  ,. 
.  ses  développemens  ea  produits  indéfi- 
nis, 1093.— Jiyperboiique,  496. 

Stctiurt  hyperboliques,  leur  expression» 
en  séries^  410 ,  41 3.— analogie  qu'ont 
entr'eux  le»  secteurs  elliptiaues  et  les 
secteur»  hyperboUque»  »'49q; 

Sections  principales  des  surface»  du  »c* 
cond  degréy  313.  0 

Sicdon  d'une  surface  courbe  par  un  plan  ,. 
expression  de  son  rayon  die  courbure  » 
529. 

Signer ,  sa  démonstration  de  la  règle  de 
Dtscarus,  i8i* 


Séparation  des  variables  dans  le»  équation» 
différentielle»  du  premier  ordre»  543* 

Séries  Ç  orieine  des  ),  ïntrod.  3.  —  une 
série  ne  donne  pas  toujours  la  valeur 
d'une  fonction;  quelquefois  au  lieu  de 
s'en  approcher  à  mesure  que  l'on  prend 
plus  die  termes ,.  elle  »'en  éloigne  indé* 
nniment ,  Introd.  4.  —  des  série»  di- 
vergentes,  //imi^  5.  — -  possibilité  de 
rendre  lepremier  terme  d'une  série  in- 
déterminée plu»  grand  que  la  somme 
de  tous  les  autre» , //iiro^.  8.  — ^dé« 
croissantes  qui  n'ont  point  de  limites  ^ 
Jntrod.  26,  27. — par  laquelle  Lagny  a 
calculé  le  rapport  du  diamètre  à  la  dr- 
onfér  ence,  htrod.  38» 


.*b 


Seriis ,  développement  des  fonctions  en 
séries,  98.-^ des  divers  développe- 
inens  en  série  dont  une  même  fonction 
est  susceptible ,  1 17.  — -  ascendantes  , 
descendantes  (  définition  des  ),  118. 
«—développement  des  fonctions  en 
séries ,  en  cherchant  leurs  termes  par 
ordre  de  grandeur,  118-115.  — leur 
u^ge  pour  déterminer  les  circonstan- 
ces du  cours  d'une  courbe,  130-137. 
•-«  à  plusieurs  variables ,  leur  interpo- 
lation y  894 ,  895. —expression  de  la 
somme  des  termes  pris  à  des  intervalles 
égaux  dans  une  série  quelconque ^  938. 
•M  correspondance  des  séries  et  des 
équations  aux  différences ,  970.-— leur 
transformation',  par  les  fonctions  gé- 
nératrices, par  un  changement  de  va- 
riables, 1045.— leur  transformation 
-purement  algébrique ,  1046.— expres- 

'  iton  de  leurs  limites  par  des  intégrales , 
1059-1061 ,  1065-1069.  — leur  inter- 
polation par  les  intégrales  définies , 
1071-1075.  — propres  à  évaluer  les 
incézrales  simples,  fonctions  de  grands 
iion3)res  «  1 109- 1 1 1 3  .—les  intégrales 

t  doubles,  iii4''iii5.— divereentes, 
détermination  des  valeurs  des  limites 
de  maelques  séries  divergentes,  1047, 
1040.  -^  divergentes ,  calcul  de  la  li- 
mite de  l'one  &  ces  séries ,  1065.  «-« 
f>ar  les  intégrales  définies,  f^i^.— par 
es  fractions  continues.  Note. — diver- 
gentes ,  série  1— i  .1+1.1. }— etc. 
sa  limite»  1117. —  hyper-géométri- 

?ues ,  1069.  —  récunentes  indiquées , 
81.  —  récurrentes ,  ont  pour  type 
général  une  équation  aux  différen- 
ces, 983.  —-récurrentes,  recherche  de 
l'expression  de  leur  terme  général , 
974-976.  ^  de  là  résulte  la*  détermiiia- 
tion  algébrique  des  coefficiensnuméri- 

3uesdece  même  terme  général ,  consi^ 
éré  comme  formul*  d'interpolation , 
dans  le  n*.  881^)— récttrrentes,recher- 
che  de  leur  terme  général  par  les  fonc- 
tions génératrices,  1039. — récurrentes, 
expressionde  leur  terme  général  pa^  des 
coefficiens.diffiêrentieb,  1041,  104a. 
— récurrentes  >  développement  de  leur 
terme  général  indépetidamment  àt\i, 
détomposition  du  dénominateur  delà, 
fraction  génératrice  en  (acteurs  sim- 
ples, 1043,  1044.  —  récurrentes, 
doubles ,  ICI I.— triples ,  quadruples , 
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Séms  récurrentes  doubles,  détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrices,  1051-1055, — rappro- 


chement des  diftérens  points  de  la 
théorie  des  séries  récurrentes,  1146. 

Séria  récurro-récurrentes ,  voyti  séries 
récurremes  doubles. 

Svrit  de  Taylor^  expression  des  limites 
d'une  portion  quèrlconqne  de  cette  sé- 
rie ,  1069  >  >07o.  —  des  ares  dont  les 
tangentes  procèdent  suivant  une  loi 
donnée,   11 46. 

Signa  divers  dont  peuvent  être  affectés 
les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs  de  cer- 
cle, iS^.Note. 

Sinus ,  expression  du  sinus  d'un  arc  muU 
tiple  par  les  puissances  du  cosinus  et 
du  smns  de  l'arc  simple ,  Introd.  40 ,  41  « 
—  expression  des  puissances  du  sinus 
par  its  cosinus  et  les  sinus  multiples  ^ 
IfWrod.  43.  —  expression  du  sinus  d'un 
arc  multiple  par  deux  sinus  antécédens , 
985.— expression  du  sinus  d'un  arc 
multiple  au  moyen  des  puissances  da 
cosinus ,  déduite  de  l'intégration  des 
équations  aux  différences,  985.-* la 

.  même  obtenue  par  les  expressions  ima- 
ginaires,  986.  —  développement  du 
sinus  suivant  les  puissances  de  Tare , 
Inifûd*  349  35^-*iMV  l«  limites,  Inu 
41. — par  le  Calcul  diffirentîel,  I03«.^ 
(  diff&rentiation  des. .  .}i&.— formule 
pour  la  construction  des  tables  de  si- 
nus, 889.^«4ables  des  sinus  naturels  de 
icooo*  parties  du  quart  de  cercfe  cal- 
culés sous  la  direction  de  Prony  ,890; 
— leurs  différences ,  887-89o.-^iffé. 
rences  de  leurs  logarithmes,  891. «—ses 
développemens  en  produits  indéfinis  y 

.  1086-109^.— celui  de  son  logarithme» 
1087. -^d'arcs  imaginaires,  187.—^ 
hyperboliques  «  187.  JVore.  —  hyper- 
boliques, leur  dénnition  et  leur  ex- 
pression en  logarithmes ,  496.-»^verse , 
sa  différentielle ,  fljL 

SoUdti ,  évaluarion.  des  solides ,  en  ayant 
éeard  à  leurs  limites  «  ^I2i-5a3.-^des 
diverses  manières  de  les  décomposer 
pour  évaluer  leur  volume  et  leur  aire, 
5 17.— de  la  moindrerésbtânce ,  8^ , 
Atoif.-^de  révolution,  lenrcubatufe^ 
H 1 1.  -^dcTévolution ,  Tévaluarion  de 
leurs  aires  ,  5 16.— de  révolution ,  ex- 
pression de  leur  volume  et  de  leur  aire, 
déduite  des  formules  générales  don. 
nées  ponc  une  surfiicequelconque,  515. 
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Solutions  particulière!  des  équations  difté- 
reDtielies  du  premier  ordre, exemples 

.  de  ces  solutioas,  569,  Ç75.  —  parti- 
culières des  équations  diftéreotielles  du 
premier  ordre ,  576  «  f  9)  •  *-*-  particu- 
Uècesj  caracièrcc  qui  les  distinguent 
des  intégrales,  J70,  ^9.— «moyen 
de  les  déduire  de  réquaûon  différen- 
tielle, ^ScX'-^p^iculièref»  procédé 
de  LapUa^  pour  les  déterminer  per  Je 
déy  eloopement  de  Tinfe^^lt  en  série , 
586,  {07.-— particulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre,  la  ma- 
jiièic  de  les  représenter  et  de  1^  obte- 
nir par  les  considérations  géométri- 
ques, 6o8.«<— particuUères  des  équn» 
tions  diffirentieUes  d'un  ordre  quel« 
conque,  leur  théorie  ot  le  moyen  de 
les  obtenir,  667-67ft.«^f paiticuliè- 
jes  des  équations 'différenri^Ies,  leur 
jisage  {x>ur  trouver  le  facteur  pro- 
pre à  rendre  intég^aUes  ces  équa- 
tions, 5  S9|,*7o8.  «*-*  particulières  des 
4auattonsdifiKrentkUes  partieliesi,766, 
fèrr.  mm  particidiéres  des  équations 
différentielle»  oui  ne  satisfont  pas  aux 

.  condition»     d  intégra^Nlité  ,     S04  , 

Soj. 
Smmatkm  de»  puissances  négative»  des 
«ombres  naturels  ,   9)S^943-«^  par 
approximacion^ojç-^jt.*— de»  séries 
dont  le  terme  généraleat  une fimction 

.  transcendante  »  M{-95  ftw-**»  dm  siéries , 
son  application  a  1  interpolation  *  95  3- 

Sâmme ,  ^  mot  est.  Torigine  du  signe 
4'iÀiégratton»  3  5  8,  A<ipic>-<- disijncsion 
dfis  sommes  d'avec  les  intégcales  aux 
différences ,  897,  — *  evptesAioa  de  la 
«omme  des  suit^  d'uAe4eu]f  variée , 
..  9>o  T  95a.  -*»  des  ^ries  de^inns  et  de 
Msinus^  949^950*.<— -  paradone  reUtif 
au«  litmtes  decesjséries,  9$»  ,  95}. 

Sm^  équation  relative  è  la  pr<^gation 
du  son ,  768. 

Samiorm^U  ,  fon  eiipsessîon  générale  » 

«4$.- 
StmangiMt^  son  exjpfession  générale, 
s4a<«^«a  détermw9ti«n  par  Ws  li- 

eidémtifl^  de^  iPCflyigpnes  4'unj>Qari?re 
infini  de  cites,,  aS^^wsoaescpses- 
sion  en  coordonnées  polaire» ,  %yj, 
SpJUre ,  son  équation ,  io2.  -^  condition 
des  contaca  de  la  sphère  avec  unesur- 
iaice^ucbe  ^pielconque  ;  sphère  oscn- 
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Utrice ,  3 1  <; .  «»  la  sphère  a  un  nombre 
inftni  de  lignes  de  courbure  pour  cha- 
que point,  33i.**-osculatnce  d'une 
courbe  à  double  oourbure,  3 {0-353. 
••-^on  volume, sa  surface,  5i7.r*-éva- 
luation  de  son  volume  entre  des  limites 
données ,  "^Ui,  »<-*  courbes  rectiûables 
sur  la  surace  d'une  sphère,  537.— 
portions  de  sphères  quarrables,  jjS- 
S^l  ^-^phères  concentriques,  suiLces 
conques  qui  les  coupent  toutes  à  an- 
gles droits,  791  ^«son  équation  est 
une  solution  particulière  de  celles  qui 
appartiennentaux  arrête»  de  aebrouase- 
ment  des  sur&çea  développablcaxir- 
conscrîtes  à  cetu  sphère,  MO. 

SpiraUSf  éouation  d^$*...r^portéçs  à 
des  coordonnée»  polaires,  27 \  —rieur 
quadrature  y  490. -rr  leur  r^ctiof^ation , 
J 14. ^-Spirale  de  Caaofi ou  à^Arch'Mc^ 
^'f  *7S  •  *7^>  a77.-p-typeiboliqut^— 
logarithmique  9.7^ ,  499,  5 1.4  ,  660  , 
661.*-* parabolique»  275  »499«  {14.^ 

fdrlwg ,  ses  formules  d'interpolation  ,  ' 
8799  S8o«  «^  remarque  sur  sa  uans- 
formaiion  des  puissances  natives 
d'un  monôme  en  séri^  de  Ccactions , 
90%.  ^ût$,  «<**  ses  uavaux  sur  l'inter- 
polation, 1071. 

Suhiiuitfcis  successives ,  nsage  de  cette 

.  méthode  dans  l'iotégfajUon  des  écla- 
tions différentielles  et  du  premier  de- 
^«66n-66éu 

Smuâ  i  retçur  des  ^^  lr4. 4{,  a  1 4 , 1 146. 

.  «^  une  seule  variable ,  leur  iaterpola- 
tîon,873-^893.««->:uialûgie  de  leur  som- 
mation avec  l'intéj^ration  desdifféren* 
ces  premières ,  897.  — «  détermination 
de  leur  somme  «n  les  regardant  comme 
cnafmdrées  par  le  développement  des 

.  intégrales  aux  dif^cnticUes ,  1058- 

.  107OW  «<«•  de»  puissaiu;es  uegatives  des 
nombre»  naturels^  leur  soicoution  par 
le»  nombres  de  JhrnoiùUt  1091.  — 
aonunation  de  quelques aukes  formées 

Er  les  produits  des  termes  cortaspon- 
ns  de  deux  autres,  2067,  1068  , 
4^15.-*» à  deua  variable^,  quiré^ul- 
^ent  des  solutions  d'une  équation.^  upis 
Indii^minées,  397. 
^tfi^cnçourkêf^  leîÊrdiyisif^  4Uï  ordres, 
, .'  «lyrfaces^lu  secondoi4repu4usMo^d 

dfg^.»  VJ'i  ^7*  *^  ^^  second  ordre , 
leurs  axes  principaux  «  3 1 3 .  —»  dp  j^e- 
OQivd  ordre,  tran&fpunation  de  leur 
iqua'lon  générale  ,  3 1 1  !  *—  du  second 
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efdre  ^  Irar  diamètre  plan  «  ;  1 1— *•  du 
ftcoiid  ordre ,  leurs  sections  princî pa- 
let^ jii>.*>* do  second  ordre,  leur 
éntimfatîon  ^  311:3 1^^.  «^  dri  second 
ordre  qui  ont  an  tentrê,  31s '.3 1^^» 
—•'qui' en  soni  dépooiVtiîes,  315. 
— »  du  second  ordre ,  engendrées  par 
fo  révolution  d*«ne  courbe  plane, 
316.  *^  du  stcond  ordre  ,  fcars 
tfymptotes,  5 17.*-*  du  second  ordre, 
kur  intersection  par  un  plan  ,318.—» 
du  second  ordre ,  leurs  lignes  de  cour- 
hirc ,  674.  —  courbes ,  leurs  mtetsec- 
tions,  318.  -i^  courbes,  applicatiiorh  du 
Cticui  diièrentîel  à  la  tfiéoriedes . .  « 
390  et'  iuly.  — «Tourbes ,  expression 
•analytique  <k  leur  continuité ,  }ft6.-« 
courbes,  équation  diflférehtielle  deleurs 
'tectiont,  321.  «—courbes,  leur  con- 
tact ,  3111  -«leur contact aTecurï plan, 
322,  324,*^ avec  une  sphère,  325. 
•^  avec  une^urface  dû  second -ordre,, 
33  3  ►— oourbes ,  équetkrh  de  leur  nor- 
-  tnaU^  343[.  — ^mcstire  ^e  leur  cbur- 
burt,  5!i6;ii>«^oufbe,  6ht  pour  cHâcun 
de  leurspoiirtè^^dlhik  ^pHèf^oscdi  tri- 
ce»^  307.-— couf!)es,ftyoir  dé  cbûrbure 
d'une  section  faite 'daAs  une  sbiface 
courbepar  unplenquelconoue,  31^. 
— couroes  ont  deux  ra^rons  de'couvbu-' 
re  difFérens,  327- 331 —coufbes,. 
détermination  des  équations  des  lignes 
de  courbure,  328,  330  «  331..^ 
courbes  ^  iieux  des  ^centres  de  coutfcure 
d'une  surface,  3 jx.-r^-cofTditieua  gé- 
nérales des  conucts  de  deuXisuHaces 
courbes,  33a.— une  surface  a  dans 
chacun  de  ses  points  un  contact  du  ,^ 
cond  ordre  avec  une  surfic«  de  révo- 
lution ,  333. —courbes ,  expression 
fénérale  de  leur  aire ,  5  24.^— courbes , 
iffiremielle  de  la  solidité  du  segment 
qu'elles  comprennent,  519.-— qour- 
bce,  évaluation  de  l'espace  qu'elles 
comprennent ,  510.  —  coucbef  ^  ieur 
^génération,  334-343.-r-aiiifiiUaires, 
leur  génération ,  leur  équation  géné- 
rale», 357 ,  344.  —  Tiqufitioaxitl&en- 
^elle  partielle  de  celles  4ont  lescesltres 
de  courbure  sont  dans  un  même  flam , 
337.  — courbes^  détermination  analy- 
tique, des  surnices  limites,  338.*— 
détermination  des  sui^kcs  par  la  con- 
sidération des  lignes  dont  elles  sont 
composéçs,  344.r— composées  de  droi- 
tes pafallèiLesà  un  plan  donr.é  et  assu- 
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jetties  à  passer  par  une  droite  donrtée , 
344.  *^  composa  de  lignes  droites  , 

244»  343«****'Coniques,  caractères  de 
îur^'éqùatiovfi,  )'i4^^dnîques,  leur 
-éqiMMÎoii  géniéride  ;  leur  équation  difFé- 
reâfleile  partielle  ^  33f4.  —•  coniques , 
-tompoié^  de  li{^  droites  assujetties 
'  i  passer  par  ira  point  donné ,  334.  — 
conique^,  détermination  d'une  lukace 
conique  prissent  oar  une eouibe  donné'*,. 
.    ou  circonscrite  a  une  eurftce  doniïée , 
'  Ibid,  «-^  coniques ,  leur  emploi  dans  la 
oetspectire  et  dans  la  théorie  des  om- 
bres',  iàid.  ->^  coniques ,  expression  de 
ieur  vôlmne  ef  de  leur  aire,  516.  -.  ; 

•  coniqueé-,  rilitégrethni  de  leur  équa- 
tf<>n  diffii>eAtiene  partielle,  7^0.— 

'  dônt^fes  portions  iont  en  rapport  cons- 
tant avec  leurs  projections ,  542,  79a. 

'«>*<ourbes,  équations  et  propriétés  de 
celles  dont  tous  les  élémens  sont  éga- 
lement inclinés  par  rapport  à  un  même 
J^>  793.— cylmdriquer,  leur  gé- 
iiéntioa ,  leotf  équation  générale,  leur 
'  tkiuatîon  dîfftittttieHe  partfielle^,  335. 
^  c^ndri<|pfésf ,  -  tioAij^ées  dé  jignes- 
'dfOites  perallèliés  à  oto'li^ê  donnée , 

.  >44— cylinoriques  de  secoïidT  or- 
dre, leur  équation  ,  314.  *>^'*déve- 
loppabl^,  IcuT  génératton,  ^43—^ 
leur  équation  gérSrale  ;  leur  équation 
différentielle  partielle  ;  Téquation  de 
leurs  arrêtes  de  rebroussement ,  342. 
— •  déveioppables ,  détermination  de 
celles  qui  tou|:lient  en  imême  tiemps^ 
deux  surfiices  données,  ou  qui  pas- 
sent oar'deux  -couriïes  données, 3 4 s« 
-^developoables^  leur  emploi  dans 
la  théorie  des  ombres  et  des  pénom- 
bres ,  34 o.  No:e.  —  déveioppables 
formées  pa^'  les  normales  d'une  sur- 
face courbe,  34f.-— déveioppables 
formées  par  l'ensemble  des  tangentes 
d'une  courbe  k  double  courbure ,  346. 
-—  déveioppables  circonscrites  à  la 
.    sphère ,  leur  équation  général^  et  celle 

•  de  leur  arrête  4e  rehroussçment ,  8io, 
équivalentes,  ou  de  même  étendue 
entre  des  limites  données  ,  leur  déter- 
mination f  équations  de  celles  qui  sont 
équivalentes  au  plan ,  792.  «—  cons- 
truction de  ces  dernières,  793.— gau- 
ches (engendrées par  une  ligne  droite 
assujettie  à  se  mouvoir  sur  deux  cour- 
bes données  parallèlement  à  un  plan 
donné,  sur  trois  courbes  données  sur 
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trois  droites  données),  ^44.'^ffLVicht , 
344  >  345*  —  ^^tt'  équation  eâérale , 
344.  —courbes  ,  intégration  de  l'équa- 
tion diffiérentielle  partielle  de  celles 
qu'engendre  une  droite  assujettie  à  se 
mouvoir  en  même  temps  le  Xoog  d'une 
autre  et  sur  deux  conrbei  données  » 
748.  (  vqyei  n».  544.  )  —  courbes 
engendrées  par  une  liene  droite  qui 
se  meut  d'une  mani&e  quelconque 
dans  l'espace ,  intégration  de  leur 
équation  diffirentielle  partielle ,  756. 
-^courbes  formées  de  lignes  droites , 
pass^ge^  de  leur  équation  orimitive 
^.  a  leur ,  équation  difEè^eaticlle  par- 
, .  tîetle^  763. ■— limites;,  leurs  caracté- 
ristiques,  339.  "— détermination  ana- 
lytique de  la  5ur£ice  qui  touche  toutes 
les. surfaces  limites  comprises  dans  la 
même  équation  générale,  340. -«-li- 
mites, détermination  de  la  fonction 
arbitraire  de  leur  équation  générale , 
341.— formées  patries  intersections 
.successives  d'çae  suite  4e  sphères  dont 
lé  centré  et  Jq  Taypn  sont  variifU»  ; 
leur  ^ua^doB  gén^lc:,  349. -«m des 
.  plans  normaux^  une  courbe  a  double 
courbure  «  3  50.  — -  de  révolution ,  leur 
génération,  leur  équation  générale, 
kur  équation  difiérentielle  partielle , 
336.  —  de  révolution ,  leur  volume  et 


leur  aire;;  fif.'Mi^de  révolution,  \n* 
tégration  de  leur  équation  diffirentielle 
partielle,  721. —  courbes,  dont  les 
deux  rayons  de  courbure  sont  égaux 
•  et  de  signes  contraires,  lenr  équation 
.  dilC&réntielle   partielle ,    317.  •«—  son 
intégration,  783.—» ses  surfaces  ont 
le  minimum  d'étendue  entre  des  limites 
données  ,854  —courbes,  trouver  celles 
qui  coupent  sous  un  angle  donné  toutes 
les  surfaces  comprises  dans  une  équa- 
tion diffirentielle  totale  du  premier 
ordre  donnée,  791  .«i— courbes,  trou- 
ver celles  qui  peuvent  faire  partie  de 
deux  Êimilles  distinctes  par  leur  gé- 
nération ,  807.  — *  détermination  de  la 
.  ligne  la  plus  courte  qu'on  puisse  me- 
.  ner  entre  deux  points  ou  entre  deux 
courbes,  sur  une  surface  donnée,  845. 
—  couibes,  dont  Taire  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimumtntxt  des  limites 
.   données.  854,  855.  —  dont  l'aire  est 
un  minimum  parmi  toutes  cell^  qui  ren* 
£çrment  4es  volumes  égaux7856.— > 
,  ^.  .courbes,  trpuvçr  l'équatpon  générale 
'  ",  'des  courbçf  de  contact  de  deux  familles 

.    ^sqr&cescoiurbes distinctes  par.  leur 
.  géoéfatjon  ,  ,8o8. 

SymAise ,  la  synthèse  procède  par  des 
équations  identiques,  Introduciion,  ij. 


T. 


TjBit  des  suites  ou'i  résultent  des  so- 
lutions d'une  équation  à  trois  îndéter- 
ibînées,  307.  '     .   '■ 

Tabla ,  construction  de  tables  pour  clas- 
ser les  intégrales  des  équation!  diffi- 
rentielles,  leur  inconvénient,  ^66^ 
67^.  —  à  double  entrée,leur  formation 
et  leur  interpolation ,  894. -—à  double 
entrée,  iox9.-«-à  triple  entrée,  load. 

Tayhr  (  théorème  de  ^  la.  —  démons- 
tration de  ce  théorème  par  la  diffi- 
rentiation ,  ou  par  les  limitei ,  109.-*» 
par  le  Calcul  aux  diffirences  et  les  li- 
mites ,  862.  — •  son  théorème  sert  de 
base  à  l'application  du  Calcul  diffi- 
rentiel  aux  courbes,  238.  — dévelop- 
peme;is  des  intégrales  par  le  théorème 
de  Taylof^  485.— usage  de  ce  théo- 
rème pour  intégrer  les  équations  diffi- 
rcntielles  du  premier  ordre  par  appro- 
ximation ,  595.  r—  son  usage  pour 
développer    les    diffirences  ,    063 , 


86y  ,  Ç71',  87a.— ses  formules  pour 
exprimer  Tintégrale  et  la  diffirence 
d'un  ordre  quefconoue  d'un  produit 
de  deux  facteurs  •  928  et  la  note.  ' 
Tan^enu  d'un  arc  de  cercle ,  son  expres- 
sion par  les  imaginaires,  Introd,  37. 

—  de  la  somme  ou  de  la  diffirence  de 
deux  arcs ,  Introd,  38.— son  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  l'arc , 
106-,  108. 

Tangenus  d'un  arc  de  cercle ,  diffirentia- 
tien  de  la aa. 

—  d'an  arc  de  cercle ,  formule  oui  ex- 
prime celles  des  arcs  au-dessus  de  4j<>, 
09a.— -d'un  arc  de  cercle ,  leurs  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  1093. 
— •  des  courbes  ,  leur  détermination 
par  les  séries ,  231.  —  détermination 
des  tangentes  des  courbes  par  la 
transformation  des  coordonnées  ,220. 
—des  courbes,  leur  détermination  par 
le  Calcul  diffirentiel,  p^r  la  méthode 

SArbogàst^ 


A*Arhogattf  1)6  «  339.'— des  cour- 
bes ,  leur  équation  générale ,  140.  — 
des  courbes ,  mener  par  un  point  donné 
une  tangente  à  une  courbe ,  242.  — 
des  courbes ,  mener  à  une  courbe  une 
tangente,  parallèle  à  une  ligne  donnée 
ou  qui  fasse  avec  l'axe  des  abscisses  un 
angle  donné,  143.  — ^es  oMirbes,  ex- 
{Hression  de  leur  longueur ,  244.—  des 
courbes ,  leur  expression  en  coordonr 
Jiées  polaires ,  277  .—«des  ctmrbes,  leur 
détermination  par  les  limites,  283. 

Tsrgtntt  hyperbolique ,  496. 

Tangeoies^  méthode  inverse  des  tangen- 
tes f  6oa*éo€.— méthode  inverte  des 
tangentes,  premier  problème  proposé 
lebaivement  à  cette  méthode ,  do4. 

Terme  général  de  la  puissance  u  du  bi* 

nome  y  47.  — -  igénéral  du  déreloppe- 

1 
ment  de  la  série        ,     .    ■ ,  104   et 

tiilv. -y- moyens  de  distinguer  parmi 
les  tcemes  d  une  équation  ceux  qui  sont 
les  plus  grands  «  iil.  — *  sômmatoire  , 
sa  déâoijdon  et  ses  celations  avec  Tin- 
tégrale  aux  diôérences ,  897* 

Théorème ,  la  démonstration  d'un  théo- 
rème se  rapporte  aux  équations  iden- 
tiques ,  Introd,  \^,Nou. 

Théêrcme  de  Taylor,  I2  ,  109,  862* 

Tractoires  servent  à  construire  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordse^ 
604,  •—  description  de  ces  courbes. 
Nou. 

Tréjectoirts  orthogonales ,  60 J.— {  pro- 
blèmes des  ),  605-607. — acception 
de  ce  mot  en  méchanique  ,  6oy Nou. 
—réciproques  (  problème  des  ),i  143. 

Transctndanies ,  Introd.  3.'— utilité  de 
leur  classification ,  675.  —  explicites , 
comment  elles  difi&rent  des  transcen- 
dantes  implicites ,  •  1 20.  *— «comparai- 
son des  différentiel  les  de  deux  trans- 
cendantes d'une  même  espèce  pour  en 
déduire  les  propriétés  de  ces  fonctions, 
676-694  ,  697.  —  moyen  proposé 
pour  faire  la  comparaison  de  celles  qui 
ne  peuvent  être  données  que  par  une 
équation  différentielle  où  les  variables 
ne  soient  pas  séparées ,  697.  —  ana-> 
lyfe  des  transcendantes  contenues  dans 
la  formule 

Pdx 
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40)  et  soiv.  voy({  ttamcMdantccellip' 

tiques.  •—  examen  de  la  transcendan- 

Pt'dx 


/- 


j4ppcndicc. 


,  iii6«iii9« —- ellipti- 
ques 9  leur  définition ,  512.  -«  ellipti- 
ques ,  leurs  propriétés  déduites  de  la 
comparaison  de  deux  différentielles 
de  ces  fonctions,  678-687,  — éWip- 
tiques  ,  comparaison  d'un  nombre 
qneloonqae   de  ces   transcendantes , 

Transformatton  des  fonctions  différen- 
tielles de  deux  variables  ,  de  manière 
.qu*on  y  puisse  reearder  celle  de  deux 
variables  que  Ion  voudra  comme 
fonction  de  fautte ,  65  ^  67.  —  dirs 
différentielles  prises  pour  constantes , 
77.  *-*  usage  ae  cette  transformation 
dans  l'intégration  des  équations  diffé- 
remielles  du  second  ordre,  6ia.<>-i 
des  coordonnées  sur  un  plan,  210, 
an.—- des  coordonnées,  son  usage 
pour  déterminer  les  tangentes  des 
courbes ,  *Jeurs  points  multiples ,  leurs 
inflexions  ,  220  -  2^8.  —  des  coor- 
données rectangles  en  coordonnées 
polaires ,  et  des  coordonnées  polaires 
en  coordonnées  rectangles ,  276.  — 
de  l'équation  d'une  courbe  entre  des 
coordonnées  rectangles  ou  polaires  en 
une  relation  entre  l'arc  et  le  rayon 
de  courbure,  et  réciproquement^  282. 
«-  des  coordonnées  dans  Tespace  , 
308  -  310.  —  des  coordonnées  rectan* 
gles  en  coordonnées  polaires  dans  l'es- 
pace, 319.  — des  équations  récipro* 
ques ,  403.  Note.  — des  intégrales  dou- 
bles et  triples,  527-<3o.— des  équa- 
tions différentielles  du  second  ordre 
et  du  premier  degré ,  6;l2.— utage  de 
i'une  de  ces  transfionnations^  i-i2i. 
Nou.  —  des  sérii»  par  les  fonctions 
génératrices,  1045*— -ttansfocmationa 
purement  algébriques  ,  ]046.^v*iusage 
de  ces  transformations  pour  sommer 
certaines  séries,  1047,  1048. 

Trembley  (  M.  )  propose  un  moyen  pour 
découvrir  par  les  intégrales  et  les  s<T- 
lutions  particulières  le  facteur  d'une 
équation  différentielle  du  premier  or- 
dre, 5 83.^- ses  réflexions  sur  les  arcs 
de  cercle  qui  s'introduisent  dans  les  in- 
tégrales des  équations  différentielles 
dn  premier  degré ,  666.  —  1^  méthode 
qu'il  a  proposée  pour  trouver  le  facteur 

Dddd 
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des  équations  différentielles^  peut  s'ap- 
pliquer à  celles  qui  renferment  trois 
yariablesji7a8. 


TriangUs  sphérîques,  leur  uiaf;e  pour 
construire  la  comparaison  des  arcs  elp 
Uptiques  >  695  ^  6^6^ 


V, 


yAJfDEMUâOSDK  imagine  on  algorithme 
pour  exprimer  les  foncrions  symétri- 
ques et  leur  valeur ,  1 59.-— considère 
les  puissances  du  second  ordre  ,  902. 
satkéorie  des  différens  ordres  d'irra- 
tionnelles, 965» 

VariabUs  des  quantités  considérées  com- 
me variables ,  leur  dépendance  établie 
par  des  équations,  40,  79,  81. 

Variations  des  signes  d'une  éouation ,  1 8  f  • 
— (  méthode  des  ) ,  81 5-841.—  théo- 
rèmes fondamentaux  {des  variations  , 

•  leur  démonstration  analytiaue ,  81 6. 
^'eur  démonstration  géométrique  du 

rmier,  8t6«  Nou,  —  recherche  de 
variation    d'une   fonction    primi- 
tive ou  différentielle,  816,  817. — 
des  formules  intégrales,  8&8-830^— • 
leur  usaee  pour  trouver  les  conditions 
d'intégrabilité  des  différentielles,  820* 
822.  —  des  fonctions  données  par  les 
équations  difiérentielles  ,    831-834. 
-—des  fonctions  contenant  deux  va- 
riables indépendantes  et  des  înt^ales 
doubles^83  s  -  837.— peuvent  être  dis- 
continues ,  838.  Nou.  —  leur  corres- 
rndance  avec  le  passage  d'une  courbe 
une  autre  d'une  nature  différente, 
8}8  a  U  APfc.-*examen  de&  variations 


relatives  anx  limites  des  intégrales  dé- 
finies, 838-841.  —  application  du 
Calcul  des  variations  aux  recherches 
des  maxima  et  mînima^  84a-  858*  — 
application  du  Calcul  des  variations 
aux  maxima  et  minima  des  formules  in- 
tégrales indéterminées,  843-850.  «««^ 
exemples  de  l'usage  des  équations  dé- 
terminées dans  la  résolution  des  ques- 
tions de  maximis  et  minimU ,  849.  — - 
leur  application  à  la  recherche  des 
maxima  et   des  minima  relatifs   des 
formules  intégrale»indéterminées,85aw 
"—  usage  des  «équations  déterminées  ^ 
pour  la  rechercrte  des  maxima  et  des 
minima  des  intégrales  doubles,  %'^4* 
»—  caractères  qui  disringuent  le  maxi* 
mum  des  intégrales  indéterminées ,  de 
leur  mmmifm,  8579  858-— applicarion 
de  cette  méthode  aux  intégrales  anx 
différences,  1029,  1030; 

Vis  courbe  qu'affecte  le  filet  de  la  vis  or«^ 
dinaire ,  809. 

Viviani^  ses  questions  strr  les  espaces 
quarrables,  t(32«— sur  la  voûte  qaarv 
rable  çn  particulier,  540. 

Voûtt  quarrable  (  problème  de  la  y^  540  ^ 
541.  —  elliptiques ,  674. 


w. 


JValus  ,  expression  qu'il  donne  iie  la 
demi  -  circonférence  du  cercle,  04 j. 
—usage  de  cette  expression  pour  l'in- 
terpolation de  certaines  suites,  961. 
—  cette  expression  oblenue  par  les 
puissances  du  second  ordre ,  964.—» 


ses  travaux  sur  rinferpolatTon ,  1x^7  K 
JFaring  ,   comparaison  de  sa  notatiott- 

avec  celles  iiEuUr  et  de  Laçangt  y 

862.  Nou. 
JVlaca ,  ses  grandes  tables  de  logaritlunet^ 

etae  sinus  ^891. 


Fin  di  U  Têhli  dis  Matttru^ 


' ■    li     ■     i.f         1   i.     .      ..     ■■     ^ 

Obseuvation.  J£  stns  ât  plus  en  plus^  jam  par  mes  propres 
ouvrages  j  que  par  texamen  aiuntif  de  ceux  des  autres  ^  la  grande 
difficuUi  ,  pour  ne  pas  dire  fimp9SiieiUlité^  d imprimer  corruumeru  les 
livres  de  Mathématiques  ;  mais  mon  expérienu  dans  ttnseignemem  ma 
convaincu  que  la  plupart  des  fauus  typographiques  n  arrêtaient  presque 
jamais  tes  lecuurs  inteUigens , parce  quelles  étaient  trhs'facilu  a  recon-^ 
naître,  quand  la/ marche  du  Calcul  itait^  tracée  et  que  la  conclusion 
était  exacte.  C^ est  probablement  pour  cette  raison  que  beaucoup  <t auteurs 
se  sont  épargné  ta  pùne  de  mettre  des  errata  â  la  suite  de  leurs  im^ 
"vragts;  ceux  qui  n  ouvrent  les  livres  que  pour  en  regarder  le  comment 
cément  et  la  fin  ,  les  crayent  plus  corrects  que  les  autres  ;  mais  les  per^» 
sonnes  qui  étudient  sérieusement  sont  iicn  éloignies  tten  porter  Jtabord 
wi  par eU  jugement.  Aussi  parmi  Us  corru  tiens  que /ai  indiquées^  pour 
ce  yolume  a  pour  lespréddens  ,  les  seules  qui  me  paraissent  de  quelque 
importanu  sont  celles  qui  ont  pour  objet  des  changcmens  que  Jepnypès 
de  la  scitrue  a  rendus  nécessaires  dans  U  texte  y  ou  la  recàfication  dé 
quelques  erreurs  que  f  ai  remarquées  depuis  Impression. 

Je  ri  ai  pas  la  présomption  de  penser  quil  ru  ni  en  soit  pas  échappé 
d autres ,  mMS  je  crois  avoir  quelques  droits  à  t indulgence  des  juges 
éclairés  a  impartiaux  qui  sauront  mesurer  [étendue  de  la  tâche  qjue  je 
me  suis  imposée  ^  et  apprécier  Us  diffUuUés  que  foi  du  rencontrer  portr 
la  remplir^  dans  untems  où  ma  position  me  livrait  à  des  travaux  absa^ 
lurrunt  étrangers  à  mon  erurqrrise» 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS, 


TOME    If, 


Page  17}  (  ligne  92,  Its  txpmnaiu  dt  t  Jmvtnt  itn 


X  X       ^      " 

(44  9  ^S^^  dernière ,  riquaùon  rapporter  dans  cette  ligne  doit  être 

AF*+BE*+CD»=4ABC  +  D£F. 
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jSo  CORRECTtÛNS 

N*.  770.  La  forme  que  nous  avoni  donnée  ^  I1  valeur  de  f  ,  dam  ce  nuinffo  , 
ne  lenfcimant  que  dci  coefficlens  diiîétenriels  des  fonctions  arbiirairei  »  «  4  »  P"" 
ne  pa»  pâroitrc  asî«  générale  pour  la  conclMÎon  que  nous  en  tirons ,  mais  il  est 
faciU  de  b  jiKtifier  pour  le  ca*  oli  f  conBcndtoit  dei  teiin«  de  U  torme  NJ'^Vd»^, 
Omcid  de  ces  termes  pouvant  être  templacé  pai  la  iulte 

{d^fVâA-\-  —  *'—iy<tdcL +/r<t""i<()  (488), 

il  lufTii  de  considérn  ce  qui  réiiilte  de  reipreiiton  de  ^^Nff'Jtt,  en  tiq>p(H 
lant  toujours  que  la  fonclkin  4  [  >  )  ne  soit  qu'au  premier  degri  danj  K.  La  subcti- 
iHitoit  (le  cette  formule ,  eff.ctuée  comme  celle  dont  on  t'eit  scivî  dans  le  q".  c\té  , 

întfûduiile  terme  iV/-—-— -; -^,  (ontenant  muI  la  ibnciioR  ♦"(■)►  w  *■ 

■'  dudv  du     av 

dédnita  par  conséquent  -—  - — =0,  de  même  que  pour  le  C3(  ob  Ton  n'iroit 

composé  le  développement  de  ^  que  de  coefBciens  différentiel). 

K*.  ^71.  M.  Paoliet  Blot  ont  remarqué,  chacun  deleur  câié,  que  la  conclusion 
qui  termine  ce  n*.  n'est  pas  tout -à-fait  exacte  ,  parce  que  la  forme  aMi|née  par 
Lapkce.  &  l'iniégftle  de  l'équation 


i 


i  +  '''7ï+«'^  +  ^'>= 


■M,., 


A  assez  gcnécjle  et  ne  comprend  pas  tomes  celles  qui  peuvent  avoir  lieu.  On 
a  des  détails  iiès-étendus  sur  cet  objet  et  sur  les  remarques  du  n».  cité  dans 
un  travail  complet  qu'a  entrepiii  Biot,  sui  lei  diverses  formes  des  intégrales  de* 
équations  difFéreniielles  partielles,  et  qu'il  a  ptéienté  à  l'Insûtut;  en  attendant^ 
nous  observeront  qu'en  substituant  dans  l'équation 


qui  & 


n  cas  particulier  de  l'équat 


ceptee 


ulieu  de  r  la  série 


oh  A,  B  ,   C,K 
1.1  dy 


a.  3  dy 
les  coefficient  ^  et  £  demeurant  arbitrai 
lions  9  et  4 1  c'  I'i^d  > 


A-irBx-irC  i*-|-  D 1"+  etc. 
C  supposés  des  fonctions  de  ^ ,  on  trouve 


Ç==Kv)+x4W  f  — <F''0-)+7:^4'(y>+7;;;j;^<P"Cy)+ 


B  T    'A  D  D  7  T  T  0  N  Si.  ^gi 

La  fin  de  ce  n".  indique  line.lacttne-âjUK  roijvi-ïgî;  !s  n».  (Ité  779  ,  ne  coniicnc 
point  ce  qui  en  annoncé  dam  le  IîïIc  ,  voici  comment  il  fiui  y  suppléet  : 
P^ge  57J,  \.  Gy  au  lieu  di  mu  llgnt  ti  des  luivanitt ,  /,«( ,  piocWé  analogue  h 
celui  que  nous  allons  appliqtln  i  l'équation 

dont  la  piécédenie  n'est  qu'un  cas  particulier. 

L tnque  les  coefficiens /; ,  5,  7,  P,  Q,  JV,  Miti  <leic!ORU»it»,'On  Mtïifait 
à  cette  équation  par  U  SQppoiitîon  de  {^=:<^t*"+A]',  pourvu  que  lesquaniittt  m 
et  1  ayenc  enti'elles  la  relation  indiquée  p^r  t'équalioii 

l'une  de  ces  quaiititét ,  ainsi  que  ie  codHcient  j4  ,  demeurent  par  conséquent  arbî> 
Irairet ,  et  à  chaque  valeur  que  l'on  peut  prendre  pour  m,  par  eiemple,  cotret- 
pond  en  général  une  valeur  particulière  de  n.  Les  expreisions 
j=:ji'<"''+"V,  i:s=  A"t^''+''''ï,   etc. 

m'  et  n',  m''  et  n'',  etc.  détignant  des  valeurs  correspond  ail  tet  de  n  et  de  n  , 
sont  donc  autant  d'intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle  pattielU  ' 
proposée  ;  et  puisque  celte  équation  est  du  premier  degré,  on  aura 

{;=.4'e"'«+n>-^  ><"<«''»+'■"/ -f- etc. 
c'est-à-dire,  que  la  fonction  cherchée  sera  eiptiméepar  une  suite  renfermant  deux 
quantités  arbitraires  dans  chacun  de  tet  termes. 

Eoler  est  le  premier  qui  ait  («marqué  cette  maniire  d*  ?atlsfaîie  à  une  équation 
différentielle  partielle  ;  il  en  a  donné  dan*  son  Calcul  intégial ,  T.  Ul ,  pag»  ftio  , 
un  exemple  sur  l'équation  1 

Laplace ,  pour  varier  la  forme  des  intégrale»  que  fournit  la  série  cl-dessuS  ,  fait 
»ir=;i+ii,  et  développe  reïptMiionî=,4<'»*+nj-jSuirant  les  puissances  défi  ; 
pais  dans  le  résultat  qui  est  de  la  forme 

l  =  Â-\-ikB->ri^l^C-\-t'PD  +  etc. 
Bf  C,  D,  etc.  désignant  des  fonctions  de  x  et  de  y,  il  remplace  les  quantités 
ib,  ff,  iH'  ,  etc.  pir  des  constantes  arbitraires.  Ce  précédé  est  fondé  sur  ce 
que  la  fonction  ^c"-*-^/ doit  satisfaire  à  l'équation  diiTéienticlle  partielle  proposée, 
quelle  que  soit  la  valeur  et  la  forme  que  l'on  donne  à  la  quantité  m. 

Il  est  visible  que  la  luppositîon  ç=A'"H-''j'eit  comprise  dans  celle  du  n*.  II38. 


TOME    III. 


Tible,  page  vilj ,  ligne  35  ,  Eneyelopidie  mithodiqu*,  ajoutez,   art.  intécral. 
8  Cligne  19,  de  deux  fonctions,  lUi[,  entre  deux  états  d'une  même  fonction. 
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î8î        CORRECTIONS   ET  ADDITIONS,              ^H 

"^^  a^Pf 

PagerS.lig.  14,  «[/<],  lU.  a{p],  lig.  ij,  le  deuilème  A  de  cette  ligne  doî(    ^H 

^« 

êtie  changé  en  £.                                                                                                 ^^| 

lao,  lig.  3,  £"PQ, /w.  SPQ.»  ^H 
121,  lig.  8  de  la  note ,  préréréce,^.  iïce;  lig.  11,  cette,  Us.  à  cette.            ^^H 

iji,  Ug.  9,  »  ««»«,.  ^(-0'=K-0'---,  -ïi.S{-i)-y=^-r)......     ^H 

■39<  >>g-  i°>  «^43.  ^ù.  943-                                                                            ^H 

141,  ligne  4,  observei  que  »  désigne  dan*  cet  endroit  U  demi-circonfirCTce     ^^| 

du  cercle  dont  le  rayon  est  ■ ,-  ou  le  rappoti  de  la  circonférence  au  dix-     ^^H 

^^^^^^^^* 

mètre,  undis  quêtant  ce  qui  précède  il  a  toujours  reprétenté  la  câicon-    ^^H 

fércnce  du  cercle  dont  le  rayon  nt  cgal  à  l'unité.  ^^^H 
171,  lig.  f-4,  tn  Ttmonr,  la  dsmi-circonférence  ,  Us,  le  quart  de  la  circon-    ^^^| 

férCDce  ;  Tig.  4  ,  donnée  ,  /(i^  donné.                                                              ^^H 

»7»  .  H-  »î  .  "'=■  ■  ■                                                                                              ^H 

iSj  ,  lig.  î.  «  rimont.  189  .   /,V.   19a.                                                                           ^H 

ao^  ,  lig.  4,  tff'i*^  k  mot  finies.                                                                              ^^^H 

'          33a  ,  lig.  dern.  -r  désigne  la  circonférence  eaiiére  du  cercle.                                  ^^^| 

171 ,  lig,  dein.  D^  ,  Us,  D^.                                                                                     ^^^| 

S72  ,  lig.  3  ,   Z>4  ,  lit.  Di.                                                                                     ^^H 

lig.  14, /'s,  C^- ^4>  ^..^^-^s-                                                           ^H 

lig.  16,  Di,  Us.  Dj,.                                                                              ^^I 

iig.ïî.4-P-"/«-— '';**^-±ï'^.; '"•  tJ?»-»-'               ^H 

)3a  ,  lig.  »a  ,  voyt[  pour  Casstrtion  ini>ncêt,\e  n".  1117.                                   ^^| 

.  ^80  ,  l'ig.  7  ,  tn  rtmoat.  ett  égale ,  Ui.  étoii  égale.                                          ,    ^^| 

459,  1-.|;.  dern.  Livre  II,  lu.  Livre  1.                                                                  ^H 

475  )  ''£•  J  1  '(^'  f  ^!  i^i  3  d'après  un  écrit  de  M.  Mascherosi.                         ^^H 

^^^^^ 
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L                              ^^1 
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